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Introduction. 

Le travail qui va suivre et qui a pour objet l'étude du probleme 

des trois corps est un remaniement du mémoire que j'avals présenté au 

Concours pour le prix institué par Sa Majesté le Roi de Suede. Ce 

remaniement était devenu nécessaire pour plusieurs raisons. Presse par 

le temps, j'avais dû énoncer quelques résultats sans démonstration; le 

lecteur n'aurait pu, à l'aide des indications que je donnais; reconstituer les 

démonstrations qu'avee beaucoup de peine. J'avais songé d'abord à publier 

le texte primitif en l’accompagnant de notes explicatives; mais j'avais été 

amené à multiplier ces notes de telle sorte que la lecture du mémoire 

serait devenue fastidieuse et pénible. 

J'ai done préféré fondre ces notes dans le corps de louvrage, ce 

qui a lavantage d'éviter quelques redites et de faire mieux ressortir 

lordre logique des idées. 
Je dois beaucoup de reconnaissance à M. PuraGMEN qui non seule- 

ment a revu les épreuves avec beaucoup de soin, mais qui, ayant lu le 

mémoire avec attention et en ayant pénétré le sens avec une grande 

finesse, m'a signalé les points ou des explications complémentaires lui 

semblaient nécessaires pour faciliter l'entiére intelligence de ma pensée. 

Je lui dois la forme élégante que je donne au calcul de S7? et de T7 à 

la fin du $ 12. C’est méme lui qui, en appelant mon attention sur un 

point délicat, m'a permis de découvrir et de rectifier une importante erreur. 

Dans quelques-unes des additions que j'ai faites au mémoire primitif, 

je me borne à rappeler certains résultats déjà connus; comme ces résultats 

sont dispersés dans un grand nombre de recueils et que j'en fais un 

fréquent usage, j'ai cru rendre service au lecteur en lui épargnant de 

fastidieuses recherches; d'ailleurs je suis souvent conduit à appliquer ces 

théorémes sous une forme différente de celle que leur auteur leur avait 

d'abord donnée et il était indispensable de les exposer sous cette nouvelle 

forme. Ces théorémes acquis, dont quelques-uns sont méme classiques 
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sont développés, à côté de quelques propositions nouvelles, dans le cha- 

pitre 1* (1°° partie). 

Je suis bien loin d'avoir résolu complètement le probléme que j'ai 

abordé. Je me suis borné à démontrer l'existence de certaines solutions 

partieuliéres remarquables que j'appelle solutions périodiques, solutions 

asymptotiques, et solutions doublement asymptotiques. J’ai étudié plus 

spécialement un cas particulier du probleme des trois corps, celui où 

lune des masses est nulle et oü le mouvement des deux autres est 

circulaire; j'ai reconnu que dans ce cas les trois corps repasseront une 

infinité de fois aussi prés que l'on veut de leur position initiale, à moins 

que les conditions initiales du mouvement ne soient exceptionnelles. 

Comme on le voit, ces résultats ne nous apprennent que peu de 

chose sur le cas général du probléme; mais ce qui peut-leur donner 

quelque prix, c'est qu'ils sont établis avec rigueur, tandis que le pro- 

bléme des trois corps ne paraissait jusqu'ici abordable que par des mé- 

thodes d'approximation successive où l'on faisait bon marché de cette 

rieueur absolue qui est exigée dans les autres parties des mathématiques. 

Mais jattirerai surtout l'attention du lecteur sur les résultats né- 

gatifs qui sont développés à la fin du mémoire. J'établis par exemple 

que le probléme des trois corps ne comporte, en dehors des intégrales 

connues, aucune intégrale analytique et uniforme. Bien d'autres circon- 

stances nous font prévoir que la solution complete, si jamais on peut la 

découvrir, exigera des instruments analytiques absolument différents de 

ceux que nous possédons et infiniment plus compliqués. Plus on réflé- 

chira sur les propositions que je démontre plus loin, mieux on comprendra 

que ce probléme présente des difficultés inouies, que l'insuccés des efforts 

antérieurs avait bien fait pressentir, mais dont je crois avoir mieux encore 

fait ressortir la nature et la grandeur. 

J'ai fait voir également que la plupart des séries employées en mé- 

canique céleste et en particulier celles de M. LrxpsrEDpT qui sont les plus 

simples, ne sont pas convergentes. Je serais désolé d'avoir par là jeté 

quelque diserédit sur les travaux de M. Linpsrepr ou sur les recherches 

plus profondes de M. Gxrp£w. Rien ne serait plus éloigné de ma pensée. 

Les méthodes qu'ils proposent conservent toute leur valeur pratique. On 

sait en effet le parti qu'on peut tirer dans un calcul numérique de 

l'emploi des séries divergentes et la série fameuse de STIRLING en est un 
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exemple frappant. C'est grace à une circonstance analogue que les dé; 

veloppements usités en mécanique céleste ont rendu déjà de si grands 

services et sont appelés à en rendre de plus grands encore. 

L'une des séries dont je ferai usage plus loin et dont je démontrerai 

d'ailleurs la divergence, offre une grande analogie avec un développement 

proposé par M. Bourm à l'Académie de Stockholm le 9 mai 1888. 

Comme son mémoire n'a été imprimé que quelques mois plus tard, je 

n'en avais pas connaissance à l'époque de la fermeture du concours, c'est 

à dire le 1° juin 1888. Je n'ai done pas cité le nom de M. Boutin, 

je m'empresse de lui rendre ici la justice qui lui est due. (Cf. Supplé- 

ment aux comptes rendus de l'Académie de Stockholm, Tome 

14 et Astronomische Nachrichten, N° 2883.) + 



Premiere partie. 

Généralités. 

CHAPITRE I. 

Propriétés générales des equations différentielles. 

§ 1. Notations et définitions. 

Considérons un systéme d'équations différentielles: 

ee de, CONS 
(1) a ane MN E 
ou ¢ représente la variable indépendante que nous appellerons le temps, 

$,,9,,...,*, les fonctions inconnues, où enfin X,, X,,..., X, sont des 

fonctions données de z,, r,...., r,. Nous supposons en général que les 

fonctions X,. X,,..., X, sont analytiques et uniformes pour toutes les 

valeurs réelles de ©, ,%,,...,x,. 

Si l'on savait intégrer les équations (1), on pourrait mettre le résultat 

de l'intégration sous deux formes différentes; on pourrait écrire: 

(2) D et , @ 5,05... C,); p$— galt, 65,6, RE C): 

didi M restes o 
n $2? n 

C, , C,,..., C, désignant les constantes d'intégration. 

On pourrait écrire encore, en résolvant par rapport à ces constantes: 

OR Mur 
1 

C, = F(t, x 
2 
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Pour éviter toute confusion, nous dirons que les équations (2) repré- 

sentent la solution générale des équations (1) si les constantes C y restent 

arbitraires et qu'elles représentent une solution particuliére si on y donne 

aux C des valeurs numériques. Nous dirons d'autre part que dans les 

équations (3) F,, F,,..., F, sont n intégrales particulières des équations 

(1). Le sens des mots solution et intégrale se trouve ainsi entièrement fixé. 

Supposons que l'on connaisse une solution partieuliere des équations 

(1) qui s'éerira: 

(4) £, = et) mue) ur, By e, (t). 4 

On peut se proposer d'étudier les solutions particuliéres de (1) qui 

différent peu de la solution (4). Pour cela posons: 

t= 9, + 65 er a ns aber en 

et prenons pour nouvelles fonctions inconnues SUME tote Si la so- 

lution que l'on veut étudier differe peu de la solution (4), les & sont 

“9 

trés petits et pous en pouvons négliger les carrés, Les équations (1) 

deviennent alors, en négligeant les puissances supérieures des £: 

dé; CIE dX, dX; . 
$= -—€ = €, e HE. (i=1,2,..,n) 

(5) dt de, a us de, at da, Sn 

Rte, dX; OR : ; 
Dans les dérivées EE les quantités 7,, 7,,..., x, doivent être rem- 

dr z 

placées par ¢,(t),¢,(¢),...,¢,(¢), de sorte que ces dérivées peuvent 

étre regardées comme des fonctions connues du temps. 

Les équations (5) s'appelleront les équations aux variations des équa- 

tions (1). On voit que les équations aux variations sont linéaires. 

Les équations (1) sont dites canoniques lorsque les variables x sont 

en nombre pair # = 2p, se répartissant en deux séries 

tese 1 pese Ko 

TAO 

et que les équations (1) peuvent s'écrire: 

de; dar dy; arp ir 
== — — . (i=1,2,...,?) 

dt dy: 4 dt de; 

Acta mathematica, 13. Imprimé le 28 avril 1890, 9 
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Elles ont alors la forme des équations de la dynamique et nous dirons, 

à lexemple des Anglais, que le systéme d’équations (6) comporte p 

degrés de liberté. 

On sait que ce systéme (6) admet une intégrale dite des forces vives: 

F = const. 

et que si l'on en connait p — 1 autres, on peut considérer les équations 

canoniques comme complétement intégrées. 

Considérons en particulier le cas de n = 3; nous pourrons alors 

regarder z,, x, et x, comme les coordonnées d'un point P dans l'espace. 

Les équations: 

(6) IX ui X 

definissent alors la vitesse de ce point P en fonction de ses coordonnees. 

Considerons une solution particuliere des équations (1) 

Lorsque nous ferons varier le temps ¢, le point P décrira une certaine 

courbe dans l'espace; nous l'appellerons une trajectoire. A chaque so- 

lution particuliére des équations (1) correspond donc une trajectoire et 

réciproquement. À 

Si les fonctions X,, X, 

l'espace passe une trajectoire et une seule. Il n'y a d'exception que si 

et X, sont uniformes, par chaque- point de 

l’une de ces trois fonctions devient infinie ou si elles s'annulent toutes 

les trois. Les points oü ces cas d'exception se présenteraient s’appelleraient 

points singuliers. 

Considerons une courbe gauche queleonque. Par chacun des points 

de cette courbe passe une trajectoire; l'ensemble de ces trajectoires con- 

stitue une surface que j'appellerai surface-trajectoire.. 

Comme deux trajectoires ne peuvent se couper sinon en un point 

singulier, une surface-trajectoire qui ne passe en aucun point singulier 

ne peut étre coupée par aucune trajectoire. 

Nous aurons fréquemment dans la suite à nous occuper de la*question 

de la stabilité. Il y aura stabilité, si les trois quantités v, , z,, z, restent 
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inférieures à certaines limites quand le temps ¢ varie depuis — oo jusqu'à 

+ co; ou en d'autres termes, si la trajectoire du point P reste tout en- 

tiere dans une région limitée de l'espace. 

Supposons qu'il existe une surface-trajectoire fermée S; cette surface 

partagera l'espace en deux régions, l'une intérieure, l'autre extérieure, 

et aucune trajectoire ne pourra passer d'une de ces régions dans l'autre. 

Si done la position initiale du point P est dans la région intérieure, ce 

point y restera éternellement; sa trajectoire sera tout entière à l'inté- 

rieur de S. Il y aura donc stabilité. 

Ainsi la question de stabilité se raméne à la recherche des surfaces 

trajectoires fermées. | 

On peut varier ce mode de représentation géométrique; supposons 

par exemple que l'on pose: 

m) > a 

Gr CAN WO 

j EE D (4, » 29 4 ) 

vs ae e, 2 23 ? 2,); 

les & étant des fonctions de z qui sont uniformes pour toutes les valeurs 

réelles des z. Nous pourrons considérer non plus «,, r,, %,, mais 

Z,,2,,2, comme les coordonnées d'un point dans l'espace. Quand on 

connaîtra la position de ce point, on connaitra 2, ,2,,2, et par consé- 

quent «,,2,,2,. Tout ce que nous avons dit plus haut reste exact. 

Il suffit méme que les trois fonctions d restent uniformes dans un 

certain domaine, pourvu qu'on ne sorte pas de ce domaine. 

Si n2 3, ce mode de représentation ne peut plus étre employé en 

général, à moins qu'on ne se résigne à envisager l'espace à plus de trois 

dimensions. Il est pourtant un cas où la difficulté peut être tournée. 

Supposons par exemple que n — 4 et qu'on connaisse une des inté- 

grales des équations (1) Soit: 

(7) ; F(z,,2,,25;, 2) — € 

cette intégrale. Nous regarderons la constante d'intégration C comme 

une donnée de la question. Nous pourrons alors tirer de l'équation (7) 

ard en fonction des trois autres, ou une des quatre quantités ©, , $,, $,, v, 
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bien encore trouver trois variables auxiliaires 2, , 2, , 2, telles qu'en 

faisant: | 

Ti a (MCA ? $3 ? 25) wv. Ta CON CA ? 2 ? 2 ) 

doy D (a, » 29 25), qu $44, » 235 E.) 

on satisfasse à l'équation (7) quelles que soient les valeurs de 2, , 2,, 2,. 

Il arrivera souvent qu'on pourra choisir ces variables auxiliaires z de 

facon que les quatre fonctions ¢ solent uniformes, sinon pour toutes les va- 

leurs réelles des z, au moins dans un domaine d'où on n'aura pas à sortir. 

On pourra alors représenter la situation du systéme par un point 

dont les coordonnées dans l'espace seront z,,2, et 2 
2 3° , 

Supposons par exemple que l'on ait des équations canoniques avec 

deux degrés de liberté: 

de, er dE du, ER d p 

dr rud? di dy? 

dy, e. d dy, ae dr ] 

A de, T Br dx, 

Nous aurons quatre variables x, ,7,,%,,%,, mais ces variables seront 

liées par l'équation des forces vives: 

de sorte que si nous regardons la constante des forces vives C comme 

connue, il n'y aura plus que trois variables indépendantes et que la re- 

présentation géométrique sera possible. 

Nous distinguerons parmi les variables 2, , x, ,..., @,, les variables 

linéaires et les variables angulaires. Il pourra arriver que les fonctions 

X,, X,,..., X, solent toutes périodiques par rapport à l'une des variables 

x, et ne changent pas quand cette variable augmente de 2z. La variable 

x, et celles qui jouissent de la inéme propriété seront alors angulaires; 

les autres seront linéaires. 

Je dirai que la situation du systéme n'a pas changé si toutes les 

variables angulaires ont augmenté d'un multiple de 2z et si toutes les 

variables linéaires ont repris leurs valeurs primitives. 

Nous adopterons alors un mode de représentation tel que le point 

représentatif P revienne au méme point de l'espace quand une ou plu- 
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sieurs des variables angulaires aura augmenté de 27. Nous en verrons 

des exemples dans la suite. 

Parmi les solutions particuliéres des équations (1), nous distinguerons 

les solutions périodiques. Soit 5 

gp vb I t= | COON = e(t) 

une solution particulière des équations (1). Supposons qu'il existe une 
quantité h telle que: 

et 4-4) = e(t) 
quand x, est une variable linéaire et: 

€ (E + h) = e(t) + 2kz, (k étant entier) 

quand z, est une variable angulaire. Nous dirons alors que la solution 

considérée est périodique et que h est la période. 
Si l’on adopte un mode de représentation géométrique tel que le 

point représentatif reste le méme quand une des variables angulaires 
augmente de 27, toute solution périodique sera représentée par une tra- 

jectoire fermée. 

8 2. Calcul des limites. 

L'une des plus belles découvertes de Cavcuv (Comptes rendus, 
tome 14, page 1020), quoiqu'elle ait été peut-étre peu remarquée de son 
temps, est celle quil a appelée le calcul des limites et à laquelle nous 
conserverons ce nom, quelque mal justifié qu'il puisse être. 

Considérons un systéme d'équations différentielles 

dy Ses 
de hts 2), 

(1) | 
«az a 

da hkw,y,2). 

Si f, et f, peuvent étre développés suivant les puissances croissantes de 
©,y et 2, ces équations admettront une solution de la forme suivante 

y = (x), 2 = gc), 



‘14 H. Poincaré. $ 2. 

g, et v, étant des séries développées suivant les puissances croissantes 

de x et s'annulant avec z.- : ; 

Pour le démontrer, Cavcuv remplace les deux fonctions f, et 7, 

par üne expression de la forme: 

— M — 

~ (1 — ad — BG — 72)’ f(x,y, 2) 

en choisissant M,a,ß,y de facon que chaque terme de f' ait un plus 

grand coefficient (en valeur absolue) que le terme correspondant de f, 

et de f,. En remplacant ainsi f, et /, par f', on augmente les coeffi- 

cients de e, et de c, et comme ces deux séries sont convergentes apres 

ce changement, elles devaient l'être également avant ce changement. 

Tel est le principe fondamental du calcul des limites dont Cavcnv 

a fait d'ailleurs beaucoup d'autres applications et que plusieurs geometres 

ont notablement perfectionné depuis. 

Le plus grand de ces perfectionnements est dü à M. WEIERSTRASS 

qui a remplacé la fonction f'(r,y,z) de Cavcnuv par une autre plus 

simple qui peut jouer le méme róle. 

Ecrivons les équations (1) sous la forme: 

Er: i (a » J 5 2), 

1 dz 
(1’) — — ft.) 

ed 
Remplacons-y ensuite f,f et f, par la fonction de M. Werersrrass 

M 
I — a(e+-ye+ 2)’ (G54 52) = 

elles deviendront: 

, da: RN dy 4 dz M 

(2’) dt dtc dt rate ER) 

Les, équations (1’) sont satisfaites formellemant par des séries: 

q— e(t) m y = eu à — wet) 

développées suivant les puissances croissantes de ¢ et s'annulant avec f. 
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De méme les équations (2’) seront satisfaites par des séries 

U N 0 c pesa) 

développées suivant les puissances croissantes de ¢ et s'annulant. avec f. 

(On voit facilement d'ailleurs que g(t) = ei(t) = es(t).) 

Si M et a sont convenablement choisis, les coefficients des séries g' 

sont plus grands que ceux des séries ç; or les séries gy’ convergent; donc 

les séries @ convergent également. 

Ce Quer: 

Je n'insiste pas sur ces démonstrations qui sont devenues tout à fait 

classiques et qui se trouvent développées dans tous les traités un peu 

complets d'analyse, par exemple dans le Cours d'Analyse de M. Jorpan 

(tome 3, page 87). 

Mais on peut aller plus loin. 

Théorème I. Imaginons que les fonctions f, et f, dépendent, non 

seulement de z,y et z, mais d'un certain paramètre arbitraire # et qu'elles 

puissent se développer suivant les puissances croissantes de æ,y,2 et y. 

Ecrivons alors les équations (1) sous la forme: 

da 

7 uL nn Poet) — T, 

" 1 
(1) aos how? > a), 

dz 
a fale Ys 2s p. 

On peut trouver trois séries 

pee e(t » Hs Dos o 20) — U, VE e, t » {2 > Lo 5 Yo » 2) 

z= e(t » ft» To ; Yo» 2) 

qui satisfassent formellement aux équations (1”), qui soient développées 

suivant les puissances croissantes de ¢, de y et de trois constantes d'inté- 

gration ©, y,,z, et qui enfin se réduisent respectivement à m, y, et z, 

pour 4 — o. 
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Je dis que ces séries convergent pourvu que ¢, 4,7), ¥Y et z, soient 
i be . >» 

suffisamment petits. 

En effet remplacons f, f, et f, par la fonction: 

Mas. asp) = x qu Do ATA = 
(y rf (1 — fp)[1 — «(x + y + 2) 

Cette fonction f' peut étre développée suivant les puissances de rm, 

y,2 et p. On peut prendre M,a et # assez grands pour que chaque 

terme de /' soit plus grand que le terme correspondant de f, de f, 

et dev 

Nous obtiendrons ainsi les équations 

den dr 2 das M 
(2 ) a on Che Gn (i= fux —ale + y gap 

On peut trouver trois séries 

TO (bs, ples Ro Jus Says Y ont forty use) 

es g(t > 5 To» Mo s £y) 

développées suivant les puissances de /, 5, 7,,9,.2,, satisfaisant aux 

équations (2") et se réduisant respectivement à 7, ¥y,, z, pour ¢ = o. 

Zn raisonnant comme le faisait Caucny, on démontrerait que chaque 

terme des séries ¢’ est plus grand que le terme correspondant des series 

ce. Or les séries gy’ convergent, si ¢,, %,¥Y% et z, sont assez petits. 

Done les séries ç convergent également. 
GARDE 

On peut tirer de la diverses conséquences. 

Théorème II. Nous venons de voir que 7, y et z peuvent être dé- 

veloppés suivant les puissances de ¢, 4, %,Y et 2 pourvu que ces cing 

variables, y compris ¢, soient sufftsamment petites. 

Je dis que «,y et 2 pourront encore être développées suivant les 

puissances des quatre variables p, x). Y et 2, quelque grand que soit ¢ 

pourvu que les quatre variables p,2,,%, et z, soient assez petites. Il 

y a toutefois un cas d'exception sur lequel je reviendrai. 
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En effet nous trouvons d'abord trois séries 

= (t EBEN Mute Urs Mis, ON En) 

AR e(t 3 Los Mos Zo) 

N qui définissent x,y et z pour les valeurs suffisamment petites de pi, a, 

Yo, 7, et quand 
Ales p» 

p étant le rayon de convergence de ces séries. Si donc /, est un point 

intérieur au cercle de convergence et si z,, y, et à q.v! , sont les valeurs de 

x,y et z pour / — f,, on voit que z,, 9, et z, sont des fonctions holo- 

morphes de ,%,% et %, c'est à dire développables suivant les puis- 

sances de ces variables si elles sont assez petites. 

Soient ensuite a, yj et zj les valeurs de z,, y, et z, pour 
"d 

WG = Yo = 4% = ©: 

Cela posé, on aura dans le voisinage du point ¢ = f, 

' ; 0 DENS „0 
= e(t by fy 4,9 — Yi» À 2). 

[2 , 0 2 0 
(3) Cl eit i MEE EM rn 2) 

, ^ PRU = 

EI ex(t x f DIOE ree HEIDI Ze 3 Cee £1). 

Les séries £', e; et g,, tout à fait analogues aux séries g, ©, et ¢,, sont 

définies comme il suit. 

Elles satisfont aux équations différentielles; elles sont développées 

suivant les puissances de £ — f£, p, v, — 21, y, — yi et à — 21; elles se 

réduisent à z,,y, et z, pour ( =f 
1 Is 

Elles convergeront si p, v, — 21,9, — 4, 4 — e; sont assez petits et si 

tt, Edo. 

^, étant le rayon du nouveau cercle de convergence C,. 

Si # est un point intérieur à ce nouveau cercle de convergence C,, 

on voit que x,y et z seront fonctions holomorphes de u, 2, — v1, y, — yi 

et ,— 2. Mais m,— 21 ,9,— yi, 2, — 4 sont déjà fonctions holo- 

morphes de 5, 7,,35,,2,. Done, pour tout point ¢ intérieur au cercle 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 10 mai 1890. 3 
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C,, les trois quantités z, et z sont des fonctions holomorphes de p, x,, 

Yo % développables selon les puissances de ces variables si elles sont 

assez petites. 

Supposons maintenant que le point ? soit extérieur au cercle C,, le 

théoréme sera encore vrai; il est clair en effet qu'il suffit pour le dé- 

montrer pour une valeur quelconque de f, de répéter le raisonnement 

précédent un nombre suffisant de fois, pourvu -que les rayons p, , p, , ... 

des cercles de convergence envisagés successivement restent supérieurs à 

une quantité donnée. 

Cette convergence sera d'ailleurs uniforme pour toute valeur de / 

inférieure à /,, quelque grand que soit 4. 

On ne serait arrété que dans un cas. 

Le théoréme de Caucny cesse d’être vrai si les fonctions f, et f, ne 

sont plus holomorphes en «#,y, 2; par exemple si.elles deviennent in- 

finies, ou cessent d'étre uniformes. 

Si on ne peut pas développer les fonctions f,f, et f, suivant les 

puissances croissantes de y, de x — 21,9 — yi, 2 — 4, il n'existera pas 

en général trois séries ¢’, e; et c; de la forme (3) satisfaisant aux équa- 

tions différentielles. 

On dit alors que le point 

ae den mt MO yeah 
qp — iy; y o— d. o I— 

est un point singulier. 

Si donc, en faisant varier /, on voyait le point mobile (x, y, 2) 

passer par un point singulier, notre théoréme serait en défaut. Si / 

variant depuis ¢ — o jusqu'à ¢ — t,, le point mobile (x,y, 2) ne passe 

par aucun point singulier, le rayon de convergence de la série de Caucuy 

ne pourra s'annuler et on pourra lui assigner une limite inférieure, de 

sorte que les trois fonctions ©, y,z seront développables suivant les puis- 

sances de ft, %, Yo, 2 pour toute valeur de ¢ inférieure à /,. Mais si 

pour t=t,, le point (x,y,z) se confond avec un point singulier, le 

théorème cessera d'être vrai pour les valeurs de ¢ supérieures à f,. 

Notre théoréme comporte donc un cas d'exception. Mais ce cas ne 

se présentera pas dans le probléme des trois corps et nous n'avons pas 

à nous en inquiéter. Solent en effet: 

(v, ) Y; ? 2) , (æ, , UP 3 24) , (v, , Ys ? 2,) \ 



Ÿ 2. Sur le probléme des trois corps ct les équations de la dynamique. 19 

les coordonnées des trois corps, r,,, r,,, 7,, leurs distances mutuelles, m,, 

m, et m, leurs masses. Les équations du probléme seront de la forme 

suivante: 
d, m, (a, — v1) 
— er ue 3 dt? T 3, 

Le second membre de cette équation ne pourrait cesser d'être holo- 

morphe en #,,%,, 2,2, ; J, 5 2) Vy» Us 2, que si l'une des trois distances 

Vigo Vigo ^, Venait à s'annuler, c'est à dire si deux corps venaient à ce 

choquer. Or nous n'appliquerons jamais notre théorème que quand on 

sera certain qu'un pareil choc ne peut se produire. 

Le méme résultat peut encore être établi d'une autre maniere. 

Reprenons les équations: 

da 

dp [ye 

dy : 

dp he oes n) 

dz E 
dt = AGE Y 3 2) 1). 

Les fonctions f,f,,f, pourront en général être développées suivant les 

puissances croissantes de a — a , y — Yo, 2 — zy, ft —#, pour les valeurs 

de z,y,z et p suffisamment voisines de &,, Yo, z, et fn. Sil existe un 

systeme de valeurs de 2, Y, 2, pour lequel cela n'ait pas lieu, je 

dirai que ce système de valeurs est wn des points singuliers de nos équa- 

tions différentielles. 

Cela posé, ces équations admettront une solution telle que x, y et z 

sannulent avec /; et cette solution dépendra manifestement de y. Soit: 

ED): CANON Ze UO) 

cette solution. Il résulte de la définition méme de cette solution que 

lon a, quel que soit p: 

0,(0, p = 0,(0, p) = (o , p) = o. 
Dans la plupart des applications, on pourra effectuer l'intégration pour 

u = 0, de telle sorte que les fonctions w,(¢, 0), w,(¢, ©), (t , o) seront 
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connues. Je suppose que, pour aucune des valeurs de ¢ comprises entre 

o et /,, le systeme de valeurs 

e»t, 0), 0; (,:0). 4,9) 5,0 

ne soit un point singulier de nos équations différentielles. 

Pour employer un langage incorrect, mais commode, je dirai que la 

solution particulicre 

E10. (1:0); y = e , 0), 2— (0 (L 10) 

ne passe par aucun point singulier. 

Si cela n'avait pas lieu, nous nous trouverions dans le cas d'excep- 

tion dont jai parlé plus haut. 

Si au contraire cela a lieu, ce que je supposerai, je dis que les ex- 

pressions o,(t,, 4), e, (f, , p) , @,(t,,) sont des fonctions de y dévelop- 

pables suivant les puissances croissantes de cette variable. 

Posons en effet 

mie 010,00), y = 7 + a,(t, o), g — C+ Ol), 

les équations différentielles deviendront: 

dé 
es GES 7S Co tod; 

Il résulte de lhypothése que nous avons faite que pour toutes les va- 

leurs de ¢ comprises entre o et ¢,, les fonctions c, v, et e, peuvent étre 

développées suivant les puissances de £,»5, 7 et y, les coefficients du. 

développement étant des fonctions du temps. 

J'observe de plus que pour y = o, les équations différentielles doi- 

vent étre satisfaites pour 
SE er — 
ey yp m d c 9x 

ce qui veut dire que e. e, et e, sannulent quand #,&,7,¢ s’annulent 

a la fois. 
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On pourra alors trouver deux nombres positifs M et a tels que, 

pour toutes les valeurs de / comprises entre o et /,, chaque coefficient 

du développement de ¢,¢, ou c, suivant les puissances croissantes de 

£,%,£ et p soit plus petit en valeur absolue que le coefficient corres- 

pondant du développement de: 

M CE S) 
1 — «($7 TI) 

ou a fortiori que le coefficient correspondant du développement de: 

z = MH Os wll e (5x56 2] h(E = 4 L 4 = LCS e 

HE FEES) 1—aE+y+ CH p) 

Comparons donc les équations (4) aux suivantes: 

dé dy dé 
(5) di dt = dt == JE, 7 , & /). 

La solution des équations (4), qui est telle que ¢, 7 et £ s'annulent à la 

fois pour £ = o, s'écrit: 

J£ — eL, p) — e(t , o), 7 = e(t, p) — o,(t, o), 

C= w(t, p) — (t, 0) 
D'un autre cóté les équations (5) admettent une solution: 

= = 7j = Ê= e(t , It) 

telle que €, 7, € sannulent avec f. 

En raisonnant comme la fait Caucuv, on verrait que si w’(t, p) 

est développable suivant les puissances croissantes de y, il doit en étre 

de même de o,(t, p) — e(t, 0), o,(t, n) — o,(t, 0), e(t, 4) — w,(t, 0), 

et que chaque coefficient du développement de ces trois derniéres fonc- 

tions est plus petit en valeur absolue que le coefficient correspondant de 

o'(t, 1), au moins pour toutes les valeurs de / telles que 

Ox haat. 

Or les équations (5) sont faciles a intégrer et on vérifie aisément que 
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w'(t,, p) peut se développer suivant les puissances de p. Done 6,7 et 

f sont également développables suivant les puissances de y pourvu que 

OS Tue OF D 

Théoréme III. Cela pose, soit: 

ORD a TRIER) E Uo Wr o DENE 

Sul e(t ? P 2 To E Vo , &) 

celle des solutions de nos équations différentielles, qui est telle que: 

L = Xp, Y = Wy g — 
pour / — o. 

Considérons les fonctions: 

eG ms 1 9, Yeo eos (b, + ran 365 

of, Toti. Yo) 20). 

Je dis qu'elles sont développables suivant les puissances de y, x, . Ys 2 

et 7 pourvu que ces quantités soient suffisamment petites. 

Posons en effet 

po qam y= YY e=2 +4), 

t +7 
NÉ 

4 t 

Nos équations deviendront: 

da (3 VAR " , 

dt = ( I “Ir 7) fx = Vy ' Y ais Yo » À E 20 2 H) 

dy’ EMEA, ; ; \ 
3s Sa Mig gala ch ae ob Une za 0) 

dz \ 

m (rp) sy! og d Rp. 
+ 

Ces équations contiennent cinq paramètres arbitraires à savoir 

L ? Uo ) Yo ? 0 AMIS 
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Considérons done la solution de ces équations qui est telle que 2’, y^, 2’ 

sannulent avec ¢’; soit: 

TH ryt = ^ E g' = ex(U, fy Con Yo » % 0 To. 

, ı/yr = - 

Qi. = e»t » Bo Los M, s S35 c) 

~ , , ^ ~ - EUIS UTR (AED c CDU PIN Th 

Il résulte de ce que nous venons de voir que si l'on fait /' = /, les ex- 

pressions: 
, . ~ - Du DN Sms Lords D) 

e» (f, > Hs PU PED 7), 

o5 (f, » Ho Vo 5 Vos fo 7) 

sont développables suivant les puissances de p, 7,. 5,, z, et c. Mais il 

est manifeste que l'on a: 

Dike pfs Omen kal BE Ol es c m gr), 

(6) ef, , "2 ? Ly ? Vo ? , x) cH o, (f, du n "n ? T ? Yo ? 2); 

ex (f, ? P ? To , Yo , & 9 7) = e. (f, st: E P ? Ly I Yo ? £,)- 

Done les seconds membres des équations (6) sont également développables 

suivant les puissances de u, x, , y, , % et c. 
Cy Qu RON: 

Théorème IV. Cavcuv a tiré du caleul des limites un autre théoréme 

d'une extréme importance. 

Voici quel est ce theoreme: 

Si on a m+ p quantités y,, y,. .... Y,, 9, , €,,..., t, entre lesquelles 

ont lieu rn relations: 

NU eus sn ert quaa dia bd: qii, 

(RU RU Paces UAE Col) 20, 
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si les f sont développables suivant les puissances des x et des y et 

sannulent avec ces n + p variables; . 

si enfin le déterminant fonctionnel des f par rapport aux y n'est 

pas nul quand les x et les y s'annulent à la fois; 

on pourra tirer des équations (7) les n inconnues y sous la forme 

de séries développées suivant les puissances croissantes de x, , $,...., 7 1? "3* p° 

Considérons en effet x, comme la seule variable indépendante z,, 

%,,:..,2, comme des paramètres arbitraires, nous pourrons remplacer 

les équations (7) par les n équations différentielles: 

df, dy, 

dy, de, 

dfi. dy, Je dfi ds df, 

dy, da, dy, de, de, 
(8) + =.0O, (i= 1525-5) 

Nous sommes ainsi ramenés au cas dont nous venons de nous occuper. 

En particulier si f(y, z,, 1, ,.... 1,) est une fonction développable 

suivant les puissances de y,7,,27,,...,7,; si quand les x et y s'an- 

nulent à la fois on a: 
e df. em 
j= 9 dy * 

si enfin y est défini par l'égalité 

DE 

y sera développable suivant les puissances de m. 

Il nous resterait à examiner ce qui se passe quand le déterminant 

fonctionnel des f par rapport aux y est nul. Cette question a fait l'objet 

de recherches nombreuses sur lesquelles je ne puis insister ici, mais au 

premier rang desquelles il convient de citer les travaux de M. Puiseux 

sur les racines des équations algébriques. J'ai eu moi-même l'occasion 

de m'occuper de recherches analogues dans la premiere partie de ma 

thése inaugurale (Paris, Gauthier-Villars, 1879). Je me bornerai done à 

énoncer les théorèmes suivants, en me bornant à renvoyer pour les dé- 

monstrations, soit aux traités classiques, soit à ma these. 

Théorème V. Soit y une fonction de x définie par l'équation 

(9) fly 5 a) E) 

ou f est développable suivant les puissances de x et de y. 
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Je suppose que pour ct = y = O, iff s'annule ainsi que: 

\ 

df Uri qm if 

Le dy ' dy** °°"? dy"1? 

dan f 

mais que Im 
ay" 

ne s’annule pas. 

Il existera m séries de la forme suivante: 

3 1 2 b 

(10) y=ae + ae" + aan" +... 

(ou m est entier positif et où a,,a,,... sont des coefficients constants) 
2 

qui satisferont à léquation (9). 

Corollaire I. Si la série (10) satisfait à l'équation (9) il en est de 

méme de la série: : 
1 2 3 E LE 

te uU =D 506 
‚n 2n y = aan" + aaa 

ou a est une racine #° de l'unité, 

Corollaire II. Le nombre des séries de la forme (10) développées 
1 

suivant les puissances de z", (sans pouvoir étre développées suivant les 

i 
puissances de z^, p<) est divisible par n. à 

Corollaire III. Si k,n, est le nombre des séries (10) développables 
1 

suivant les puissances de z^, si k,n, est le nombre des séries (10) dé- 
1 

veloppables suivant les pugssances de &",..., si k,n, est le nombre des 
1 

séries (10) développables suivant les puissances de x” on aura: 

kin, dyes ocn; = m, 

d'ou l'on conclut que si m est impair, l'un au moins des nombres n 

hs... A, est aussi impair. 

Théoréme VI. 5i l'on a les équations 

f. (y, H UP DIT) 3» *, x) = O, 

(11) s Gr Saka PE) == 95 

. 

AC? , Y, yore, Y» 5 a) —— O, 

Acta mathematica 13. Imprimé le 30 mai 1890. . 4 
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dont les premiers membres sont développables suivant les puissances des 

y et de x et s'annulent avec ces variables, on pourra toujours éliminer 

entre ces équations 

Ys nd 

et arriver à une equation unique: 

(ACh) SS 

de méme forme que l'équation (9) du théoreme précédent. 

I] n'y aurait d'exception que si les équations (11) cessaient d'étre 

distinctes. 

Corollaire des theoremes V et VI. Le. théoréme IV s'applique toutes 

les fois que le déterminant fonctionnel des f n'est pas nul, c'est à dire 

toutes les fois que quand les x s'annulent, les équations 

AG) h=h=..-h=0 

adınettent 

De u © 

comme une solution simple. 

Il résulte des théorémes V et VI et de leurs corollaires énoncés 

plus haut que le théoréme IV est encore vrai si cette solution est mul- 

tiple, pourvu que l'ordre de multiplicité soit impair. 

83. Applications du calcul des limites aux équations aux 

dérivées partielles. 

Caucny avait déjà appliqué le procédé du calcul des limites aux 

équations aux dérivées partielles. Madame Kowarrvskr a considérable- 

"ment simplifié la démonstration de Caucuy et a donné au théorème sa 

forme définitive. 

Voici en quoi consiste le théorème de Madame Kowarrvskr (Jour- 

nal de Crelle, tome 80). 

Considérons un systeme d'équations aux dérivées partielles définis- 

sant » inconnues z,,2,,..., 2, en fonctions de p variables indépendantes. 
2 n 
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Supposons que ce systeme s'écrive: 

de, — "ees 5 da da; da; ) 

de, 2 N de ER, 

dz, f. dz, dz; dz; 
SSE. sine dont RES WOES 

(1) de, A ee do de, Ar : ? de, 

dz, f. / = ^ dz; dz dz; ) 
—— SS x X. 9; wis X yp mI — «e * 
dæ, At ur du iC de, ale ? de, 

fis fos... f, étant développés suivant les puissances de 

dz; 
PT MEE cUSdes = — — 0.4 

p da ik 

( prend les valeurs 1,2;...,"; k les valeurs 2, 3,...,p; enfin les 

a, sont des constantes quelconques). 

Soit maintenant 

UP Ee tomo case En Ol ME 25) 
9 

n fonctions données quelconques, développées suivant les puissances crois- 

santes de x,, x x, et telles que: 3 9 9 y Joue ©) p 

dd; 
—— ÀJ D 

day iE 

pour 

lt eem =}, = © 

Il existera n fonctions 

Si g, (x, UE MCI X), 2, — er DU) OOS, v) DIDO) EZ e. (v, y; 15 v) 

développables suivant les puissances de x, ,x,,...,1,, qui satisferont" aux 

équations (1) et qui se réduiront respectivement à d», $,,.... d, pour x, — o. 

J'ai moi-même cherché à étendre les résultats obtenus par Madame 

Kowarevskı (These inaugurale, Paris, Gauthier-Villars, 1879) et j'ai étudié 

en détail les cas que la savante mathématicienne avait laissés de côté. 
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Je me suis attaché en particulier à l'équation: 

dz dz dz 
ATUS zz + ... Be renee A2; 

CARS 
to 
— 

ou X,, X,,..., X, sont développés suivant les puissances de #,,%,,...,4,; 

je suppose de plus que dans le développement de X,, X,,..., X,, il 

n'y ait pas de terme tout connu et que les termes du 1* degré se ré- 

À,% duisent respectivement à 1,4, , 4,2, ,.. .,A,r,, de telle sorte que 

X, = At; E EB 

Y, designant une suite de termes du 2" degré au moins par rapport à 

Uy Vay +++ X. 

J'ai démontré qu'à certaines conditions cette équation admet une 

intégrale holomorphe développable suivant les puissances de z, , 2, ,..., ©. 

Pour que cette intégrale existe, il suffit: 

1° que le polygone convexe qui contient les n points À , À,,...,2, 

ne contienne pas l'origine, 

2? que l'on n'ait aucune relation de la forme 

mA, He. EMA, =A, 

ou les m sont des entiers positifs dont la somme est plus grande que 1. 

Je vais chercher a généraliser le résultat obtenu dans ma these. 

Au lieu de l'équation (2) envisageons l'équation suivante: 

dz dz = ow - da 
(3) Gil ies et nap de 

© Dans ma thèse, je nénonce pas cette restriction et je ne suppose pas que la 

somme des m soit plus grande que I. Il semblerait:done que le théorème est en défaut 

Il n'en est rien. Si lon avait quand on a par exemple À, = 4. 

mA, +... Æ Mad = À (m com, +. + m, > 1) 

A 
certains coefficients du développement prendraient la forme o et deviendraient infinis. 

C'est pour cette raison que nous avons dû supposer qu une pareille relation na pas lieu. 
~~ 3 

Si l'on avait au contraire À, = À, certains coefficients prendraient la forme —- 
Oo 
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Nous avons encore 

Y, désignant une fonction développée suivant les puissances de a, , 2, , +) v, 

et ne comprenant que des termes du 2" degré au moins par rapport à 

ces x variables. Mais Y, ne dépend pas seulement des x, il dépend aussi 

de £, de sorte que les coefficients du développement de Y, suivant les 

puissances des x sont des fonctions de ¢. Nous supposerons que ce sont 

des fonctions périodiques de ¢ de période 27 développées suivant les sinus 

et cosinus des multiples. de f. 
Je me propose de chercher dans quel cas l'équation (3) admettra 

une intégrale holomorphe développée suivant les puissances de ©, , 2, , ..., m, 

et telle que les coefficients du développement soient des Melone perio- 

diques de ¢. 

Voyons d'abord qu'elle va être la forme de Y,. Nous allons dé- 

velopper Y, suivant les puissances croissantes de &,,%,,...,%,; CON- 

sidérons le terme en 

gom... au. 

Le coefficient de ce terme étant une fonction périodique de ¢ pourra 

se développer suivant les sinus et cosinus des multiples de /, ou ce qui 

revient au méme suivant les puissances positives et négatives de e^ 

Nous pourrons done écrire ; 

= XO, DX pe UE. V. 3.005... Um 2 n 

Les C sont des coefficients constants; 3 est un entier positif ou né- 

gatif; 2,,2,,.... 4, sont des entiers positifs tels que 

D et AE Ge SP ae : 

J'écrirai aussi quelquefois en supprimant les indices: 

= > Ces yn vt p^" QEON. (ne 

Posons maintenant: 

- | Ciefti gage. apre 
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et envisageons l'équation suivante: " 

x NE ne dz . INGE v! 
(4) (Aix — Y ires + (4%, — Ys) 22 ps Fate (Acta 2 1) d, — AZ. z. à 

dz 
jn ‘entre plus; nous pouvons done regarder ¢ 
t 

comime un paramétre arbitraire et & 

Dans cette équation 

cn AN t. comme les seules va- 

riables indépendantes. Si donc les quantites 4j, 22. ..., 2; satisfont aux 

conditions que nous avons énoncées plus haut, l'équation (4) (qui est de 

méme forme que l'équation (2)) admettra une intégrale holomorphe. 

Nous supposerons 
FR be ey 

Nous supposerons de plus Aj réel et positif. 

Cela posé, soit 

1-05. . n 1 2 n (5) z= > A NEUES MR TAG x h j 

une série satisfaisant formellement à léquation (3). Comment pourra-t-on 

caleuler les coefficients A par récurrence. 

En écrivant l'équation (3) sous la forme 

| 
dz 1 dz : dz zd - lz - as | 
m ANS a eds fe + Tu 1,2 = ar Ex + eee + uz | 

et en identifiant les deux membres on trouve: ; | 

ZR pee I +- la + A, a, + se. + AVE = À] = IPTE A], 

P[C, A] étant un polynôme entier à coefficients positifs par rapport aux | 

C et aux coefficients A déja calculés. 

Soit maintenant. 

(6) 

une série satisfaisant à l'équation (4) Pour calculer les coefficients A’ 

o X BU sir a “An num ANUS sero De 

nous écrirons l'équation (4) sous la forme: 

dz dz Y vr 7, Z , d 
dU iem die .+ 4a Un —A?= a ana 

ln 
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En identifiant les deux membres, nous trouverons: 

Ae act a repe TAL 

P[|C|, A'] ne differe de P[C, A] que parce que les C sont remplacés , , P 

par leurs modules et les A par les 4’. 

Les 4’ étant réels positifs ainsi que les coefficients du polynôme P, 

les A’ seront aussi réels et positifs. — * 

Pour que l'on ait ensuite: 

| À; | À 02... Un < Ze mr 

il suffit que l'on ait toujours: 

De cM yan eee el eK MEM 

ou 

BV— 1 + À (a — 1) + la, +. Re AS 
(7) 4 ss @,—1)+4,+...+4% 

, Si l'on a choisi À de facon à satisfaire à l'inégalité (7), on aura done 

Vea Ar. 

Or la série (6) converge, done il en sera de méme de la série (5). 

Ainsi done pour que la série (5) converge, il suffit qu'on puisse 

trouver une quantité positive À; satisfaisant à l'inégalité (7) pour toutes 

les valeurs entières et positives des a, et pour toutes les valeurs entières 

positives et négatives de f. 

Commencons par remarquer que le second membre de l'inégalité (7) 

est toujours plus grand que: 

(8) NEST + Aa — 1) + da, +...+ Anta | 

TENTE EEE à 

Il suffira done que A soit plus petit que l'expression (8). Or cette 

expression (8) est le module d'une certaine quantité imaginaire repré- 

sentée par un certain point G. Or il est aisé de voir que ce point G 

n'est autre chose que le centre de gravité des m + 2 masses suivantes: 

1° n masses égales respectivement à CAE m FR situées respec- 

tivement: aux (points 4: 425» Ass 
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2? une masse égale à |f et située soit hu point + Y—ı soit au 

point — /—1; 
40 3° une masse égale à — I située au point À. 

Toutes ces masses sont positives à l'exception de la derniere. 

Il faut chercher la condition pour que la distance OG soit toujours 

supérieure à une certaine limite 4;. 

Composons d'abord les n # 1 premiéres masses; nous obtiendrons 

une masse: 

M=a,+4,+...+4,+]£| 

située en un certain point G' et comme ces n + 1 premières masses sont 
i 

positives, le point G' sera située à l’intérieur de l'un ou de l'autre des 

deux polygones convexes qui enveloppent, le premier les » + 1 points 

iy, Wer cons Gla? LU Ene 

et le second les x + 1 points 

* 5 An et = V— I. 

Si aucun de ces polygones convexes ne contient l'origine, on pourra 

assigner à la distance OG’ une limite inférieure y et écrire: 

0G > p. 

Il reste à composer la masse M située en G' et la masse — 1 située 

en A. On obtiendra ainsi une masse M — ı située en G, On aur: 

évidemment: 

OG > 0G — GG, 

a Ga 0G Où, . 
tT = _ , 

M jf Si M — 1 

d'ou 
: M —2 0) ME [077 
OG OCZ 1 E 1 ; 

PE NME CM aed aae ae 

Si done: 
3u + 202, 

M> 
LL 
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CRE 
l'inéealité 

M ko 

sera satisfaite. 

Il n'y a done qu'un nombre fini de combinaisons des nombres entiers: 

= 
CA OT Swen P 

pour lesquelles l'inégalité (9) pourrait ne pas être satisfaite. 

Si pour aucune de ces combinaisons OG n'est nul, nous serons certains 

de pouvoir assigner à OG une limite inférieure 4. 

Nous sommes done conduits à la regle suivante: 

Pour que l'équation (3) admette une intégrale développable suivant les 2 4 

puissances des x et périodique par rapport à t, suffit: q , 

1° quaucun des deux polygones convexes circonscrits, le premier aux 

1» does € + —1, le second. aux points À, À,,..., 2, et 

— V— 1, ne contienne l'origine, 

points "2 

2° qu'il ny ait entre les quantités À aucune relation de la forme 

Py-ı HE a À, ES a,A, m OX s a, A, = À; 

les a étant entiers positifs et 2 entier positif ou négatif. 

C'est là une généralisation du théorème démontré dans ma thèse, 

Or de ce théorème découlaient un certain nombre de conséquences. 

Voyons si on pourra en tirer de senrblables du théorème généralisé. 

Nous allons pour cela suivre absolument la même marche que dans 

la thèse citée. 

Considérons l'équation: 

dz - az zu - dz 
— + X —-4X,-—---..oOX,.— = 0, (10) ON ge eee ton pe ae ide 

obtenue en supprimant le second membre de l'équation (3). 

Considérons en outre l'équation: 

dz ede „ dz da 

(3) dt + X, dz, + X, de, + Ueda + X, 22; E À,2 

Acta mathematica, 13. Imprimé le 27 juin 1890, 
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et l'équation: 

dari eg .d Ja 
(11) REX +X He + KH Me. 5 de, "den 

Si les A satisfont aux conditions que nous venons d’enoncer, l'équa- 

tion (3) admettra une integrale 

1 
où T, est ordonné suivant les puissances des # et périodique par rap- 

port à f. : 

De méme l'équation (11) admettra une intégrale 

où T, est de méme forme que 7. 

On en conclut que l'équation (10) admet comme intégrale particuliére: 

1 1 

Ti T 

Comme on peut dans le second membre de (3) remplacer successive- 

ment A2, par À,2,4,2,..., 4,2 et qu'on obtient ainsi a — I équations 

analogues à l'équation (r1), on peut conclure que l'équation (10) admet 

n — 1 intégrales particuliéres 

1 1 1 1 1 1 

TROU FUP ae ne IR 
n 

on 1,51, Ia sont de meme siorme que Le 

Pour avoir lintegrale générale de (ro), il faudrait posséder encore 
e une n° intégrale particuliére. Pour cela considérons l'équation: 

dz - dz , dz 
I2 EUX, — Here Kr eg. (12) ri ee 

Cette équation admettra comme intégrale particulière z — e. 

Nous en conclurons que l'équation (10) admet comme intégrales 

particulières 
T, e ^t : T,e — hot E Tera, 
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de sorte que l'intégrale générale de cette équation (10) sera: 

2 ——Iuuchonsarbitreire. des Cher!» De sos coe Tro Y 

En d'autres termes les équations différentielles: 

EE AP da, 
(10^) dA — ven 

XE € 

admettront comme integrale generale 

IE = aX 7 jhot n 7 nt Pa UP A DCA MAU UC 

j| eiua 
2027 

Ce théoréme peut étre regardé comme la généralisation de celui que 

.., K, étant » constantes d'infégration. 

jai démontré à la page 7o de ma thése. 

Supposons maintenant que nous cherchions à déterminer les p pre- 

mieres variables x à savoir 

i p 

en fonctions des » — p autres à savoir 

QN. aedes 

et de ¢, à l'aide des équations suivantes: 

de, 2 da, - dix, X dx, ES. 
di Sr pti dz, 1 4542 dep+2 u en de, Te] 

de, - da, 2 da, ‚ de, n 

XE um aa heus c 

da, dx, 3 dx, da " 
+ X = X = = OK 
dt Tu dap 41 T Apts TENES ate dE lan f 

Il est aisé de voir que l'intégrale générale des équations (13) s'écrira: 

(do) (14) 9, — ey o8 dec (o 0? 

Pis Pa». 9, representant p fonctions arbitraires de 

sh sx —Àn Tente ion Teer 
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Prenons en particulier: 

A. n IPLE TEL Ast wt 1 ,—Ast CROSS. Quo el T a, get re 

Les équations (14) s'écriront:* 

(14^) (Le I EM D, 

Des équations (14 on pourra tirer 2, , 7,, ..., 2, en fonctions de 

Liga Tpsos ee Y, et ¢ et on verra que ce sont des fonctions holomorphes 

par rapport à 2,,,, jose. 2, et périodiques par rapport à f£. 

Donc les équations (13) admettent une solution développable suivant 

les puissances croissantes de 27,,,, 2,,,,..., X, et suivant les sinus et 

cosinus des multiples de f. 

Ce théoréme est démontré quand les A satisfont aux conditions 

enoncées plus haut; voyons comment on pourra l'étendre aux cas o ces 

conditions ne sont pas remplies Je suivrai pour cela la méme marche 

que dans la 4"* partie de mes recherches sur les courbes défimies par les 

équations différentielles (Journal de Liouville, 4"* série, T. 2, pages 

156—157). 

Proposons-nous de calculer les coefficients de l'intégrale holomorphe 

des équations (13) (à supposer que cette intégrale existe) et a cet effet 

écrivons ces équations (13) sous la forme suivante: ' 

n dx; ^ da; 3 de; à de; 3 
"$e = Ay er Lats haley arene D. La 
(3) dt T pai dz, 41 T Arts dap+2 + A, de, zin 

r lx dx . da 

= Pg Y,..—— : ne jr i=1,2,..,P) 
PH dy Tof»us d, ar t E, dz, 2 : ; 

"Sot 

Un 

2 : re. A. une quelconque des fonctions Y, , ainsi que nous lavons 

supposé plus haut, et proposons-nous de caleuler les p fonctions 

sous la. forme 

(15) xz, = EAR bane See ee 
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Pour calculer les coefficients A par récurrence, substituons les séries 

(15) dans les équations (13’) et identifions les deux membres. Nous 
aurons pour calculer 4, , l'équation suivante: B. apa... 

dus ue em NEN a= 8,414541 Sr &praAprz == E DE a, À, a À) 

Pre CN A 

P[C,(— C), A] étant un polynôme entier à coefficients positifs par 
rapport aux coefficients C de 

EE 

aux coefficients C' de Y, changés de signe et aux coefficients A déja 
calculés. 

Pour qu'aucun des coefficients A ne devienne infini nous devons done 
d'abord supposer qu'il n'y ait entre les À aucune relation de la forme: 

(16) AN xi 0.541531 zi CS e iS * s + a, A, sth. À; — © 

oh les « sont entiers positifs et entier positif ou négatif. 

Cela posé soit X une quantité positive que nous déterminerons plus 

complétement dans la suite. 

Solt ensuite: 

71 OM Ctr pe ‚en 

E = 2, | rence | e "LyX" Py T, 

pour 

DE *1-2-. f 

et 
Tr U (y A os An 

); Vw er > ( lf 005... Un CET Ds Y 

pou FÜ —» 52:5. Sk p: 

Formons les équations 
= 

dx; dv; da zu DAE i NS i , i s, 
Doi =—— L¢3 — ; - (13 ) À pti de, 41 1e A pt dic 1 E == A n de, i 

4 dr, de; +, da 

ptl 
Y uq “f= er ar zie E Yang E CE Denn, 
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Cherchons à satisfaire aux équations (13”) à l'aide de séries de la 

forme suivante 

(157) y, = DUB, "MER ur inen e KDE 

Les coefficients D nous seront donnés par les équations suivantes: 

BIO: xs Ap +9 ate Coe Fr ay GR 1)] ES P[|C 

ou P[|C|,|C'|, B] diffère de P[C, (— C), A] en ce que les coefficients 

C et — C' y sont remplacés par leurs modules, et les coefficients A par 

Kor], Bi 

les B correspondants. 

On en conclut que tous les B sont positifs et que chaque B est 

plus grand que le module du 4 correspondant. 

Il suffit pour cela d'une seule condition, c'est que: 

4 zi eater coe Ce 1) < | BV— I + 851149541 Se ery De a, A, — A; 1 

Si cette condition est remplie chacun des termes de la série (15) 

sera plus petit que le terme correspondant de la serie (15’) et comme 

cette derniére converge, la série (15) convergera également. 

Il suffit pour cela que l'on puisse trouver une quantité positive 2’ 

assez petite pour que l'on ait toujours: 

Em ar Gp414p41 AP ob Ir On Ân Ic Ji 
As = 

Up4-1 sis Dp Sr Ona 

c'est à dire, d'aprés ce que nous avons vu plus haut, qu'aucun des deux 

polygones convexes circonscrits, le premier aux points A,,1, Àj49, +++) An 

et + /—1, le second aux points 4,,, 454»; ++, À, et — y— 1, ne con- 

tienne l'origine. 

Si donc aucun de ces deux polygones comvexes me contient l'origine, s'il 

n'y a entre les À aucune relation de la forme (16), les équations (13) ad- 

mettront une intégrale particuliére de la forme suivante: 
LA 

% = Pi(Tp+ > pros eee Un t), 

Ta = 93 ($43 , T,» >...) Th) t), 3 

T, =F, £pi ’ Yo S c CIAM Ur] Ly ’ t), 
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les @ étant développables suivant les puissances de m,,,, &,,9,+++, v, el les 

sinus et cosimus des multiples de t. 

Cela posé, envisageons les équations: 

dx, de, _ | dae, 
(10”) Az x a 

Ces équations sont de méme forme que les équations (10’); la seule 

différence, c'est que les A n'ont pas des valeurs qui satisfont aux condi- 

tions suffisantes énoncées plus haut pour que l'équation (13) ait une inté- 

grale holomorphe. 

Nous allons nous proposer de trouver non pas la solution générale 

des équations (10"), mais une solution contenant n — p constantes arbi- 

traires. 

Parmi les équations (10”), je considere en particulier les suivantes: 

dt pti quic ub hae es GE ae 
(1 7) di, X da, 2 = die, BR 

J'écris en outre les équations: 

GS) a 9X, PEN Du s t), (i91,2,..,) 

les e, étant les intégrales holomorphes des équations (13) définies plus haut. 

Il est évident que si z,, ,,..., v, sont n fonctions de 7 qui satis- 

font aux équations (17) et (18), elles satisferont également aux équa- 

tions (10"). 

Dans les équations (17) substituons à la place de x 

leurs valeurs (18), ces équations deviendront: 
12935535555 XD 

da, +1 

di -- Apr pri zis Zi ci» 
Ls 
dt 

=a An+2%y 42 zi Zips ONT UID 

de, ZA 

, di pcs 3,355 Eis 25; 

Z pl? 
TOUS DON SH EE as dont tous les termes sont du 2 

a A N , étant des séries développées suivant les puissances de 

" degré au moins et 

dont les coefficients sont des fonctions périodiques de /. 
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Ces équations (19) sont de la méme forme que les équations (107); 
, 

leur intégrale générale sera donc de la forme suivante: 

rJ" 7 pt "nm aii 7 ÀApa2t mr JE 7 PAST uec REM TE, ig en, E. lal Ee een 

ou K,,,,..., K, sont des constantes d'intégration, où 7,,,,..., 7, sont 

des séries développées suivant les puissances des x et les sinus et cosinus 

des multiples de f. 

Les équations 
n 

IN, = (y (i—1,9, ... p) 

(20) " 7 Aet 
T = Kye #5 (q=P+1,P+2,...,n) 

r r 

constantes arbitraires K,,;, Ke oco Ne 

Pour obtenir cette intégrale sous forme explicite, il faut résoudre 

ces équations (20) par rapport à a, z,,44:; *,; On trouve ainsi: 

les d étant des séries développées suivant les puissances de 

ee NG Ber m Ke‘ 

et suivant les sinus et cosinus des multiples de f. 

Ces séries sont convergentes, pourvu qu'aucun des deux polygones 

convexes circonscrits, le premier aux points A,,,,A,42,---) A, eb + /— 1, 

et le second aux points 4,41, À4j49, ..., 4, et — y— 1, ne contienne l'ori- 

gine et qu'il n'y ait entre les A aucune relation de la forme (16). 

Cette démonstration fait ressortir l'analogie de ce théoréme avec ceux 

que j'ai énoncés dans ma these et en particulier avec celui-ci: 

Dans le voisinage d'un point singulier, les solutions d'une équation 

différentielle sont. développables suivant les puissances de £, (^, 1,..., ^. 
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J'avais d'abord démontré ce théorème (que j'ai ensuite rattaché aux 

idées générales qui ont inspiré ina thèse) par une voie assez différente 

dans le 45° Cahier du Journal de l'Ecole polytechnique et M. Pr 

CARD y avait été conduit indépendamment par d'autres considérations 

(Comptes rendus 1878). 

§ 4. Intégration des équations linéaires à coefficients périodiques. 

On sait qu'une fonction de x périodique et de période 27 peut se 

développer en une série de la forme suivante 

(1) f(x) = A, + A, cosa + A, cos2r + ...+ A, cosnx +... 

+ B, sing + B, sn2x +... 1B sinna +... 

Jai montré dans le Bulletin astronomique (novembre 1886) que 

si la fonction f(x) est finie et continue ainsi que ses p — 2 premières 

dérivées et si sa p — 1* dérivée est finie, mais peut devenir discontinue 

en un nombre limité de points, on peut trouver un nombre positif A tel 

que l'on ait, quelque grand que soit x, 

n*A, | < K, Im2 B. | <A 

Si f(#) est une fonction analytique, elle sera finie et continue ainsi 

que toutes ses dérivées. On pourra done trouver un nombre Æ tel que: 

PAPA c A, AA. a 

Il résulte de là que la série 

[age TE ARE SR er 

(et ner Bl 

converge et par conséquent que la série (1) est absolument et uniformé- 

ment convergente. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 28 juin 1890, : 6 
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Cela posé, considérons un système d'équations différentielles linéaires: 

dx, 
ae Prat + Oy 9%, Re CinTns 

dæ, 

ur mn + Paola + eee + Paula 
= 
to 
Se 

de, 

dt == €,1T1 a Cn2 To Se piece ir CnnTne 

Les n° coefficients c,, sont des fonctions de / périodiques et de 

période 27. 

Les équations (2) ne changent done pas quand on change / en 

t + 27. Cela posé soient: 

bab) T I dis(£); CAROL UE", X ae bee): 
1 

(3) 

Ti T daté) Y = dua), PO sr T, =a dust) 

n solutions, linéairement indépendantes, des équations (2). 

Les équations ne changent pas quand on change ¢ en t+ 27 et les 

n solutions deviendront: 

g, Pin@ + 22x). e Dub 27) 

modam o.... m, dut 23), 

Due Ga 22). i. 2 dac sizes): 

Elles devront done être des combinaisons linéaires des 2 solutions 

(3) de sorte qu'on aura: 

diit =F 27) = Adi) + Aja Py (t) i REI P LUN EA 

d (t nis 277) = As 1d (t) SF As seo) FP cos ar As dut); 

dat SR 23) = A at) + Ajo s(t) AF QNT. IF n adua(£); 

les A étant des coefficients constants. 

dini: 
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On aura d'ailleurs de méme (avec les mémes coefficients) 

dist + 27) = Aia dia (t) + A,» by 2(t) Se: oe A, dat) 

etc. 

Cela posé formons l'équation en $: 

ERDE OT AERO RO 1p einigen 
| 

ET ee A. | 
; =; 

| 

PM Zi = 2 AS 

Soit S, l'une des racines de cette équation. D’apres la théorie des 

substitutions linéaires, il existera toujours » coefficients constants 

D Y» p 
tels que si l'on pose: 

0,4 (t) zB, diat) == B; ds4(t) Fi NH B, d.t) 

et de méme: 

0,,(t) = Bd,.(t) + Bod, .(t) + eee. + b, d.t) 

on ait: 
Al + 27) = 9,0,1(t) 

et de méme: 
6, + 27) = S,0,,(t). 

Posons: 
B, e, 

il viendra: 

RO Er) Siem s eme ur erste GR 

Cette équation: exprime que: 

lt) 
est une fonction periodique que nous pourrons developper en une serie 

trigonométrique: ; 
Aa (4). 
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Si les fonctions périodiques g,,(f) sont analytiques, il en sera de 

méme des solutions des équations différentielles (2) et de 4,,(¢). La 

serie 2,,(¢) sera done absolument et uniformément convergente. 

De méme 

e 9, (0) 

sera une fonction périodique qu'on pourra représenter par une série tri- 

gonometrique: 

Ay a(t): 

Nous avons done une solution particulière des équations (2) qui s'écrit: 

(6) v. = e^ A (t), La = e»t à a(t); e £s T, = co hin (£)- 

A chaque racine de l'équation (5) correspond une solution de la 

forme (6). 
Si l'équation (5) a toutes ses racines distinctes, nous aurons  solu- 

tions de cette forme linéairement indépendantes et la solution générale 

sécrira: 

p, = Cue AS) + Ge ba) =e E C, e" A, (t); 

a — Ces alt) SE CIEL) ee Ore MU Y 

. . . . . . . a . . . B . . . . . . 

Ty Crean E ( p Ce N t ES Lee ar ET t). 1 / 

Les C sont des constantes d'intégration, les a sont des constantes et les 

À sont des séries trigonométriques absolument et uniformément con- 

vergentes. 

Voyons maintenant ce qui arrive quand l'équation (5) a une racine 

double, par exemple quand a, = a,. Reprenons la formule (7), faisons-y 
v 

et faisons-y tendre a, vers a,. Il vient: 

Ya — CLG 1) + C, e": ay)t Ks (4)] 

ou en posant 
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il viendra: 
(04a) us ‚(dt )— PR) 

di = | e.)
 ie (oii hes s ( | 

Cs > ay 

Il est clair que la différence 

Alt) — Aa(t) 

sannulera pour a, — 4. Nous pourrons done poser: 

. Ait) = Aa(t) + (a, = a,)Alt). 

Il vient ainsi: 
gm _ 5 

à stat 1 1 ry ara, 

ee [ca + Ci =F) ae ee + Cte | a 

et à la limite (pour a, — aj); 

a, = Gert, + Che [444 + limX(#)]. 

On verrait que la limite de A(t) pour a, = a, est encore une série 

trigonométrique absolument et uniformément convergente. 

Ainsi l'effet de la présence d'une racine double dans l'équation (5) 

a été d'introduire dans la solution des termes de la forme suivante: 

e" tA(1), 

A(t) étant une série trigonométrique. 

On verrait sans peine qu'une racine triple introduirait des termes de 

la forme: 
et? A(t) 

et ainsi de suite. 

Je n'insiste pas sur tous ces points de détail. Ces résultats sont 

bien connus par les travaux de MM. Froqurr, CALLANDREAU, BRUNS, 

STIELTIES et si jai donné ici la démonstration in extenso pour le cas 

général, c'est que son extréme simplicité me permettait de la faire en 

quelques mots. 
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CHAPITRE II. 

Théorie des invariants intégraux. 

85. Propriétés diverses des équations de la dynamique. 

moe 1 uU . , we . Le 

Soit F une fonction d'une double série de variables: 

Ti , Lo » Aelia] Lys 

Un ’ Yo ea) Yn 

et du temps f. 

Supposons que l'on ait les équations différentielles: 

de; dF dy; dr 

(1) ar > gue Dag omae 

Considérons deux solutions infiniment volsines de ces équations: 
,/ 

D H TZ. 3 Lay 425) Ly , Y, ? Yo eee UE: ) UP 

= . E : E ) 
zn == $1 » Lo =e 79)? ers BER ar Sno Hı -E 71» Vo Mp Us ces Un ae Qn) 

les € et les y étant assez petits pour qu'on puisse négliser leurs carrés. 
4 c o 

Les £ et les x satisferont alors aux équations différentielles linéaires 

d£ den = d’F 

er p? St Fe aL dt em Ay dx, mm, dy dy, 

=) 
dy; tS d’F 

FF DE ONT da; dz, ee =e da; dar 7e 

qui sont les équations aux variations des équations (t). 

DIU y &,7, une autre solution de ces équations linéaires de sorte que: 

dE d'E ,, vr, dm. CI ns 
dt x dy; da, ^! ai dyidux = 

\ : dy; — d’F E d’F 5 
IL ETE = — 4 —4j— Yi- 
dt c dede, ^ mda; dy, 4t 
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Multiplions les équations (2) et (2’) respectivement par x; , — & , —7,, & 

et faisons la somme de toutes ces Se. il viendra: 

/ E dé; é dy Th E di 

b» Uff qi ‘dt mier E ub y 

= Y (Eni d’F N d’F TE d’F ie dE ) 

a i EE VE dy; da, MT: dy, dy, SEE de, dng IR Si dei dyx, 

ee er a) Te Tee AR Te SERRE Sl 
ne: Et Ty de, dy deg 7h dyi dy etek dida dak liye) 

ou 
d [y d 

M asl Si Em] = 0 

ou enfin 

(3) 7:5 Em + 9S — ay +.-- + mE. — 61h = constante. 

Voilà une relation qui lie entre elles deux solutions queleonques des 

équations linéaires (2). 

Il 

Considérons quatre solutions des équations ( 

E E! Eg" gu 
Si: Sis Sin iy 7 

111 1 4 wm 

Nir Ms His Yi 

est aisé de trouver d'autres relations analogues. 

2) 

Considérons ensuite la somme des déterminants: 

E L ere gr 
SUE Su MS: Si 

LA 1 ur 

REO ES Ni 

Y = Le) rr Et 

i kK) Se Sk k EJ 

| , 1 ni 

Ls Ye Yb Pf 

et k 

peine que cette somme est 

où les indices à rarient depuis 1 jusqu'à 

encore une constante. 

Plus généralement si l'on forme à l'aide de 

tions (2) la somme de déterminants: 

> 

CRC 

= = 
102... p Sa Ja Sa, Ma» WDR 

cette somme sera une constante. 

n. On verifierait sans 

2p solutions des equa- 
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En particulier, le déterminant formé par les valeurs des 2” quantités 

£ et 7 dans 2n solutions des équations (2) sera une constante. 

Ces considérations permettent de trouver une solution des équations 

(2) quand on en connait une intégrale et réciproquement. 

Supposons en effet que 

€ EX dis Yi == Pi 

soit une solution partieuliere des équations (2) et designons par £, et 7, 

une solution quelconque de ces mêmes équations. On devra avoir: 

TER, — 4,4; = const. 

ce qui sera une intégrale des équations (2). 

Réciproquement soit 

> Asta > Bin; = const. 

une intégrale des équations (2), on devra avoir: 

Y etd ua 4[% eee yee 7 | dt VL — i a, dy; day A er 

—X B[X at. m |= y dx, dx, da, e ,dady, ! 

d'ou en identifiant 

dA; NS d’F dB = 

i eg Str eir IN umes Bi, 

dB; — dp dac 

dt TU und = dm e ^ 

qui montre que: . 

ei Fr By, Ni o, b T 

est une solution particulicre des équations (2). 

Si maintenant: 
Q (v, , yo, 0) — const. 

est une intégrale des équations (t), 

y —SGOInS. 
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sera une intégrale des équations (2), et par conséquent: 

d D dq 

Sa TUE de 

sera une solution partieuliere de ces équations. 

Si ® = const, ®, = const. sont deux intégrales des équations (1), 

on aura 
dda, dódÓ | 

b =) == const. 2 eur aide, 

C'est le théorème de Potsson. 

Considérons le cas particulier où les x désignent les coordonnées 

rectangulaires de » points dans l'espace; nous les désignerons par la no- 

tation à double indice: 

Dis Voi» Vis 
* 

le premier indice se rapportant aux trois axes rectangulaires de coor- 

données et le second indice aux » points matériels. Soit m, la masse du 

i* point matériel. On aura alors: - 

d'a: av 
mM —— : 
“dts day 

V étant la fonction des forces. 

On aura alors pour l'équation des forces vives: 

1 i (dee\* 7 roy = C) — V — const. 
u 2 

Posons ensuite: 

Y= m dem V m i dt 9 

d'où 

(4) I = > nn 7 —reonst. 

et 

day: dF dy: _ dP 
(1 ) ie dy TES de 

Acta mathemalica. 13. Imprimé Je 30 juin 1890. ~~ 
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Soit: 

(5) Xu = eat), Ya. met) 

une solution de ces équations (1^, une autre solution sera: 

Lu = Guilt + h), iS m,e(t T h), 

h étant une constante quelconque. 

En regardant h comme infiniment petit, on obtiendra une solution 

des équations (2" qui correspondent à (1" comme les équations (2) cor- 

respondent à (1): 

& = hei (t) — M15, qi = hme (t) = h—, 
Mi 

h désignant un facteur constant tres petit que l’on peut supprimer quand 

on ne considère que les équations linéaires (2’). 

Connaissant une solution: 

y dV 
ae = 

= m’ 7 dx 

de ces équations, on peut déduire une intégrale: 

Mais cette méme intégrale s'obtient tres aisément en différentiant l'équa- 

tion des forces vives (4). 

Si les points matériels sont soustraits à toute action extérieure, on 

peut déduire de la solution (5) une autre solution: 

du = Eté) + h +.kt, Yu = Met) + mk, 

Ly, = Lait), Ubi, = m;es (t), 

mes (t), | Lg = £a (t), Jai 

h ct k étant des constantes quelconques. En regardant ces constantes 

comme infiniment petites, on obtient deux solutions des équations (27) 

i ol = 

SD Sym m5 — y Vu vh 0 

Fir 
| 

c M 
| ST ee 

| 
S 

I 
S = 

Il 9 US 
I 

ie ts tal à de 



$ 5. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 51 

On obtient ainsi deux intégrales de (2°) 

2 zu — const., 

2 ut — Lm,é,, = const. 

On peut obtenir ces intégrales en différentiant les équations du 

mouvement du centre de gravité: 

unm, = ty, + const., 

Iyı = const. 

Si lon fait tourner la solution (5) d'un angle w autour de l'axe 

des z, on obtient une autre solution: 

: Yi , : Y, = €, COS © — €, SIN ©, = = 9,6050 — ¢3, sinc, 
t 

: me a Yri Dae / Y 
Ly, = En SIN o + €, cos o, — — £j SIN © + 95; COS o, 

1" mi : 3 

DE Us rer 
3; = Pais mi 

En regardant @ comme infiniment petit, on trouve comme solution 

Sl T — 
Su — — Vois Nu — Yi: 

= 2 =a 

SUI Vy, oi > his 

Ei = O, Ni 27; O, 

d'où l'intégrale de (2) 

Er — ien — Vau + Yo. 5) = const. 

que l'on pouvait obtenir aussi en différentiant l'intégrale des aires de (17) 

2 (ty. — Gaia) = const. 

Supposons maintenant que la fonction V soit homogene et de degré 

— I par rapport aux x-ce qui est le cas de la nature. 

Les équations (1°) ne changeront pas quand on multipliera £ par 2s 
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les x par A’ et les y par À ', À étant une constante quelconque. De la 

solution (4) on déduira done la solution suivante: 

‘ ft \ L : 2 Fn eod 
qu; = A gui; Mti, o^ ni): 

Si l'on regarde A comme trés voisin de lunité, ou obtiendra comme 

solution des équations (27) 

im , , ^4 [77 

Sh al LS alten Qi = MEET 3m bey, , 

ou 

= Yxi dV 
6 TEEN pa Ye Sy Rp 
( ) Ski ki 3 m; (LU) Um à) day! 

d'ou l'intégrale suivante des équations (2^, laquelle, à la différence de 

celles que nous avons envisagées jusqu'ici, ne peut être obtenue en diffé- 

rentiant une intégrale connue des équations (t^): 

2 Uri Qi es 
I (29,4 + WiFi) = 3] (= a .&J] + const. = m; das; 

8 6. Definition des invariants intégraux. 

Considérons un systéme d'équations différentielles: 

dx; = 

dp Bu 

X, étant une fonction donnée de r,, z,,... 

F(a 19 955 5.08 0 a) CONEL:, 

cette relation s'appelle une intégrale des équations données. Le premier 

membre de cette relation peut s'appeler un invariant puisqu'il n'est pas 

altéré quand on augmente les x, d'accroissements infiniment petits dr, 

compatibles avec les équations différentielles. 

Soit maintenant 
nf * " Gi OG. tetes an 2 , n 
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une autre solution des mémes équations différentielles, de telle facon que 

l'on ait: 

du 
dmg 

X; étant une fonction formée avec z,,245,...,4, comme X, l'était avec 

quld Di: 

Il pourra se faire qu'on ait entre les 25 quantités x et x’, une 

relation: 

, d Le premier membre // pourra encore s'appeler un invariant de nos équa- 

tions différentielles, inais.au lieu de dépendre d'une seule solution de ces 

équations, il dépendra de deux solutions. 

On peut supposer que z,,7,,..., a, représentent les coordonnées 

d'un point dans l'espace à » dimensions et que les équations différentielles 

données définissent la loi du mouvement de ce point. Si l'on considère 

deux solutions de ces équations, on aura deux points mobiles différents, 

se mouvant d'aprés une méme loi définie par nos équations différentielles. 

L'imvariant F, sera alors une fonction des coordonnées de ces deux points, 

qui dans le mouvement de ces deux. points conservera sa valeur initiale. 

On pourrait évidemment de méme, au lieu de deux points mobiles, 

en envisager trois ou méme un plus grand nombre. 

Supposons maintenant que l'on considére une infinité de points mo- 

biles et que les positions initiales de ces points forment un certain arc 

de courbe C dans l'espace à n dimensions. 

Quand on se donne la position initiale d'un point mobile et les 

équations différentielles qui définissent la loi de son mouvement, la po- 

sition du point à un instant quelconque se trouve entierement déterminée. 

Si done nous savons que nos points mobiles, en nombre infini, forment 

à l'origine des temps un arc C, nous connaitrons leurs positions à un 

iustant £ quelconque et nous verrons que les points mobiles à l'instant / 

forment dans l'espace à » dimensions un nouvel arc de courbe C’. Nous 

sommes done en présence d'un are de courbe qui se déplace en se dé- 

formant parce que ses différents points se meuvent conformément à la 

loi définie par les équations différentielles données. 
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Supposons maintenant que dans ce déplacement et cette déformation 

l'intégrale suivante: 

f (Y,dz, + Y,de, +... + Y,dz,) = fX: Y,dz, 

(ou les Y sont des fonctions données des x et qui est étendue à tout 

lare de courbe) ne change pas de valeur. Cette intégrale sera encore 

pour nos équations différentielles un invariant, dépendant non plus d'un, 

de deux ou de trois, mais d'une infinité de points mobiles. Pour indiquer 

quelle en est la forme, je l'appellerai un invariant intégral. 

De méme on pourrait imaginer qu'une intégrale de la forme: 

| VE Y,,du,d%,, 

étendue à tout lare de courbe, demeure invariable; ce serait encore un 

invariant intégral. 

On peut imaginer également des invariants intégraux qui soient 

definis par des intégrales doubles ou multiples. 

Imaginons qu'on considére un fluide en mouvement permanent et 

de telle sorte que les trois composantes X, Y, Z de la vitesse d'une 

molécule quelconque soient des fonctions données des trois coordonnées 

x,y,2 de cette molécule. Alors on pourra dire que la loi du mouve- 

ment d'une quelconque des molécules du fluide est définie par les équa- 

tions différentielles: 

da - dy. - dz Se AA re — — 7. 
- dt J dt : dt 

On sait que l'équation aux dérivées partielles 

dX dY dA - 

da dy dz 

exprime que le fluide est incompressible. Supposons donc que les fonc- 

tions X, Y, Z satisfassent a cette équation et considérons un ensemble 

de molécules occupant à l’origine des temps un certain volume. Les 

molécules se déplaceront, mais, en vertu de l'incompressibilité du fluide 
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le volume qu'elles occuperont demeurera invariable. En d'autres termes 

le volume, c'est à dire l'intégrale triple: 

fli a dy dz 

sera un invariant intégral. Plus généralement si l'on envisage les équations: 

de; 

ET 

et que l'on ait la relation: 

<< dX, 

I: m 
L—I 

l'intégrale d'ordre x 

[ax dx, eee UT n 

que je continuerai à appeler le volume, sera un invariant integral. 

C'est ce qui arrivera en particulier pour les équations générales de 

la dynamique; car si l'on considére ces équations: 

dx; dE dy; dr 

Je. à d; : dt de; > 

il est aise de voir que 

Mais en ce qui concerne ces équations générales de la dynamique, il y a 

outre le volume, un autre invariant intégral qui nous sera encore plus 

utile. Nous avons vu en effet que: 

(Em! — Em) = const. 

Cela traduit dans notre nouveau langage signifie que l'intégrale double 

fy, dx, dy, 

est un invariant intégral, ainsi que je le démontrerai plus loin. 

Pour exprimer ce résultat d'une autre maniére, prenons le cas du 

probléme des » corps. 
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Nous représenterons la situation du systeme des » corps par la po- 

sition de 3n points dans un plan. Le premier point aura pour abscisse 

Iz du premier corps et pour ordonnée la projection sur laxe des x de 

la quantité de mouvement de ce corps; le second point aura pour abscisse 

ly de ce méme corps et pour ordonnée la projection sur laxe des y de 

sa quantité de mouvement et ainsi de suite. - 

Imaginons une double infinité de situations initiales du systeme. 

A chacune d'elles correspond une position de nos 3» points et si l'on 

considère l'ensemble de ces situations, on verra que ces 3% points rem- 

plissent 3% aires planes. 

Si maintenant le systéme se déplace conformément à la loi de l'at- 

traction, les 3» points qui représentent sa situation vont aussi se déplacer; 

les 3n aires planes que je viens de définir vont done se déformer, mais 

leur somme demeurera constante. 

Le théoréme sur la conservation du volume n'est qu'une conséquence 

de celui qui precede. 

Il y a dans le cas du probléme ‘dés x corps, un autre invariant 

intégral sur lequel je veux attirer l'attention. 

Considérons une simple infinité de positions initiales du système. 

formant un are de courbe dans l’espace à 6» dimensions. Soient C, et 

C, les valeurs de la constante des forces vives aux deux extrémités de 

cet arc. Je démontrerai plus loin que l'expression 

i I (2a,dy, + da) + 3(6, —C,)t 

(ou lintégrale est étendue a l'are de courbe tout entier et où le temps 

n'entre plus si C, — C.) est encore un invariant intégral; on peut 
1 0 o ? 

d'ailleurs en déduire aisément lés autres invariants intégraux dont il a 

été question plus haut. 

ordre, du 2" ordre, er Nous dirons qu'un invariant intégral est du 1 
e .... ou du #° ordre selon qu'il sera une intégrale simple, double, .... 

ou d'ordre n. 

Parmi les invariants intégraux nous distinguerons les invariants po- 

sitifs que nous définirons comme il suit. 

. invariant. intégral d'ordre n 

[Max dr, Kr A 
t 
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sera un invariant positif dans un certain domaine, si M est une fonction 

de r,,7,,..., r, qui reste positive, finie et uniforme dans ce domaine. 

Il me reste à démontrer les divers resultats que je viens d'énoncer; 

cette démonstration peut se faire par un calcul trés simple. 

Soit: 

dx, 

(1) DEAS 
da, 

12 dt 

da, 
EC Ce t 0 — 

2 dt T Xe 

un systéme d'équations différentielles ou X,, X,,..., X, sont des fonc- 

tions de v, @,,.:., 2, telles que: ; ui Rey 6 

dX, 

dr, 
= ©. 

il 

(2) da, da, posu 

Soit une solution de ce systeme d'équations dépendant de » constantes 
arbitraires: 

CR oc baer 

Cette solution écrira: 

Il sagit de démontrer que l'intégrale 

J — f do, dx, dr = f Ada, da, ... da, 

ou à 
da, da, da, 

da, da, "da, 

dez, da, xy, 

NN dei dalini in da, 

da, dz, da, 

BOT Wn» 70 CEP 

est une constante. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 7 juillet 1890. . 8 
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On a en effet: 

dJ “dA 
a = | ar Va da, ‘Ses da, 

dA 
up 47 FAL Hee AS 

A, étant le déterminant A dans la A* colonne duquel on a remplacé: 

da, da, da; 

da, du t shin 

par 

d^; duy d'y 

da, dt adt E ! da, dt 

Mais on a 
day 

a 

d'ou: 
dz, d X, dx, d X, da, 

daidt de, da; de, da; Nie ae E E 

On déduit de là: 

A, = A is 2] 
day 

d'ou 
dJ 

dt — (A, + À, +...+ A,)da, da,...da, 

6 dX, dX, dX, : : 
= les + De +...+ ) Ada, da, da OS 

dz n 

GG X: 

Supposons maintenant qu'au lieu de la relation (2) nous ayons: 

rn 
to 

~ 

wa 

dMX, | dMX, 
up pma C Cen C ^i € Le 

dMX, 

den j 

M étant une fonction quelconque de 2z,, 2,,..., v,. 
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Je dis que 
. 

J = [ Md, dr, Sess aos = f M Ada, da, der n 

est une constante. 

On a en effet: 

€ ü A a r= [la = dec >) day la, ane doe. 

_ Il faut montrer que: 

TR A d 

Ac er 

On a en effet (en vertu des équations (1)) 

dM , aM .dM aM 
ns vu. Ede + Xn Te, 

et (d’aprés ce que nous venons de voir): 

dA WX dX, 
dicm ae dm u m 

Il vient donc: 

dM , ,,dA MX, , dMX, dMX, 
acm t= = Al dz, mds FOU dx, )=e 

CREED 

Passons maintenant aux équations de la dynamique. 

Soient les équations 

dea,  dF dy dp | 
(1 ) dí; © dy; dt - des STRE RU 

Soit une solution contengnt deux constantes arbitraires a et / et 

s'écrivant: : 
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Je dis que: 

à de,dy — dz,dy, | 
J =| (dx, dy, + dx,dy, +... + dx,dy,) EE » eae — ag ac) dal 

est une constante. 

Il vient en effet: 

dJ i da; dyi d’y, dx; dz; dyi d'y: da, - 

"S | er ap | didBda  dtdpda  dtda aig) ee 

Il vient ensuite: s 

d’x; d’F da, d’F dy, 

dida Du LAE a Y dy;dy, da : 

d'æ — S E de d’F dy, 

didg k dd dB À x dyidy, dp’ 

d*y = > .d'F de, d'F dy, 

dida Zu, da,.da.da e y dx; dy, da ? 

d’y; d*À dry (E dy, 

dtdß ==) de da, dp x da, dy, d$ : 

On conclut de là que: 

Y / dx; dy:- d’y; a) 

(a dad?  dtdadf 

-Y X da, dy; Le dE dy, dy, " d'F dx, dz; d'F dz, dy, 

dy; da, da dp dy;dy, de dp da;de, da df dæ; dy; dig da ) 

Le second membre ne change pas quand on permute a et f, on a done: 

3 ( d^»; dy; d’y; 2 m Y ' do; dy d^y; dx; 

dtdad8  dtdadÿ) — (Gras da ^ dtd$da / 

Cette égalité exprime que la quantité sous le signe f dans l'ex- 

z LJ , 
pression de 3i est nulle et par conséquent que 

€ 

9.30. Fae 
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Il me reste à envisager le dernier des invariants intégraux qui se 

presente dans le cas du probléme des.» corps. 

Reprenons les équations de la dynamique, mais en posant: 

p ge. 

T ne dependant que des y et U des x seulement. De plus 7 est homogene 

de degré 2 et U homogene de degré — r. 

Prenons une solution 

= eb o) y, = P(t, à) 

ne dépendant que d'une seule constante arbitraire 4. 

Considérons l'intégrale simple: 

Ju 

;- | Y (n E nF de qa) da + 3(0, —G,)t, 

C, et C, étant les valeurs constantes de la fonction F aux extrémités 

de l'are le long duquel on intègre. 

Il vient: . 

= de; dy; NER de; : d^yi dz, ; : 3 

dt -fx( Y (2 “dt da Ta da "2d dtda + 5 saa) zm 3(C, ge C,)- 

Il vient: 

de, dF dT dy — dU 

ag am dy; vs dy; ag =: TS Ger 

$ du _ | d'T dy, du, c d’U dz, 

dida — x dy: dy, da : dida — haw , de;de, da ' 

d’où 

en aT dy, dr; dU d'U dej 

=| TIL dy; da Fy; dy: dy, da ^. da TERR dx; dz; da ) 4^ 7300). 

Mais en vertu du theoreme des fonctions homogenes on a: 

p \ Gi aes dT Y 5 Un 4 2 dU 

à Fi dy: dy, "a" dyx g- 4 da; dz, LONE da,’ 
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dou 

dJ = ^ dTdy, LU dæ;\ . 

dt x! b (3 dy; da + 3 de; Ta) n 3(C, 

ou 
dJ "arm T r y 
dt E 3] (d 1 — dU) + 3(C, = Gy 

Or d’après la définition de C, et C, on a F 

€, — €, = [dF = [(dT + av). 

I] vient donc 
dJ ka 
dp 

SAN OR 

. 

CQ" EM: 

8 7. Transformation des invariants integraux. 

Reprenons nos équations différentielles 

da: = dz : dz, 
(1) Xm e m em OS C TIR T] 

et supposons que l'on ait 

d(MX,) 
de, 

d(MX,) 

dx, (2) ar ESO EF 
de, 

de telle sorte que l'intégrale d’ordre n 

n 
J = f Máx, dz, . da 

soit un invariant intégral. 

Changeons de variables en posant: 

n g, ( 12:02 ) An)» 

(3) 
5 9.2 DS) , y) 

D, 9. e] 2769-9 2 2n)s 

d(MX, _ 0 

-11 
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et appelons A le déterminant fonctionnel des » fonctions d par rapport 

aux n variables 2. 

Nous aurons aprés le changement de variables: 

? J = [MAda,de, .. . dz, 

Si l'invariant J était positif avant le changement de variables, il restera 
positif aprés ce changement, pourvu que A soit toujours positif, fini et 
uniforme. 

Comme en permutant deux des variables z, on change le signe de 
A, il nous suffira de supposer que A est toujours de méme signe ou 
qu'il ne s'annule jamais. Il devra de plus être toujours fini et uniforme. 
Cela arrivera si le changement de variables (3) est doublement univoque, 
est à dire si dans le domaine considéré les x sont fonctions uniformes 
des z et les z fonctions uniformes des m. 

Ainsi aprés un changement de variables doublement univoque, les 
invariants positifs restent positifs. 

Voici un eas particulier intéressant: 
Supposons que lon connaisse une intégrale des équations (1) 

Pic 2 er 0 237** 

Prenons pour variables nouvelles z, = € d'une part et d'autre part » — 1 
autres variables 2, , 2, ,..., 2, ;. Il arrivera souvent qu'on pourra choisir 
2, 22,5, 1 de telle sorte que ce changement de variables soit double- 

ment univoque dans le domaine considéré. 
Aprés le changement de variables, les équations (1) deviendront: 

dz, = dz, din _ dz, (4) db EE ab diim Z,, CE KT. dt x n—1) a — Z, = 9r 

zo Zl» n—1 étant des fonctions connues de z,,2,,...,z,. Si lon 

regarde la constante C =z, comme une donnée de la question, les équa- 

tions sont réduites à l'ordre n — 1 et s'écrivent: 

dz den , 1.228 at 
(4’) dt a Z5 CI AU a , dt Li ous 

les fonctions Z ne dépendant plus que de z,,2,,..., 2, 1 puisque z, y 

a été remplacé par sa valeur numérique. 
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Si les équations (1) admettent un invariant positif 

f Mae, AL ss s, 

les équations (4) admettront également un invariant positif: 

= y. pde, dz, . . . dz, 4,de,. 

Je dis maintenant que les équations (4’) qui sont d'ordre n — 1 

admettent également un invariant intégral positif qui devra étre d'ordre 

n — 1. 

En effet, dire que J est un invariant integral c'est dire que 

d(pZ,) d(pZ,) d(pZ,) ra 

dz, dz, aan ee 

ou puisque Z, est nul, 

d(uZ,) d(uZ,) dun) — 

dz, s dz, ducis EE 95 

ce qui prouve que l'intégrale d'ordre » — 1 

if pdz,dz,...dz,_, 

est un invariant pour les équations (4’). 

Jusqu'ici nous avons fait porter les changements de variables sur 

les fonctions inconnues 7,, 1,,..., r,, mais nous avons conservé le temps 

¢ qui est notre variable indépendante. Nous allons supposer maintenant 

que l'on pose: 

t= e(t) 

et que nous prenions ¢, comme nouvelle variable indépendante. 

Les équations (1) deviennent alors: 

de; de dt 
) Ced Ari E ge ee pes eene, i=1,2,...,n) 

(5) dt, : ‘dt, ‘dt, | 

Si les équations (1) ont un invariant intégral d'ordre » : 

[ Mia, do, . . de, 
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on devra avoir 

2 a; (UX) = 

ce qui peut s'écrire 

ce (ni X) = 0 

Cela montre que 

| M dr dr, el 

est un invariant integral pour les equations (5). 

Pour que cette transformation puisse étre utile, il faut que ¢ et ¢, 
: 3 dt . ; : : 

solent liés de telle sorte que a puisse être regardé comme une fonction 
Gt 

connue, finie, continue et uniforme -de- xv, , z,, ... , %,. 

Supposons par exemple que nous: prenions pour nouvelle variable 

indépendante: 
Git : 

Il vient alors 
dt, - 
dt. X, 

et les équations (5) s'écrivent 

de, EC. X, da, las X, da, En Ne dx, Shy 4 

aie Xs CIN Rip Fi QU EN TE diu di" 

et elles admettent comme invariant intégral: 

| MX, dox, dr... dx. 

De méme si nous prenons pour nouvelle variable indépendante: 

Th = 8l. fab. 90) 
1 

0 étant une fonction quelconque de x ,x,,...,#,, le nouvel invariant r2? 2? ? n? 

intégral s'écrira: 

[x x e MU ae +, X, dr, dz, . .. da. 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 8 juillet 1890. : 9 
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Il est à remarquer que la forme et la signification d'un invariant intégral 

est beaucoup plus profondément modifiée quand on change la variable 

indépendante appelée temps que quand le changement de variables porte 

seulement sur les fonctions inconnues 7,, 2,,..., r,, car alors les lois 
1 

du mouvement du point représentatif P se trouvent complétement trans- 

formées. , 
Supposons n = 3 et regardons z,,27,, 2, comme les coordonnées 

d'un point P dans l'espace. L'équation: 

Bs sum a) 0 

représentera une surface. Considérons une portion quelconque de cette 

surface et appelons S cette portion de surface. 

Je supposerai qu'en tous les points de S on a 

TO dO —, hs pe 
E. SSNS 

ge epee 

ll en résulte que la portion de surface S n'est tangente à aucune tra- 

jectoire. Je dirai alors que S est une surface sans contact. 

Soit P, un point de S; par ce point passe une trajectoire. Si cette 

trajectoire prolongée vient recouper S en un point P,, je dirai que P, 

est le conséquent de P,. A son tour P, peut avoir un conséquent P, 

que j'appellerai le secomd conséquent de P, et ainsi de suite. 

Si on considère une courbe C tracée sur S, les n° conséquents des 

divers points de cette courbe formeront une autre courbe C’ que j'appel- 

lerai la n° conséquente de C. On définirait de la méme façon l'aire qui 

est #° conséquente d'une aire donnée faisant partie de S. 
CY 

Cela posé, soit une portion de surface sans contact S ayant pour 

équation 0 — 0; soit C une courbe fermée tracée sur cette surface et 

limitant une aire A; solent. C' et A’ les premiéres conséquentes, C" et 

A" les an^ consequentes de C et de A. 

Par chacun des points de C passe une trajectoire que je prolonge 

depuis sa rencontre avec C jusqu'à sa rencontre avec C'. L'ensemble de 

ces trajectoires formera une surface trajectoire T. 

Je considére le volume V limité par la surface trajectoire 7 et par 

les deux aires A et 4. Supposons qu'il y ait un invariant positif 
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J = [ Mdr, dx,dr,. 

r . DB "t y . dJ 

J’etends cet invariant au volume V et jecris que a C86 nul. 
€ 

Soit do un élément de la surface 5. Menons la normale à cet élé- 

ment, prenons sur cette normale une longueur infiniment petite d». Soit 
do M * , . , Y* , 

0 + um dn la valeur de 6 à l'extrémité de cette longueur. Si l'on a 

mené la normale dans le sens des 6 croissants, on aura 

d 6 
— EUH 
du 

Posons: 
dO _ LOS dO . 

Her aici eerte 
de 

dn 

LESE 

on aura alors 
dJ > : a= f Mido — fartito, 

A’ 

la premiere intégrale étant étendue à l'aire A’ et la seconde à l'aire A. 

L'intégrale 

[Mido 

conserve la méme valeur qu'on l'étende à l'aire A, ou a A’, ou par 

conséquent à A”. C'est donc un invariant intégral d'une nature parti- 

euliere qui conserve la méme valeur pour une aire queleonque ou pour 

l'une de ses conséquentes. 

Cet invariant est d'ailleurs positif, car par hypothese, M , H et par 

conséquent MH sont positifs. 

§ 8. Usage des invariants intégrawx. 

Ce qui fait l'intérêt des invariants intégraux, ce sont, les théorèmes 

suivants dont nous ferons un fréquent usage. 

Nous avons défini plus haut la stabilité en disant que le point 

mobile P doit rester à distance finie; on l'entend quelquefois dans un 
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autre sens. Pour qu'il y ait stabilité, il faut que le point P revienne 

au bout d'un temps suffisamment long sinon à sa position initiale, du 

moins dans une position aussi voisine que l'on veut de cette position 

initiale. 

C'est dans ce dernier sens que Porssow entendait la stabilité. Lors- 

qu'il a démontré que, si l'on tient compte des secondes puissances des 

masses, les grands axes des orbites demeurent invariables, il s'est seule- 

ment attaché à établir que les développements de ces grands axes en 

series ne contiennent que des termes périodiques de la forme sina/ ou 

cos at, ou des termes mixtes de la forme ¢sinat ou ¢ cosaf, sans contenir 

aucun terme séculaire de la forme ¢ ou £4. Cela ne signifie pas que les 

grands axes ne peuvent jamais dépasser une certaine valeur, car un terme 

mixte /cosafí peut croître au delà de toute limite; cela veut dire seule- 

ment que les grands axes repasseront une infinité de fois par leur va- 

leur primitive. 

La stabilité, au sens de Porssow, peut-elle appartenir à toutes les 

solutions? Poisson ne le croyait pas, car sa démonstration suppose ex- 

pressément que les moyens mouvements ne sont pas commensurables; 

elle ne s'applique donc pas quelles que soient les conditions initiales du 

mouvement. E 

L'existence des solutions asymptotiques, que nous établirons plus loin, 

montre suffisamment que si la position initiale du point P est convenable- 

ment choisie, ce point P ne repassera pas une infinité de fois aussi prés 

que l'on voudra de cette position initiale. í 

Mais je me propose d'établir que, dans un des cas particuliers du 

probléme des trois corps, on peut choisir la position initiale du point P (et 

cela d'une infinité de maniéres) de telle facon que ce point P repasse 

une infinité de fois aussi pres que l'on voudra de sa position initiale. 

En d'autres termes, il y aura une infinité de solutions particulieres 

du probléme qui ne jouiront pas de la stabilité au second sens du mot, 

c'est à dire au sens de Poisson; mais il y en aura une infinité qui en 

jouiront. J’ajouterai que les premiéres peuvent étre regardées comme 

exceptionnelles et je chercherai plus loin à faire comprendre le sens 

précis que j'attache à ce mot. 

Supposons » = 3 et imaginons que z,, z,, x, représentent les coor- 

données d'un point P dans l'espace. 
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. Théorème I. Supposons que le point P reste à distance finie, et que 

le volume fax, do, dr, soit un invariant intégral; si l'on considére une 

région r, queleonque, quelque petite que soit cette région, il y aura des 

trajectoires qui la traverseront une infinité de fois. 

En effet le point P restant à distance finie, ne sortira jamais d'une 

région limitée A. J’appelle V le volume de cette région R. 

Imaginons maintenant une région trés petite r,, j'appelle v le volume 

de cette région. Par chacun des points de r, passe une trajectoire que 

lon peut regarder comme parcourue par un point mobile suivant la loi 

définie par nos équations différentielles. Considérons donc une infinité de 

points mobiles remplissant au temps o la région r, et se mouvant en- 

suite conformément à cette loi. Au temps 7 ils rempliront une certaine 

région r,, au temps 27 une région r,, etc. au temps nr une région r n* 
et 

1^? 

Je puis supposer que z est assez grand et r, assez petit pour que 7, 

r, n'alent aucun point commun. 

Le volume étant un invariant intégral, ces diverses régions r,, 1,, 

..., 7, auront méme volume v. Si ces régions n'avaient aucun point 

commun, le volume total serait plus grand que nv; mais d'autre part 

toutes ces régions sont intérieures à À, le volume total est donc plus 

petit que V. Si done on a: 
- 

(PSs 
® 

il faut que deux au moins de nos regions aient une partie commune. 

Soient r, et r, ces deux regions (g >p). Si r, et r, ont une partie 

commune, il est clair que r, et r, , devront avoir une partie commune. 

Plus généralement, si on ne pouvait trouver k régions ayant une 

partie commune, aucun point de l'espace ne pourrait appartenir à plus 

de k — 1 des régions r,,r,,...,r,. Le volume total occupé par ces 

nv 

i Si done on a régions serait donc plus grande que 

n» bo 1), 

il faut que l'on puisse trouver k régions ayant une partie commune. 

Soient: 
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ces régions. Alors 

Un , Vp, n? 

auront aussi une partie commune. 

Mais reprenons la question à un autre point de vue. Par analogie 

avec la nomenclature du paragraphe précédent nous conviendrons de dire 

que la région 7, est la n° conséquente de r, et que 7, est la n° anté- 
n 0 

cédente de r,. 

Supposons alors que v, sóit la première des conséquentes successives 

de r, qui ait une partie commune avec r,. Soit 7 cette partie com- 

mune; soit s, la p° antécédente de r; qui fe ra aussi partie de 7, puisque 

sa p° conséquente fait partie de r,. 

Soit ensuite »/, la premiere des conséquentes de 7; qui ait une partie 

commune avee 7; soit 7, cette partie commune; sa pj antécédente fera 

partie de 7, et par conséquent de r,, et sa p + p; antécédente que j'ap- 

pellerai s; fera partie de s; et par conséquent de r,. 

Ainsi sj; fera partie de r, ainsi que ses p° et p + p; conséquentes. 

Et ainsi de suite. : 

Avec r} nous formerons 7,’ comme nous avons formé ri avec r, 

et 7! avec 7; nous formefons ensuite ”,...,77,.... 

Je supposerai que la premiere des conséquentes successives de », qui 

ait une partie commune avec 7, soit celle d'ordre p,. 

J'appellerai s; l’antecedente d'ordre p + p, + p, +...+ p, der. 

Alors s; fera partie de r, ainsi que ses n conséquentes d'ordre: 

p^ is pate Ooh 1 ol De Ap nM ELM E 

n—1 ‚n—] „n—2 De, lusso. dera partie de stat Sa dessen, u, 

Il y aura alors des points qui appartiendront à la fois aux régions 

Yo, S0 So see» 905 995, ... ad. inf. L'ensemble de ces points formera 

une région so qui pourra d'ailleurs se réduire à un ou à plusieurs points. 

Alors la région o fera partie de v, ainsi que ses eonséquentes d'ordre 

PsP D! on BS +... +9,29 +... + np, + Dh)... ad. inf 

En d’autres termes, toute trajectoire issue d’un des points de o tra- 

versera une infinité de fois la région ?,. 

CO" en 

bus 
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Corollaire. Il résulte de ce qui précéde qu'il existe une infinité de 

trajectoires qui traversent une infinité de fois la région r,; mais il peut 

en exister d'autres qui ne traversent cette région qu'un nombre fini de 

fois. Je me propose maintenant d'expliquer pourquoi ces dernières tra- 

jectoires peuvent étre regardées comme exceptionnelles. 

| Cette expression n'ayant par elle-méme aucun sens précis, je suis 
obligé d'abord d'en compléter la définition. 

Nous conviendrons de dire que la probabilité pour que la position 

initiale du point mobile P appartienne à une certaine région r, est à la 

probabilité pour que cette position initiale appartienne à une autre région 

rj, dans le méme rapport que le volume de r, au volume de 7. 

Les probabilités étant ainsi définies, je me propose d'établir que la 

probabilité pour qu'une trajectoire issue d'un point de r, ne traverse pas 

cette région plus de k fois est nulle, quelque grand que soit k et quelque 

petite que soit la région r,. C'est là ce que j'entends quand je dis que 

les trajectoires qui ne traversent >, qu'un nombre fini de fois sont ex- 
ceptionnelles. 

0 

Je suppose que la position initiale du point P appartienne à r, et 

je me propose de calculer la probabilité pour que la trajectoire issue de 

ce point ne traverse pas k + 1 fois la région r, depuis l'époque o jusqu'à 
l'époque nr. 

Nous avons vu que si le volume v de r, est tel que: 

r 

n> 
v 

a 5 : 
on pourra trouver A + 1 régions que j'appellerai 

To Va , Van 9 3252909 Fax 

et qui auront une partie commune. Soit s,, cette partie commune, soit 

$, son antécédente d'ordre 4,; et désignons par s, la p° conséquente de s,. 

Je dis que si la position initiale du point P appartient à s,, la tra- 

Jectoire issue de ce point traversera k + 1 fois au moins la région r, 

entre l'époque o et l'époque nr. 

En effet le point mobile qui décrit cette trajectoire se trouvera à 

l'époque o dans la région s,, à l'époque pr dans la région s,, à l'époque 
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nr dans la région s,. Il traversera donc nécessairement, entre les époques 

O.et nr, les régions suivantes: 

So , SIDE ee , SE dk pru Sara , Sax—a , Sane 

Or je dis que toutes ces régions font partie de r,. En effet s,, fait partie 

de r, par définition; .s, fait partie de r, parce que sa af. conséquente 

s, fait partie de r fera partie de r, parce que 

sa a; conséquente s, fait partie de r,: 

Done le point mobile traversera k + 1 fois au moins la région r,. 

C. Q. F. D. 

4; et en Pénerab sin, 

Soit maintenant s, la portion de r, qui n'appartient ni à s,, ni à 

aucune région analogue, de telle facon que les trajectoires issues des 

divers points de o, ne traversent pas la région r, au moins k + 1 fois 

entre les époques o et nr. Soit w le volume de o,. 

La probabilité cherchée, c'est à dire la probabilité pour que notre 

trajectoire ne traverse pas k + 1 fois r, entre ces deux époques sera 
w 

alors —. » 
vU 

Or par hypothése aucune trajectoire issue de o, ne traverse k + 1 

fois r, ni a fortiori ec, entre ces deux époques. On a donc: 

kV 
ees 

Ti 

et notre probabilité sera plus petite que . 

kY 
nv 

Quelque grand que soit k, quelque petit que soit v, on pourra toujours 

prendre n assez grand pour que cette expression soit aussi petite que 

nous le voudrons Done il y a une probabilité nulle pour que notre 

trajectoire, que nous savons issue d'un point de r,, ne traverse pas cette 

région plus de k fois depuis l'époque o jusqu'à l'époque + co. 

OS ES DE 

Extension du théoreme I. Nous avons supposé: 
o 

1^ que n = 3, 
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2° que le volume est un invariant intégral, 

3 
Le théorème est encore vrai si le volume n'est pas un invariant 

° que le point P est assujetti à rester à distance finie. 

intéeral, pourvu quil existe un invariant positif quelconque: 

, [ Max, dx,dx,. 

Il est encore vrai si # > 3, s’il existe un invariant positif: 

[Max,dx, eae, n 

CASA M orci 

sions, sont assujetties à rester finies. 

x,, Coordonnées du point P dans l’espace à n dimen- 

Mais il y a plus. 

- Supposons que 2,, 2,,..., 7, ne soient plus assujetties à rester finies, 

mais que l'invariant intégral positif 

n 
[ Mda, da... ax 

étendu à l'espace à n dimensions tout entier ait une valeur finie. Le 

théoréme sera encore vrai. 

Voici un cas qui se présentera plus fréquemment. 

Supposons que l'on connaisse une intégrale des équations (1) 

EP ees: const: 

Si J’ = const. est l'équation générale d'un système de surfaces fermées 

dans l'espace à n dimensions, si en d'autres termes 7 est une fonction 

uniforme qui devient infinie quand une quelconque des variables a, , «,, 

fay 02+, £4 Testeront toujours ., %, cesse d'être finie, il est clair que ©, , x 

finies, puisque 7 conserve une valeur constante finie; on se trouve donc 

dans les conditions de l’enonce du théorème. 

Mais supposons que les surfaces F = const. ne soient pas fermées; 

il pourra se faire néanmoins que l'invariant intégral positif 

f Max, dx, Far Ohr ̂n 

étendu à tous les systèmes de valeurs des x tels que: 

C HG 

ait une valeur finie; le théoreme sera encore vrai. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 2 aoüt 1890. A 10 
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C'est ce qui arrive en particulier dans le cas suivant. 

M. Hırı dans sa theorie de la lune a négligé dans une premiére 

approximation la parallaxe du soleil, l'excentricité du soleil et l'incli- 

naison des orbites; il est ainsi arrivé aux équations sulvantes: 

de _ " dao Ao «( 7 y") 

a: uc ry S ve? c yiy rs Hd , 

li ly 1 S E LONE D AY AY RES 
dt = dt v y yi 

qui admettent l'intégrale: 

a? a 7 3 
F= ie LOT — — 2 q'?3? = const. 

2 ye + 2 

et l'invariant intégral 

f dx dyda'dy’. 

0 , Si l'on regarde æ,y,# et y' comme les coordonnées d'un point 

dans l’espace à 4 dimensions, l'équation /'— const. représente un système 

de surfaces qui ne sont pas fermées. Mais l'invariant intégral étendu a 

tous les points compris entre deux de ces surfaces est fini, comme nous 

allons le montrer. - 

Le théorème I est done encore vrai;- c'est à dire qu'il existe des 

trajectoires qui traversent une infinité de fois toute région de l'espace à 

4 dimensions, quelque petite que soit cette région. 

Soit done à calculer l'intégrale quadruple 

J = | drdyda'dy', 

cette intégrale étant étendue à tous les systémes de valeurs tels que 
* 

C BH AG 

Changeons de varmbles et transformons notre intégrale quadruple, en 

posant > 

x = COSY V2r, y = sing y2r, 

v= p cosa, NL sin 0; 
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cette intégrale devient: 

J = [pdodrdode — ̂ 

et il vient d'autre part: 

Ry | | | 
& | Oo 

2 
n! "p cos? ©. 

Nous devons intégrer d'abord par rapport à c entre les limites O et 27, 

ce qui donne: ; 

Ji == 275 [ pdodrdo 
t 

et l'intégration doit être étendue à tous les systémes de valeurs de p, r 

et © qui satisfont aux inégalités: 

W102 
no" cos’ ©, 1:509. 2m CH BÓ 

(1) 

bo | Go 

uw s D 
rec, +-+ np. cos” e. 

n 0 
4 

De ces inégalités on peut déduire la suivante: 

np’ cos? « > O. 
N | Oo 

Q, += + 

hegardons p et w comme les coordonnées polaires d'un point et construi- 

sons la courbe 

f 2271 2 Crain ite Pa 605.0, -— Ox 
^ 0 

i 
| Oo 

| : N 2 
Nous verrons que si C, est plus petit que — -(gn’p)? cette courbe se 

compose d'une ovale fermée située tout entiére à l'intérieur du cercle 

3 n 

eV 
et de deux branches infinies situées tout entières a l'extérieur de ce cercle, 

Le lecteur fera facilement cette construction; s'il y éprotivait quelque 

difficulté, je le renverrais au mémoire original de M. Hinr dans le tome 

I de l'American Journal of Mathematics. 

M. Hinr conclut de là que si le point p, c est à l'origine des temps 

à lintérieur de cette ovale fermée, il y restera toujours; que par consé- 
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— 
. . 7 5 . À 35 y B . 

quent 9 restera toujours plus petit que -— . Ainsi si l'on négligeait / " 3n me 

la parallaxe du soleil, son excentricité et les inclinaisons, il serait permis 

d’assigner une limite supérieure au rayon vecteur de la lune. En 

ce qui concerne la lune en effet, la constante C, est plus petite que 
I 2 

EM (on'gp)?. 

C'est ce remarquable résultat de M. Hrzz que je me propose de 

compléter en montrant que, dans ces conditions, la lune jouirait égale- 

ment de la stabilité au sens de Porssox; je veux dire par là que, si les 

conditions initiales du mouvement ne sont pas exceptionnelles, la lune 

repassera une infinité de fois aussi prés que lon voudra de sa position 

primitive. C'est pour cela, comme je l'ai expliqué plus haut, que je 

me propose de démontrer que lintégrale J est finie. . 

: 3/ à : se 
. Comme p est plus petit que va. et par conséquent limité, l’integrale: 

zn” 

l= 27 | pdodrdw 

ne peut devenir infinie que si r croit indéfiniment, et r ne peut devenir 

infini, en vertu des inégalités (1) que si o s'annule. 

Posons donc: 

TER eg 

J’ représentant lintégrale étendue à tous les systemes de valeurs tels que 

(2) 1 oso x OR RS CE 

et J’ représentant l'intégrale étendue à tous les systemes de valeurs 

tels que: 

(3) F»ojp«p NOTE CO 
Quand les inégalités (2) sont satisfaites p ne peut s'annuler; done r ne 

peut devenir*infini. Done la première «intégrale J’ est finie. 

Examinons maintenant J”. Je puis supposer que p, a été pris assez 

petit pour que 
n 

C "es O. 
> 

10 
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Les inégalités F> CL, «p, entrainent alors r > o. Nous devons donc 

intégrer par rapport à x entre les limites: 

Wo 102 bo | Go 

" Pt ; 7 TS ; 
C, + -+2n%p’ cos" wo et ©, +-+ no’ cos". 

0 0 
D i 

Il vient alors: 

27 Po 

J” = 22(0, — C,) f de f pdp =.22793(C, — €,). 
t c 
0 0 

J” et par consequent J est done fini. 

M. BouriN a généralisé de la manière suivante le résultat de M. 

Hinr. Considérons le cas particulier suivant du probléme des trois corps. 

Soit A un corps de masse r — y, B un corps de masse » et C un corps 

de masse infiniment petite. Imaginons que les deux corps A et B (dont 

‚le mouvement doit être Képlerien, puisqu'il n'est pas troublé par la masse 

de C) décrivent autour de leur centre de gravité commun supposé fixe 

deux circonférences concentriques, et que C se meuve dans le plan de 

ces deux circonférences. Je prendrai pour unité de longueur la distance 

constante AB, de telle facon que les rayons de ces deux circontérences 

solent r — p et p. Je supposerai que l'unité de temps ait été choisie 

de telle sorte que la vitesse angulaire des deux points A et B sur leurs 

circonférences soit égale à 1 (ou ce qui revient au même que la con. 

stante de Gauss soit égale à r). 

Choisissons alors deux axes mobiles ayant leur origine au centre de 

gravite des deux masses A et D; le premier de ces axes sera la droite 

AB, et le second sera perpendiculaire au premier. 

Les coordonnées de A par rapport à ces deux axes sont — y et 0; 

celles de B sont 1 — y et 0; quant à celles de C je les appelle x et y; 
.. 
jai alors pour les équations du mouvement: 

du ; da! , dV 
. dt — d a 2y Gio + x, M. 

dy dy 4 dV 

ae Jo dt B c 6 
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oo 

enu posant 

I x) n 

FT aU 
On a d'ailleurs: 

AC? = (m + p) + y°, BO* — @+p— 1) y. 

Ces équations admettent une intégrale: 

2 
peru oye a 

et un invariant, integral: 

J == [drdydz'dy. 

M. Bouris, dans le tome ro des Acta mathematica, a généralisé le 

résultat de M. Hinr, en montrant que si li constante K a une valeur 

convenable (ce que nous supposerons) et si les valeurs initiales de x et 

de y sont assez petites, ces quantités æ et y resteront limitées. 

Je me propose maintenant de montrer que l'intégrale J étendue à 

tous les systemes de valeurs tels que 

NB OR 

est finie; d'ou nous pourrons conclure, comme nous l'avons fait plus haut, 

que la stabilité au sens de Porssow subsiste encore dans ce cas. 

Si les constantes A, et A, sont convenablement choisies, le théoreme 

de M. Boutin montre que x et y seront limités. Quant à z' et y' ils ne 

pourront devenir infinis que si V devient infini, c'est a dire si AC s'annule, 

ou si BC sannule. 

Posons alors: 
Af ES Jg 4 J^ +- ol MUR 

l'intégrale J’ étant étendue à tous les systémes de valeurs tels que: 

SE Aue. re E I 
Je omm JU E K, 2 CCR BC? > Po» (os X 3) 

l'intégrale J" à tous les systemes de valeurs tels que: 

K, SF 4E AOT < o ld que c) 
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et l'intégrale J’” à tous les systemes de valeurs tels que: 

NU SES BO Ca 0. (dou AC — pi 

Comme pour aucun des systèmes de valeurs auxquels l'intégrale J’ est 

étendue, AC ou BC ne s'annule, cette intégrale J’ est finie. 

Examinons maintenant l'intégrale J’. Je puis supposer que p, ait 

été choisi assez petit pour que 

I — y x 7 = 
Er Jon FO: 

0 0 
iu io 

©’ + au? E JAM 
Danis ce cas ———— peut varier entre les limites 

A I» u qs deg = Iu 17 “fy? : 

L, tos K, oF AC or Bat 2 et K, m AC SF Bot 2 Ex pe 

ear la plus petite de ces deux limites est positive. 

Posons alors comme plus haut: 

x = \/2r cosp, y = y2r sing, dou Dd 

l'intégrale deviendra 

J” = | dxdydrde 
u 7 

et on devra intégrer par rapport à ¢ entre les limites O et 27 et par 

rapport à r entre les limites L, et L,; il viendra done: 

J” — 2r(K, — K,) fd dy. 

L'intégrale .double | dx duy devra être étendue à tous les systémes de va- 

leurs tels que 40° X o; elle est done égale à 703; de sorte qu'il vient: 

5 gi 7 7 J” = 27'pi(K, — K,). 

J” est done fini, et il en est de méme de J’” et de J. 

COR TD: 

Nous devons done conclure que (si les conditions initiales du mouve- 

ment ne sont pas exceptionnelles au sens donné à ce mot dans le corol- 
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laire du théoréme I) le troisième corps C repassera une infinite de fois 

aussi prés que l'on voudra de sa position initiale. | 

Dans le cas général du probléme des trois corps, on ne peut plus 

affirmer qu'il en sera encore de méme. 

Théorème IL Si » = 3 et que rz, , 7,, x, représentent les coordon- 

nées d'un point dans l'espace ordinaire, et sil y a un invariant positif, 

il ne peut pas y avoir de surface fermée sans contact. 

Soit en effet 

J = [Mdx,dx,de, 

un ‘invariant intégral positif. Supposons qu'il existe une surface S fermée 

et sans contact, ayant pour équation 

n] 

F(a, » Li) 4.) xpo 

Soit V le volume limité par cette surface; nous étendrons l'invariant 

J à ce volume tout entier. 

La surface S étant sans contact, l'expression: 

HE iD se (LEE 
uc! ee 3 

ne pourra sannuler et par conséquent changer de signe; nous la suppo- 

serons positive pour fixer les idées. 

Soit dw un élément de la surface S; menons la normale à cet élé- 

ment du côté des J’ croissants; prenons sur cette normale un segment 
Y 

S d : <a, dH toe n T NS 
infiniment petit d». Soit Tm 1n la valeur de F à lextrémité de ce seg- 

an 2 

ment. On aura: 
dr 
Ant 

J étant un invariant, on devrait avoir 

dJ 

dt > 

Mais nous trouvons 

oe dT aXG JE dr x + dr X, 

ad UM M do dx, : qd, ER 

di ar 
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L'intégrale du second membre, étendue à toute la surface S, est positive 

puisque la fonction sous le signe js est toujours positive. 

Nous arrivons done à deux résultats contradictoires et nous devons 

conclure quil ne peut exister de surface fermée sans contact. 

Extension du théorème II. Il est facile d’étendre ce théorème au 

cas de n> 3; il suffit pour cela, puisque la représentation géométrique 

n'est plus possible, de la traduire dans le langage analytique et de dire: 

Sil y a un invariant intégral positif, il ne peut pas exister une 

fonction uniforme (x, , 2,,... 

toutes les fois que l'un des x cesse d'étre fini et qui soit telle que 

, £,) qui soit positive, qui devienne infinie 

e c qua QE GIF 
De UE qa Ah Tutius a EAR 

soit toujours de méme signe quand F est nul. 

Pour faire comprendre l'importance de ce theoreme, je me bornerai à 

faire observer que c'est une généralisation de celui dont je me suis servi 

pour démontrer la légitimité de la belle méthode de M. LixpsrEpr. 

Je préfére toutefois, au point de vue des applications ultérieures, 

lui donner une forme un peu différente en y introduisant une notion 

nouvelle, celle. des courbes invariantes. 

Nous avons à la fin du paragraphe précédent envisagé une portion 

de surface S, définie par l'équation 

G(x, %,, 9,) = 0 

et telle que l'on ait pour tous les points de 5. 

dO u dO ., dO ., 

update eo: 

de telle sorte que S soit une portion de surface sans contact. 

Nous avons défini ensuite ce qu'on doit entendre par le n° consé- 

quent d'un point de S ou par la n° conséc @’aıte dune courbe ou d'une 

aire appartenant à JS. Jentends maintiapent et j'entendrai désormais le 

mot conséquent, dans le sens du paragraphe précédent, et non dans le 

sens employé plus haut dans la démonstration du théorème I. 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 2 aoüt 1890. G 11 
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Nous avons vu que sil existe un invariant positif 

[jf mar, dade, 

il existe également une autre intégrale 

| MHdo 

que l'on doit étendre a tous les éléments do d'une aire appartenant à S 

et qui jouit des propriétés suivantes: 
Lo] I La quantité sous le signe [^ MH est toujours positive. 

2?. L’intégrale a la méme valeur pour une aire quelconque appar- 

tenant à S et pour toutes celles de ses conséquentes qui existent. 
e Cela posé, j'appellerai courbe invariante du n° ordre, toute courbe 

tracée sur S et qui coincidera avec sa n° conséquente. 

Dans la plupart des questions de dynamique il entre certains para- 

mètres trés petits de sorte qu'on est naturellement conduit à développer 

les solutions suivant les puissances croissantes de ces paramètres. Telles 

sont les masses en mécanique céleste. 

"Nous imaginerons done que nos équations différentielles 

do MN. dx, m de, 

peer erie Chie alee Wa die at 

dépendent d'un paramètre p. Nous supposerons que X,, X,, X, sont 

des fonetions données de z,, x,, v, et y, susceptibles d'être développées 

selon les puissances croissantes de y et que y est trés petit. 

Considérons alors une fonction quelconque de y; je suppose que cette 

fonction tende vers o quand y tend vers o, de telle facon que le rapport 
n de cette fonction à 5" tende vers une limite finie. Je dirai que cette fonc- 

tion de y est une quantité très petite du »* ordre. 

Il importe de remarquer qu'il n'est pas nécessaire que cette fonction 

de y soit susceptible d’être développée suivant les puissances de y. 

Cela posé, solent 4, * D, 

et soient A, et D, leurs cons" uents Si la position de A, et B, dépend 

deux points d’une surface sans contact S, 

od 

de y suivant une loi quelconque il en sera de méme de la position de 

As ct Be Je me propose de démontrer les lemmes suivants: 
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Lemme I. Si on envisage une portion de surface sans contact S, 

passant par le point a, 6, , c,5 Sl a, , y, , 2 sont les coordonnées d'un point 

de 5 et si a,,¥,,2, sont les coordonnées de son conséquent, on pourra 

développer %,, y,,z, suivant les puissances de r, — a,, y, —b,, z, — €, 

et y. pourvu que ces quantités soient suffisamment petites. 

Je puis toujours prendre pour origine le point «,, 5,, c, de telle 

facon que 

Si alors 

est l'équation de la surface S; cette surface passera par l'origine O et on aura: 

goo 

Je supposerai de plus qu'en tous les points de la portion de surface S 

envisagée la fonction e(r, y) est holomorphe. Par l'origine O passe une 

trajectoife; imaginons que quand y — Oo cette trajectoire vienne au temps 

( = c recouper la surface S en un point P dont les coordonnées seront: 

D'après la terminologie que nous avons adopté, le point P sera 

quand on suppose p, — © le conséquent du point O. 

Soit maintenant 2, ¥,,% un point A trés voisin de O et apparte- 

nant à la surface S. Si l'on fait passer par ce point A une trajectoire, 

si on suppose que y cesse d'être nul, mais reste tres petit, on verra que 

cette trajectoire viendra, à une époque £ trés peu différente de c couper 

la surface S en un point B trés voisin de P. 

Ce point B dont jappellerai les coordonnées x, , y, , 2, sera d'aprés 

notre terminologie le conséquent du point À. 
1 d S IE 3 ıp ag à ” ” rn Ce que je me propose de démontrer, c'est que x, ,Y,, 2, peuvent 127 

se développer suivant les puissances croissantes de 7, , ¥,, 2 et p. 

En effet, d'aprés le théorème III $ 2, si &,y,2 sont les coor- 

données au temps ¢ du point mobile qui deerit la trajectoire issue 
4 * 
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‘du point A, si de plus #,,%,, 2,, p et é— v sont suffisamment petits, 

oh aura: 

a = P(t — Ts fs Gos Yor %)s 

(4) jy Y(t — Ty fy Dos Yo 4) 

zc dt — To Ho Do Yos 4), 

d,.d, et d, étant des séries ordonnées suivant les puissances de £ — 7, 

Hs To Yo » So 

Ces séries se réduiront respectivement à a,b,c pour 

t—t=p=%=—y=% = 0. 

Comme ¢(x, y) est développable suivant les puissances de x — a et 

y — b, si w—a ct y — b sont assez petits, nous aurons également: 

G(r, y) = dE— tui so 4) 

het > géri "méme É N id dos o, étant une série de méme forme que ¢,, 4, et dy. 

Eerivons que le point x,7,2 se trouve sur la surface 5, nous aurons: 

2 he tes ah (5) BAe 

La relation (5) peut être regardée comme une équation entre £ — 7, 

ft, SH, et z,.et on peut chercher à la résoudre par rapport à ¢ — 7. 

Pour: 

t—tT=p=%=%,=%» =O 

cette relation est satisfaite, car on a 

$ = ue i 

D'aprés un theoreme de Caucny, que nous avons démontré dans un 

des paragraphes qui précèdent, on pourra tirer de la relation (5) t — c 

sous la forme suivante: 

(6) QE TO LT USER): 

0 étant une serie ordonnée suivant les puissances de y, x,,y, et 2,- 
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Il n'y aurait d'exception que si pour 

I t= peru =, =. =O 

on avait 

dp, de, 

dt ^U 

Or cette équation exprime que la trajectoire issue du point O pour 

p = O va toucher la surface S au point P. 

Mais il n'en sera pas ainsi, parce que nous supposerons toujours que 

S est une surface ou une portion de surface sans contact. 

Dans les équations (4) remplacons ¢— c par 0 et v,y,2 par «,, 

Y,> 2,3 il viendra: 

vy = 0, (4; v , Yo , 4) 

Un EX 0. I Xo » Jo» A4) 

e TE dr ? To ) Yo , 2) 

et @, étant des series développées selon les puissances de y, #,, 

a CO; EIN: 

2 

. Si la distance de deux points A, et B appartenant à la Lemme II. Si la dista le d tay A, es, rtenant a | 

portion surface sans contact S est une quantité tres petite d’ordre x porti de surfac I tact S est ui l tite t petite 1 5 

il en sera de méme de la distance de leurs conséquents A, et B.. 

Soient en effet «,, «,,«, les coordonnées d'un point fixe P, de S Soient en effet a,,a,, a, | i d N 

tres voisin de A, et de B,; aj, a5, a; les coordonnées de son conséquent P^. 

Soleht Gy, La > By 5- Ly My 3 23.5 Yury Vars Va vas Vo» Ja les coordonnées de 

A edis Boi eh Bs 
D'après le lemme I z; — aj, z; — a), x, — «a; peuvent se développer 

selon les puissances croissantes de x, — «&,, x, — a,, x, — a, et p. 

L'expression de y; — aj. y; — a. y; — a; en fonctions de y, — 4, 

Yo — Ay, Y3 — A, et p sera évidemment la méme que celle de x; — aj, 

% — (5,4, — a, en fonctions de x, — a,, 4, — a,, ©; — az et p. 

On déduit de là que l'on peut écrire: 

Y SU Yi Fa (v, =: Yı) F, SF (9; T Yo) F, =F (25 x. Ys) JE , 

(7) T5 TIR Js FR (v, wert CAVE As (4 Tor Yo) T. + (7; Vay Ys) F; , 

Di — ys = (v — yn) Fy + (0 — yo) FY + Qs — Ys) FS 
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les F étant des séries développées suivant les puissances de: 

jp, ©, — d, , — 0,, 9, — a, M4 7— 04, J, — Go y Yy — ds. 

Les quantités F,, F,, etc. sont finies; si done z, — y, , x, — y, et 

2, — 4, sont des quantités trés petites d'ordre 5», il en sera de méme de 
’ "| , 7, , 

V, — Mis Vo —— 325 Lz — Ys- 

9. QUE. D 

Théorème III. Soit A AMP, D. une courbe invariante, de telle facon 

que A, et D, solent les conséquents de A et B. 

Je suppose que les ares AA, et BB, soient tres petits (c'est à dire 

tendent vers O avec y) mais que leur courbure soit finie. 

Je suppose que cette courbe invariante et la position des points A 

et B dépendent de y suivant une loi quelconque. Je suppose qu'il existe 

un invariant intégral positif. Si la distance AB est tres petite du n° ordre 

et que la distance Ad, ne soit pas trés petite du #° ordre, l'arc AA, 

coupe l'arc BB,. 

Fig. 1. Fig. 2. 

A Aı “nA: 
; ai 

y YUBEBEN 

M 

Je puis toujours joindre les points A et D par un are de courbe 

AB situé tout entier sur la portion de surface sans contact S et dont la 

longueur totale soit du méme ordre de grandeur que la distance AB, 

c'est à dire une quantité trés petite du »* ordre. Soit A,B, un are de 

courbe qui soit le conséquent de AZ, il sera aussi trés petit du #° ordre 

d'aprés le lemme Il. 

Voici maintenant les diverses hypotheses que lon peut concevoir: 

1"* hypothese. Les deux ares AA, et BB, se coupent. Je me pro- 

pose d'établir que c'est cette hypothese qui est réalisée. 

2° hypothèse. Le quadrilatere curviligne 44, B, B. est tel que les 

quatre ares qui lui servent de cótés n'ont d'autre point commun que les 

quatre sommets 4, 4, , B et B,. C'est le cas de la figure 1. 1 
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3° hypothèse. Les deux ares AB ct A,B, se coupent. C'est le cas 

de la figure 2. 

4° hypothèse. L'un des ares AB ou A,B, coupe l'un des ares AA, 

ou BB,; mais les ares AA, et BB, ne se coupent pas, non plus que les 

deux arcs AB et A,B,. 

Sil y a un invariant positif il existera d'après le paragraphe pré- 

cédent une certaine intégrale 

[ MHdo 

dont tous les éléments seront positifs et qui devra avoir la méme valeur 

pour l'aire ABB, MA et pour sa conséquente AA, B, M A. 

Cette intégrale étendue à l'aire 

ABA,B, = AA,B, MA — ABB, MA 

doit done être nulle et comme tous les éléments de l'intégrale sont positifs, 

la disposition ne peut étre celle de la figure 1 ou l'aire ABA, D, est convexe. 

La seconde hypothése doit donc étre rejetée. 

La disposition ne peut non plus étre celle de la figure 2. 

En effet dans le triangle ADA,, les distances AD et A D sont trés 
e 

petites du n° ordre car elles sont plus petites que les ares AD et A, D, 

lesquels sont plus petits que les arcs AB et A,B, qui sont du n° ordre, 

De plus on a: 

A An a) 

La distance AA, devrait done être une quantité trés petite du n° ordre, 

ce qui est contraire à l'énoncé du théorème. 

La 3° hypothese doit donc étre rejetée. 

Je dis que la 4* hypothése ne peut non plus étre acceptée. Supposons 

en effet par exemple que l'are AB coupe lare AA, en un point A’. Soit 

ANA, la portion de l'are AB qui va de A en A’; soit APA’ la portion 

de l'are AA, qui va de A en A’. 

Je dis qu'on: pourra remplacer l'are ANA’B par l'are APA' 25 et 

que le nouvel are APA’B sera comme l'arc primitif ANA’B une quantité 

trés petite du »* ordre. à [ 

En effet l'arc ANA’ est plus petit que AB, il est done du n° ordre; 
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la distance AA’ est done elle-même du #° ordre; l'arc APA’ est plus petit 

que AA, qui est trés petit,. dest a dire qui tend vers o avec y; l'are 

APA’ est donc trés petit et sa courbure est finie; on peut donc assigner 

une limite au rapport de l'arc APA’ à sa corde AA’; ce rapport est fini 

et AA’ est du n° ordre; donc APA’ est du n° ordre, c. q. f. d. 

D'ailleurs le nouvel are APA’B ne coupe plus l'are AA,, il a seule- 

ment avec lui une partie commune APA’. 3; 

On retombe donc sur la 2* hypothése qui a déjà été rejetée. 

La 1° hypothèse est done seule acceptable et le théorème est dé- 

montré. 

Remarque. — Nous avons supposé dans l'énoncé du théorème que 

les ares AA, et BB, sont trés petits et que leur courbure est finie. En 

réalité nous ne nous sommes servis de cette hypothèse que pour montrer 

que si la corde AA’ est trés petite du #° ordre, il en est de même de 

lare APA'. 

Le théorème sera done encore vrai quand même l'arc AA, ne serait 

pas trés petit et sa courbure finie, pourvu qu'on puisse assigner une limite 

supérieure au rapport d'un are quelconque (faisant partie de AA, ou de 

BB,) à sa corde. 

CHAPITRE III. 

Théorie des solutions périodiques. 

8 9. Existence des solutions périodiques. 

Considérons un systéme d'équations différentielles 

de, 
(1) dt = i 

où les X sont des fonctions des x et d'un paramètre p. Les X pourront 

aussi dépendre de f, mais ce seront alors des fonctions périodiques de 

cette variable et la période sera 27. 
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Supposons que pour la valeur o du paramètre y, ces équations ad- 

mettent une solution périodique, de telle sorte que 

£, étant une fonction périodique du temps dont la période sera par 

exemple 27. 

Posons: 

T; = GE: an 5 

et cherchons pour les valeurs tres petites de y à trouver les valeurs des 

£ que nous supposerons également trés petites, il viendra 

dé; me dX; dX; 

dt. dy pap 

sont remplacés par les fonctions Vi Dans les dérivées partielles des X les x 

périodiques @,. Les £ sont ainsi déterminés par des équations linéaires 

à second membre dont les coefficients sont des fonctions périodiques. 

Deux cas peuvent se présenter. 

Les équations sans second membre: 

dba eon 
a ca 

n'admettent pas de solution périodique de période 27. 

Dans ce cas les équations à second membre en admettent une que 

ne 

j écrirai: 

& = pot), 

d étant une fonction périodique de période 27 

2°. Les équations sans second membre admettent une solution pé- 

riodique de période 27. 

Alors les équations 

tion périodique, de telle 

de la forme suivante: 

à second membre peuvent ne pas avoir de solu- 

facon qu'en général nous trouverons une solution 

e = pte t) 45 pdt), 

les &» étant toujours des fonctions périodiques, ou méme dans certains cas 

& — pnt $,.(0) HOT Pr aut) +--+ + i0). 
. 12 5 août 1890. Acta mathematica. 13. Imprimé le 
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Placons-nous dans le premier cas et voyons la chose de plus pres. 

Cherchons à former une solution périodique et à la développer sui- 

vant les puissances de y; posons par conséquent: 

Ui = P1. ais pes ast 

Quand on substituera à la place des x, ces valeurs dans les X,, on 

trouvera 

X, = Xi zr EX Ar Tree d Si p.d 

Il est clair que les X,, ne dépendent que des cg,, les X,, des ce, et des 

ec, les X,, des g,, et des g,, etc. De plus si les £,, sont des fonctions 

périodiques de ¢ de période 27, il en sera de méme des X, n.i* 
Nous avons de plus 

= dX; = 
AR = pue One =F % ni 

AE HAUS 
Dans le second membre, dans les dérivées m 

k 

à la place des x, ainsi que nous l'avons fait plus haut. De plus Y,, ne 

on doit substituer les c, 

dépendra que des e,, des ¢,;, des p,,,..., des cg, ,,; mais ne dépendra 

plus des o,,. 

Cela posé on est conduit aux équations suivantes 

dei d X; 7 

(3) "di => € = E: cu dir 

Supposons qu'on ait déterminé les quantités 

€.» Pois - * * 5 nli 

à laide des équations précédentes sous forme de fonctions périodiques de 

(; on pourra ensuite à l'aide des équations (3) déterminer les e, ,. 

Ces équations (3) sont des équations linéaires à second membre et 

les coefficients sont périodiques. 

Par hypothése les équations sans second membre 

dei dX; 
E == On.x 3 
dt RO EU 

qui ne sont autres que les équations (2), n'ont pas de solution périodique; 

done les équations (3) en admettent une. 
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Il résulte de là quil existe des séries 

9; — Pi + LPri => wos. PB 0.08 

dont les coefficients sont périodiques et qui satisfont formellement aux 

equations (1). 

Il resterait à démontrer la convergence de ces séries. Nul doute 

que cette démonstration ne puisse se faire directement; je ne le ferai 

pas toutefois, car je vais, en reprenant la question a un point de vue 

different, démontrer rigoureusement l’existence des solutions périodiques, 

ce qui entraine la convergence de nos séries. Nous n’aurons en effet qu'à 

nous appuyer sur les principes les plus connus du »ealeul des limites.» 

Soit g,(o) + B, la valeur de x, pour £ — o. Seit ¢,(0) +7; la va- 

leur de x, pour /,— 27. Les y, dépendront évidemment de p et des 

valeurs initiales des variables et elles s'annuleront avec elles. 

Cela me permet d'écrire: 

y, ft au + uk + X[(m,p, p, mdp Bor... go 

mm fi = d 

les a, les b et les [m , p, , p, , ... , p,] étant des coefficients constants. 

On obtiendra les solutions périodiques de période 27 en cherchant 

les cas ou: 

ler 

On peut donc considérer y comme une donnée de la question et chercher 

à résoudre par rapport aux » inconnues A les équations 

(4 duc diem etm 
Nous savons que les d sont des fonctions holomorphes de p et des f 

sannulant avec les variables. (Voir théorème III § 2.) 

Si le déterminant fonctionnel des d par rapport aux A (c'est à dire 

le déterminant des 5,) n'est pas nul, on peut résoudre ces n équations 

et on trouve comme solution: 

fi = 0,(u), 

les 6, étant, d’après un théorème bien connu, des fonetions holomorphes 

de # s'annulant avec p. (Voir théorème IV $ 2.) 
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C'est le cas que nous avons étudié plus haut et où les équations 

(2) n'ont pas de solution périodique. 

On doit en conclure que pour les valeurs de y suffisamment petites, 

les équations (1) admettent une solution périodique. 

Supposons maintenant que le déterminant fonctionnel des ¢ soit nul; 

nous pourrons alors, en vertu du théoréme VI $ 2, éliminer entre les 

équations (4) B, , B, , +++ ff, 13 nous arriverions ainsi à une équation unique 

VDE 20 

dont le premier membre sera développé suivant les puissances de y et 

de B,. 

Il n’y aurait d'exception que si les équations (4) n'étaient pas distinctes; 

mais dans ce cas nous leur adjoindrions une autre équation choisie arbi- 

trairement. 

Si lon regarde y et £, comme les coordonnées d'un point dans un 

plan, l'équation 9 — o représente une courbe passant par l’origine. A 

chacun des points de cette courbe correspondra une solution périodique, 

de sorte que pour étudier les solutions périodiques qui correspondent aux 

petites valeurs de y et des #, il nous suffira de construire la partie de 

cette courbe qui avoisine l'origine. 

Si le déterminant fonctionnel des ¢ est nul on aura, (pour y — A, = 0): 

dd _ 
dB, 

En d'autres termes, la courbe @ =o sera tangente à l'origine à la 

O. 

droite # = o, ou bien encore pour p = o, l'équation @ = o sera une équa- 

tion en f, qui admettra o comme racine multiple; j'appelle m l'ordre 

de multiplicité de cette racine. 
En vertu du théoréme V § 2 on pourra trouver m séries développées 

suivant les puissances fractionnaires et positives de y, sannulant avec y 

et qui substituées à la place de f, satisfassent à l'équation  — o. 

Considérons l'intersection de la courbe 9 = o ou plutôt de la portion 

de cette courbe qui avoisine l'origine avec deux droites w= e, p = — = 

trés voisines de la droite y — o. On obtiendra les points d'intersection 

en faisant a —=e, puis 2a = — + dans les m séries dont je viens de 

parler. 
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Soit m, le nombre des points d'intersection de 9 — o et p= +e 
réels et voisins de l'origine. Soit m, le nombre des points d'intersection 

de 9 — o et u = —e réels et voisins de l'origine. 

Les trois nombres m , m, 

Si done m est impair, m, et m, seront au moins égaux à r. Done 

il existera des solutions périodiques pour les petites valeurs de p, tant 

positives que négatives. 

Comment une solution périodique peut-elle disparaitre quand on fait 

varier # d'une manière continue? Comment peut-il se faire que le nombre 

et m, seront de méme parite, 

des solutions pour 2 — + = soit plus petit que pour y = — es, que 

m, <m,? 
, , , . roe . B ^ 

J'observe d'abord qu'une solution périodique ne peut disparaitre quand 

p passe de la valeur — & à la valeur + ¢ que si pour # = o, l'équation 

® =o admet une racine multiple; en d'autres termes une solution pério- 

dique ne peut disparaitre qu'après s'être confondue avec une autre solution 

périodique. De plus m, et m, étant de même parité, la différence m, — m, 

est toujours’ paire. 

Donc les solutions périodiques disparaissent par couples à la facon des 

racines réelles des équations algébriques. 

Un eas particulier intéressant est celui où pour y — o, les équations 

différentielles (1) admettent une infinité de solutions périodiques que j'écrirai: 

z, =9,(t,h);, z—ep{t,h), ..., x-—ewe(th,. 

h étant une constante arbitraire. 

Dans ce cas les équations (4) ne sont plus distinctes pour y = o et 

® contient y en facteur de sorte que nous pouvons poser: 

® = pO,, 

9, 

courbe $ = o se décompose alors en deux autres, à savoir la droite 

étant holomorphe en f, et p; d'ailleurs ®, dépendra aussi de h. La 

p —o et la courbe 4$, — 0; c'est cette dernière courbe qu'il convient 

d'étudier. 
La courbe  — o passe forcément par l'origine; il n'en est pas toujours 

de méme de 4$, = o; il faudra d'abord s'arranger pour l'y faire passer, 
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en disposant convenablenent de h. Une fois qu'on l'y aura fait passer, 

on l'étudiera comme on a fait de la courbe ® = o. 

Si pour p — f, = 0, i n'est pas nul, (ou plus généralement si pour 

je = o, l'équation ®, =o admet f£, = o comme racine multiple d'ordre 

impair) il y aura encore des solutions périodiques pour les petites va- 

leurs de p. 

Il arrivera souvent que, méme avant l'élimination, quelques-unes des 

fonctions ¢, contiennent y en facteur. Dans ce cas on commencerait par 

diviser par y les équations correspondantes. 

Si les équations (1) admettent une intégrale uniforme: 

F(x see AE) Const, 

les équations (4) ne seront pas distinctes a moins que l'on n'ait à la fois 

dF dF dF 
sie =O 

de, de, de, 

pour 

En effet il viendra identiquement: 

F[g:(o) sl Pi + di = F[e;(o) Ze Bi). 

Ce dii > 
Si par exemple pour z, = ¢,(0), — n'est pas nul; on pourra tirer de i ri 3 dx > } 

E 

cette équation: 

d = b, 0, Es Ps 0, + ‘ue x Pn Bn» 

0, , 6,,... 0, étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de 

Bis Fa Bus dd due 

La premiére des équations (4) est donc alors une conséquence des 

n — 1 dernières. On la supprimera alors pour la remplacer par une autre 

équation choisie arbitrairement. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé que les fonctions X, , X,, 

N 

temps /. Les résultats seraient modifies si le temps / n’entre pas dans 

qui entrent dans les équations différentielles (1) dépendent du n 

ces équations. 
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Il y a d'abord entre les deux cas une différence qu'il est impossible 
de ne pas apercevoir. Nous avions supposé dans ce qui précéde que les 
X, étaient des fonctions périodiques du temps et que la période était 27; 
il en résultait que, si les équations admettaient une solution périodique, 
la période de cette solution devait étre égale à 2z ou à un multiple de 
27. Si au contraire les X, sont indépendants de #, la période d'une so- 
lution périodique peut étre quelconque. 

En second lieu, si les équations (1) admettent une solution pério- 
dique (et si les X ne dépendent pas de /), elles en admettent une infinite. 

Si en effet 

Ti [zs e, (t), T. e e, (t) ’ re Mr) Ty = e(t) 

est une solution périodique des équations (1), il en sera de méme (quelle 
que soit la constante h) de 

€, = e(t + h), 7% GTR), .-., X,-— eb bh). 

Ainsi le cas sur lequel nous nous sommes étendus d'abord et dans 
lequel pour y — o, les équations (1) admettent une solution périodique 
et une seule, ne peut se présenter si les X ne dépendent pas de /. 

Plaçons-nous done dans le cas où le temps # n'entre pas explicite- 
ment dans les équations (1) et supposons que pour # — 0, ces équations 
admettent une solution périodique de période T: 

v Le e, (t), T) ui. ext) 2 A EET) T, =a e(t). 

Soit e,(0) + 8, la valeur de x, pour ¢ = 0; soit g,(0) +7, la valeur 
de x, pour £ = T +7. Posons ensuite, comme nous l'avons fait plus haut i I ) I ? 

fi P7 P. = hi. 

Les d, seront des fonctions holomorphes de p, de £,,,,..., 9, et de z 
s'annulant avec ces variables. 

Nous avons donc à résoudre par rapport aux n + 1 inconnues 

Po POTIONE S 

les » équations 

(5) 
d, = Oy = ous di, = 10s 
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Nous avons une inconnue de trop, nous pouvons donc poser arbi- 

trairement par exemple 

f. = o. 

Nous tirerons ensuite des équations (5), f, , £,. ..., f, , et c en fonctions 

holomorphes de a s'annulant avec y. Cela est possible à moins que le 

déterminant: 

dj, dé, dd, dy | 
dBiatdB;- ^S lgMdgBhN dz [ 

dd dé, do, dé, 

dB, dp, dB, T 

| dé, de, dé, dé, 

dB, dp, dB, dr 

ne soit nul pour p — A = z — 0. 

Si ce déterminant était nul, au lieu de poser arbitrairement A, = o, 

on poserait par exemple A, = o, et la méthode ne serait en défaut que 

si tous les déterminants dans la matrice: 

dg, dd, dq, d, | 

2 dp, df, df, dz 

| ap, ay, dj, ad, 
| dB, dp, ap, dc 

dd, d d n dd, d Un 

dp, d, dB, dz 

étaient nuls à la fois. (Il est à remarquer que le déterminant obtenu 

en supprimant la derniére colonne de cette matrice est toujours nul pour 

[f — fi = T— o.) 

Comme en général tous ces déterminants ne seront pas nuls à la 

fois, les équations (1) admettront pour les petites valeurs de y, une so- 

lution périodique de période T + c. 
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8 10. Exposants caractéristiques. 

Reprenons les équations: 

de; 

(1) cce 

et imaginons qu'elles admettent une solution périodique 

Formons les équations aux variations (voir chapitre I) des équations 

(1) en posant: 

. Mi et) Re 

et néeligeant les carrés des €. 

Ces équations aux variations s'écriront: 

dé; aX, . dX; . d X; 
(2) rc geo ue perat 

Ces équations sont linéaires par rapport aux &, et leurs coefficients 

d Xi 

VE 

de ¢. Nous avons done à intégrer des équations linéaires à coefficients 

, (quand on y a remplacé x, par g,(t)) sont des fonctions périodiques 

périodiques. 

On sait quelle est en général la forme des solutions de ces équa- 

tions; on obtient » solutions particulières de la forme suivante: 

Gem e S 

— pat Q! 

5 Fe 8,5 

V: at a PALS EAS EE, cce IS 
SUE 

| 

AL 12 

— pat Qt Æ — pa Q 

— (E Sy; , EEE Sn IS € Sn: 

el, &—e"s, = ant O 
- —— pn 

Sn € m , b 2 
La 

les a étant des constantes et les S, des fonctions périodiques de ¢ de 

méme période que les c,(f). 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 6 aoüt 1890. : 13 
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Les constantes a s'appellent les exposants caractéristiques de la solu- 

tion périodique. 

Si a est purement imaginaire de façon que son carré soit négatif, 

le module de e" est constant et égal à 1.’ Si au contraire a est réel, 

ou si « est complexe de telle facon que son carré ne soit pas réel, le 

module e^ tend vers l'infini pour £— 4- co ou pour / = — co. Si done 

tous les « ont leurs carrés réels et négatifs, les quantités £,, &,...,€, 

resteront finies; je dirai alors que la solution périodique x, == e,(f) est 

stable; dans le eas contraire, je dirai que cette solution est instable. 

Un eas partieulier intéressant est celui oà deux ou plusieurs des 

exposants caractéristiques a sont égaux entre eux. Dans ce cas les solu- 

tions des équations (2) ne peuvent plus se mettre sous la forme (3). 

Si par exemple 
a, = a, 

* 

les équations (2) admettraient deux solutions particulieres qui s'écriraient. 

& = e" S, 

et " 

X = (ep. sE eS n 

les S,, et les S,, étant des fonctions périodiques de f. 

Si trois des exposants caractéristiques étaient égaux entre eux, on 

verrait apparaitre, non seulement ¢, mais encore {” en dehors des signes 

trigonometriques et exponentiels. 

‘Supposons que le temps / n'entre pss explicitement dans les équa- 

tions (1) de telle sorte que les fonctions X, ne dépendent pas de cette 

variable; supposons de plus que ces équations (1) admettent une intégrale 

(4) UE Rar Bree re x) = (0), 

Il est aisé de voir que dans ce cas deux des exposants caractéristiques 

sont nuls. 

On se trouve done alors dans le cas d'exception que nous venons 

de signaler; mais il n'en résulte pas de difficulté; il est aisé en effet à 

l'aide de Vintégrale (4) dabaisser d'une unité l'ordre des équations (1). 

Il n'y a plus alors que » — 1 exposants caractéristiques et il ny én a 

plus qu'un qui soit nul. 
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Nogs allons maintenant envisager un cas particulier qui est celui où 
les équations (1) ont la forme des équations de la dynamique. Eerivons- 

les done sous la forme: 

‘ dr; ar dy; dr 

(1 ) dt x dy; qme 7 da; a 

.F étant une fonction quelconque de x, ,æ,,...,4,, Heat +9 Ye KO US 
pourrons supposer, soit que J’ est indépendant de /; soit que F dépend 
non seulement des z et des y, mais encore de f, et que par rapport à 
cette dernière variable, c'est une fonction périodique de période 27. 

Supposons que les équations (1^ admettent une solution périodique 
de période 27: 

LR EE), y; dit), 

et formons les équations m variations en posant: 

v; = pi) Es où = d) m: 

Nous avons vu dans le chapitre II que l'intégrale double: 

[TC dy, oda, dy, sp. >. +- da, dy,) 

est un invariant intégral, ou (ce qui revient au méme) que si £5,» et c 

&.*; sont deux solutions particulières quelconques des équations aux 
variations, on a 

3 (y — Cm) — const. 

Je dis quil en résulte que les exposants caractéristiques sont deux à 

deux égaux et de signe contraire. 
e e 

Soient en effet & et z? les valeurs initiales de £ ct de y, pour t — o 

dans une des équations aux variations; soient £ et y! les valeurs cor- 

respondantes de & et de 7, pour / — 27. Il est clair que les & et les 

7, seront des fonctions linéaires des & et des 7; de telle sorte que la 

substitution: 

7 E) (prz 1 
1 >= (& 2 Yi n T rj 7) 

sera une substitution linéaire. 



100 H. Poincaré. $ 10. 

Soit: f 

(t > Aon 

(1 Ugo se. on 

5,1 Asn» Ci Dec (o, oy 

le tableau des coefficients de cette substitution linéaire. 

Formons l'équation en À 

4 — À Ay Tk Morin ates 

On (lj — À Gaon 
= ©. 

(5,1 Asn 9 DEC PI Q»,.98 — À 

Les 25 racines de cette équation seront ce qu'on appelle les 2» multi- 

plicateurs de la substitution linéaire 7. Mais cette substitution linéaire 

T ne peut pas être quelconque. Il faut qu'elle n'altére pas la forme 

bilinéaire: 

I (Er; "us Em) 

Pour cela, l'équation en A doit étre réciproque. Si donc on pose: 

À =. gu. 

les quantités à devront être deux à deux égales et de signe contraire. 

C2@i sD: 

Il y aura done en général n quantités 4? distinctes. Nous les ap- 

pellerons les coefficients de stabilité de la solution périodique considérée. 

Si ces n coefficients sont tous réels et négatifs, la solution périodique 

sera stable, car les quantités & et y, resteront inférieures à une limite 

donnée. 

Il ne faut pas toutefois entendre ce mot de stabilité au sens absolu. 

En effet, nous avons négligé les carrés des € et des 7 et rien ne prouve 

qu'en tenant compte de ces carrés, le résultat ne serait pas changé. Mais 

nous pouvons dire au moins que les £ et », s'ils sont originairement trés 

petits, resteront trés petits pendant trés longtemps. Nous pouvons ex- 
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primer ce fait en disant que la. solution périodique jouit, sinon de la 

stabilité séculaire, du moins de la stabilité temporaire. 

On peut se rendre compte de cette stabilité en se reportant aux 

valeurs des £; on trouve en effet, pour la solution générale des équa- 

tions aux variations: 

& == 2 Ae S, 

les A, étant des coefficients constants et les S, des séries trigonométriques. 

Or si a; est réel négatif, on trouve 

ew = cos t V— üt + i sin t V— Uk » 

de sorte que &, s'exprime trigonométriquement. 

. Au contraire si un ou plusieurs des coefficients de stabilité devient 

réel positif ou imaginaire, la solution périodique considérée ne jouit plus 

de la stabilité temporaire. 

On voit aisément en effet que £ est alors représenté par une série 

dont le terme général est de la forme: 

' Ae" cos (kt + mt + 1) 

ou (h + ik)" est un des coefficients de stabilité, où m est un entier et / 

et A des constantes quelconques. Le défaut de stabilité se trouve ainsi 

mis en évidence. 

Si deux des coefficients de stabilité deviennent égaux entre eux, ou 

si l'un d'eux devient nul, on trouvera en général dans la série qui repré- 

sente £ des termes de la forme: 

Ate" cos (kt + mt + 7) ou At cos (mt + 1). 

En résumé, £ peut dans tous les cas étre représenté par une série 

toujours convergente. Dans cette série le temps peut entrer sous le signe 

sinus ou cosinus, ou par l'exponentielle. e", ou enfin en dehors des signes 

trigonométriques ou exponentiels. E 

Si tous les coefficients de stabilité sont réels, négatifs et distincts, 
le temps n'apparaitra que sous les signes sinus et cosinus et il y aura 

stabilité temporaire. 

Si l'un des coefficients est positif ou imaginaire, le temps apparaitra 

sous un signe exponentiel; si deux des coefficients sont égaux ou que 
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l'un d'eux soit nul, le temps apparait en dehors de tout signe trigono- 

métrique ou exponentiel. 

Si done tous les coefficients ne sont pas réels, négatifs et distincts, 

il n'y a pas en général de stabilité temporaire. 

Toutes les fois que F ne dépend pas du temps f, l'un des » coeffi- 

cients de stabilité est nul; car d'une part le temps n'entre pas explicite- 

ment dans les équations différentielles; d'autre part ces équations ad- 

mettent une intégrale 

PUG. SEE er P) eese COMBE: 

. Nous nous trouvons donc dans le cas dont nous avons parlé plus 

haut et où deux des exposants caractéristiques sont nuls. Mais, comme 

nous l'avons dit, cela ne peut créer une difficulté parce que l'on peut, 

à l'aide de l'intégrale connue, abaisser à 22 — 1 l'ordre des équations (1°). 

Il n'y a plus alors que 22 — 1 exposants caractéristiques; l'un d'eux est 

nul et les 2» — 2 autres, aux carrés desquels on peut conserver le nom 

de coefficients de stabilité, sons deux à deux égaux et de signe contraire. 

Reprenons le déterminant que mous avons eu à envisager dans le 

paragraphe précédent. 

Nous avons dans ce paragraphe envisagé d'abord le cas où les équa- 

tions (1) dépendent du temps / et d'un paramètre p, et admettent pour 

4 = o une solution périodique et une seule. Nous avons vu que si le 

déterminant fonctionnel: 
A (bs by ,..., Gn) 

A= a + O 
GUp RE Ba) 

les équations admettront encore une solution périodique pour les petites 

valeurs de y. 

Ce déterminant peut s'écrire: 

al i lo PE dn 
dj, dg, did, 

dr, dy, 1 dy, 

A =! df, df, dfn 

I dm dyn dy, : 

df, dp, df, | 
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Or les exposants caractéristiques 4 sont donnés par l'équation: 

dy, LL pn dy, | dy, 
dp, J df, PO. dB, 

dy, dy, e PAL dy, 

dj, df, d, — oO 

din dy, dy, ew 

di, dg, TT 

Dire que A est nul, c'est done dire que l’un des exposants carac- 
téristiques est nul de sorte que nous pouvons énoncer de la facon sui- 
vante le premier des théorèmes démontrés au paragraphe précédent. 

Si les équations (1) qui dépendent d'un paramètre p admettent pour 
p = o une solution périodique dont aucun des exposants caractéristiques ne 
soit nul, elles admettront encore une solution périodique pour les petites va- 
leurs de p. 

§ 11. Solutions périodiques des équations de la dynamique. 

Je prendrai, pour fixer les idées, les équations de- la dynamique 
avec trois degrés de liberté, mais ce que je vais dire s'appliquerait évi- 
demment au cas général. J’écrirai done mes équations sous la forme: 

da, a ar de, ar dz, _ di 

(1) de dy, Qo dy,’ di, v dy,” 
I 

dy  -* dF dy, — dr dy, — dr 

dicm dix, E qp s dx,’ ub oo dz,” 

F étant une fonction uniforme queleonque des x et des y, indépen- 
dante de f. 

Je supposerai ensuite que ©,,@, et x, sont des variables linéaires, 
mais que y,, y, et y, sont des variables angulaires, c'est à dire que F est 
une fonction periodique de y, , y, et y, avec la période 2z, de telle facon 
que la situation du systeme ne change pas quand une ou plusieurs des 
trois quantités y augmente d'un multiple de 2z. (Of. chapitre L)- 
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Je supposerai de plus que F dépend d'un paramètre arbitraire y et 

peut se développer suivant les puissances croissantes de ce paramètre de 

telle sorte que l’on ait: 

F=F +ypF, +WF,+wWF,+.... 

Je supposerai enfin que 7, ne dépend que des # et est indépendant 

des y de telle sorte que: 

dE, dF dF’, 
= =—= ©; 

dy, dy, dy 

Rien n'est plus simple alors que d'intégrer les équations (1) quand 

|i = 0; elles s'écrivent en effet: 

da, da, T da, 

HOT. OP a 

dy, dF, dy, _ dF, dy, ee dr 

UT EN da, ; en SEES é gres dx, 

Ces équations montrent d'abord que z,, x, et x, sont des constantes. 
2 

On en conelut que 

dF, dF,  4F, 
77 da, L ~~ dz, x dx 

qui ne dépendent que de x,, a, et x, sont aussi des constantes que nous: 

appellerons pour abréger n,,n, et m, et qui sont complétement définies 

quand on se donne les valeurs constantes de z,, x, et z,. Il vient alors: 

y, = nt + 0, y, = Nt + ©, y, = Nt + Os 

(»,, 0, et ©, étant de nouvelles constantes d'intégration. ies 

Quelle est la condition pour que la solution ainsi trouvée soit pé- 

riodique et de période 7. Il faut que si l'on change {en {+ T, y, , y, 

et y, augmentent d'un multiple de 2z, c'est à dire que: 

n, T, nF "eti RUE 

soient des multiples de 27. 
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Ainsi pour que la solution que nous venons de trouver soit pé- 

riodique, il faut et il suffit que les trois nombres »,,», et n, soient 

commensurables entre eux. 

Quant à la période 7, ce sera le plus petit commun multiple des 

trois quantités: ; 

y — set 
> 

Nous exclurons, au moins provisoirement de nos recherches, le cas 
dF, dF dit 093) - 

1— , >— et .— ne sont pas indépendantes l'une 
dæ de, da 

1 2 3 

de l'autre. Si on laisse ce cas de cóté, on peut toujours choisir a, , x, 

ou les trois fonctions 

et a, de telle facon que n,,n, et n, aient telles valeurs que l'on veut, 

au moins dans un certain domaine. Il y aura donc une infinité de choix 

r, et r, qui conduiront à des so- possibles pour les trois constantes z,, x, A 

lutions périodiques. 

Je me propose de rechercher s'il existe encore des solutions pério- 

diques de période 7' lorsque p n'est plus égal à o. 

Pour le prouver je vais employer un raisonnement analogue à celui 

du § 9. 

Supposons que p cesse d’être nul, et imaginons que, dans une certaine 

solution, les valeurs des x et des y pour ¢ = o soient respectivement: 

X, = a, + 0a,, L, = a, + 00,, L, — a, + 0a, 

y, = ©, + 08, y, = ©, 00,, 

Supposons que, dans cette méme solution, les valeurs des x et des 

y pour ¢ = T soient 

^ Pe N 

L, =a, + da, + Aa,, 

N 

%,—4, SOA ACT 

NP, ^ ZT, — d, + da, + Aa,, 

y, = à; + 2,T + 06, + Ao, 

y, = 6, + n,T + 06, + ^o, 

y, = ©, ae nT + 00, = AQ,. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 14 aoüt 1890. E 14 

| à 
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La condition pour que cette solution soit périodique de période 7' c'est 
que l'on ait: 

(2) Aa Aa i Ad, = Ai, = AG, — 0. 

Les six équations (2) ne sont pas distinctes. En effet, comme F’ — const. 

est une intégrale des équations (1), et que d'ailleurs F est périodique 

par rapport aux y, on a: 

Fa; + 0a, , ©, + 08) = F(a, + da, + Aa, , &, + n, T + 00, + Ao) 

— Fa, + da, + Aa,, 6, + 66, + AG). 

Tl nous suffira donc de satisfaire à cing des équations (2). Je supposerai 

de plus: ë 
RETIA S PT 
(0, = 00, — O, 

ce qui revient à prendre pour origine du temps l'époque où y, est nul. 

Il est aisé de voir que les Aa, et les AG, sont des fonctions holomorphes 

de y, des da, et des 00; s'annulant quand toutes ces variables s'annulent. 

Il s'agit done de démontrer que l'on peut tirer des cinq dernières 

équations (2) da, , da, , 0a, , 0», et dG, en fonctions de y. 

Remarquons que quand p est nul, on a 

Aa Aa, Aa, O. 
1 

Par conséquent Aa,, Aa, et Aa,, développés suivant les puissances de 

ft, des da, ét des 0&,, contiennent w en facteur. Nous supprimerons ce 

facteur mu, et nous écrirons par conséquent les cing équations (2) que / 1 
r 

nous avons A résoudre sous la forme: 

| N 
(3) A — — AG, = AG, = AG, — 0. 

4 i 

Il nous faut déterminer &, et &, de telle facon que ces équations 

solent satisfaites pour 

(4) JL — 00, — 0i) 

Voyons ce que deviennent les premiers membres des équations (3) quand 

on y fait „=. | 
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Il vient: 
E T (m T 

P En "dy, "dr Ran? nn AG, a di di E um at = — | CLES ae 

0 0 0 

d'ou: 

E (dentes 
AG, SS T ds. + N, ) 

et de méme: 

21 my (AF 
po pi = à, ns); 

p dF’, \ 
AG, = — Ae + n, }. 

Il importe d'observer que dans F, il faut remplacer z,, c, et x, par 
a, + 64, a, + 0d,, a, +20a,; en effet. pour 4 — o, F se réduit à F, et 

4,, X,, v, à des constantes qui restent constamment égales à leurs valeurs 
ri a N, ^ hy initiales a, + da,, a, + da,, a, + da,. 

Il vient d'autre part: 

ou puisque À, ne dépend pas de y,: 

Aa, = d (=) at 

ou pour y — Oo 

2 0 

Supposons que y, les d@ et les da soient nuls à la fois; il faudra 

alors faire dans I, 

po u, Ta, Yi Ml, Ya = mn + 0, Ya = Mt + 8, 

PF, deviendra alors une fonction périodique de ¢ de période 7’, et 

une fonction périodique de o, et de &, de période 27. 
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Soit d la valeur moyenne de F, considérée comme fonction pério- 

dique de ¢. Il viendra: 
T 

Aa, Tu | dF, dic Rr 

u : do, do, 

0 

et de méme 

Au, _T dé 

Hu dà, 

Nous devons done choisir &, et &, de façon à satisfaire aux équations 

dé ^ dg 
(he do, da, 

= ©, 

Cela est toujours possible; en effet la fonction & est périodique en 

&, et en G, et elle est finie; donc elle a au moins un maximum et un 

minimum, pour lesquels ses deux dérivées doivent s'annuler. Quand on 

aura choisi de la sorte i, et @,, on verra que les équations (3) sont 
3° 

satisfaites quand on y fait à la fois: 

Ne De Pa N =) «723 

12) 00, 00. oa, oa, od, O. 

Nous pourrons done tirer des équations (3) les cing inconnues da, 

et d@, sous la forme de fonctions holomorphes de y, s'annulant avec y. 

I] n'y aurait d'exception que si le déterminant fonctionnel: 

e (Sn E Aa, ; Ao, 5 Aa, 2 Ao, ) 

[22 i 
i D 

(da, Ode da, 

était nul. Mais pour #—0,A&,, A&, et AG, sont indépendants de 

à, et de 0@,, de sorte que ce déterminant fonctionnel est le produit 

de deux autres: | . 

2 (s A) 
L4 

Hu m. et (Ad, : Ao, 5 Ao.) 
^f^ N— a! A [A ^ by ^ 
9(00, , 0, 9(0u, , da, , das) 

Si lon supprime les facteurs 7? et — 7", le premier de ces déter- 

minants est égal au hessien de d^ par rapport à &, et &, et le second 

au hessien de P, par rapport à a}, 2$ et 2}. 
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Si done aucun de ces deux hessiens n'est nul, il sera possible de 

satisfaire aux cing équations (3) et par conséquent pour des valeurs 

suffisamment petites de y, il existera une solution périodique de période T. 

QU Qu Fs D: 

Nous allons maintenant chercher à déterminer, non plus seulement 

les solutions périodiques de période 7' mais les solutions de période peu 

differente de T. Nous avons pris pour point de départ les trois nombres 

",,n,.n,; nous aurions pu tout aussi bien choisir trois autres nombres 

ni, ms, ”, pourvu qu'ils soient commensurables entre eux, et nous serions 

arrivés à une autre solution périodique dont la période 7' aurait été le 
, F I, Amo 

plus petit commun multiple de 7, —,-;. 
Nie Ng ails 

Si nous prenons en particulier: 

iF n; — n,(1 + €), n; —n,(1 + €) ni —oM (1 E (y 

les trois nombres »;,n;,n; seront commensurables entre eux puisqu'ils 

sont proportionnels aux trois nombres n, ,n, et n,. 

Il nous conduiront donc à une solution périodique de période: 

yy cuv I is = 

m Ju 

de telle facon que nous aurons: 

(6) t—=gilt,p,¢e), — We. ne) 

les c, et les c; étant des fonctions développables suivant les puissances 

de y et de e, et périodiques en #, mais de facon que la période dé- 

pende de e. ms kt 
Si dans F nous remplacons les x, et les y, par leurs valeurs (4), F 

doit devenir une constante indépendante du temps (puisque 7 — const. 

est une des intégrales des équations (1)). Mais cette constante qui est 

dite constante des forces vives, dépendra de y et de ¢ et pourra être 

développée suivant les puissances croissantes de ces variables. 

Si la constante des forces vives B est une donnée de la question 

l'équation 

Fe eB 
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peut être regardée comme une relation qui lie & à a». Si donc nous 

nous donnons arbitrairement D, il existera toujours une solution pé- 

riodique quelle que soit la valeur choisie pour cette constante, mais la 

période dépendra de € et par conséquent de y. 

Un cas plus particulier que celui que nous venons de traiter en 

détail est celui ou il n'y a que deux degrés de liberté. F ne dépend 

alors que de quatre variables x, ,y,,&%,,%, et la fonction & ne dépend 

plus que d'une seule variable &,. Les relations (5) se réduisent alors à 

dd 
— © 

(7) do, 

* tuc cu E der 4 
et le hessien de d se réduit a doi D'où cette conclusion: 
, do; 

A chacune des racines simples de l'équation (7) correspond une solu- 

tion périodique des équations (1), qui existe pour toutes les valeurs de 

yp suffisamment petites. 

Je pourrais méme ajouter quil en est encore de méme pour chacune 

des racines d'ordre impair ainsi que nous l'avons vu au $ 9, et que cette 

équation admet toujours de pareilles racines puisque la fonction d a au 

moins un maximum qui ne peut correspondre qu'aux racines impaires de 

l'équation (7). 

Revenons au cas où l'on a trois degrés de liberté, et où la période 

est constante et égale à T. 

Je dis que z,,2,, 7,, 9, , ),, y, peuvent se développer suivant les 

puissances croissantes de a. En effet, en vertu du théorème III § 2, 

les æ et les y peuvent être développés suivant les puissances de y, et de 

da, , da, , Ot, , 0», et 0@,. Mais imaginons que l'on ait determine les da 

et les do de façon que la solution soit périodique de période 7. On 

tirera alors les dd et les dG des équations (3) sous la forme de séries 

ordonnées suivant les puissances de y, de sorte que les æ et les y seront 

finalement ordonnées suivant les puissances de y. 

La solution devant être périodique de période T quel que soit y, les 

coefficients des diverses puissances de y seront des fonctions périodiques de f. 

Remarquons de plus que l'on peut toujours supposer que l'origine 

du temps ait été choisie de telle sorte que y, s'annule avec f, et que 

cela ait lieu quel que soit y. Alors pour £ — o on aura: 

0 1 2 
OV i Yet 

i cm iili 
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L'existence et la convergence de ces séries étant ainsi établie, je vais dé- 

terminer les coefficients. 

Pour cela, je vais chercher à satisfaire aux équations (1) en faisant” 

sen + ux, + pri 

y= ay + pry + pa 

(8) Ds — 24 + purs ga 

yi — 3 un + Yi 

Yo = Vs + ys + E ys 
n 

Ms — Ms + ys + qr ys +++ + + + 
Dans ces formules x}, 2, rj désignent les valeurs constantes que j'avais 

été conduit plus haut à attribuer à #,,x, et x, quand je supposais 

p—o et qui sont telles que: 

— F (21,23,%%) = — N, = EF (2,23, 25) = — m, mra TOMOS RUP 
dai ^ ° ) D qu 0 NCA TI) Ns. 

€ 

dx} 

On a de plus: 

y. nd ©. 

Enfin les x}, les yj, les a7, les y; etc. sont des fonctions du temps qu'il 

s'agira de déterminer et qui devront étre périodiques de période T. 

Dans PF, à la place des x et des y, substituons leurs valeurs (8), 

puis développons FP suivant les puissances croissantes de y de telle sorte 

que l'on ait: 

F — ®, + pd, + p, 4... 

Il est clair que 

D, — Fi , T3 , a3) 

Nggdépend que des x}; que 

,aF, nk en 
re 

dF, () — 4 — F0, ah, ot, yt, gt) nus "2 da) 

! Les chiffres placés en haut et à droite des lettres z et y dans les équations (8) 

sont des indices et non des exposants. 
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ne dépend que des x, des y? et des x}; que 4, ne dépend que des z?, 

des y?, des x}, des y} et des x? etc. 

Plus généralement, je puis écrire: 

.dF dF dF : : 
icem ©; Sr 8, — n,gi — nt — nya25, 

inl 

D, = 0, + x 
! da ? da! 

ou 6, dépend seulement 

des 2°) "des m7 M Nebides Te i >) i , 

des y?, des yl, ... et des yf" 

Je puis ajouter que par rapport à yj, y;,); la fonction 6, est une 

fonction périodique de période 2z.  L'équation (9) montre que 8, = F,. 

Cela posé les équations différentielles peuvent s'écrire, en égalant 

les puissances de méme nom de p: 

da E das pu das UE dy} A dy, 5 ds a 

di dt db 7 gp c 0 ^ MASSA MILI 

On trouve ensuite: 

de! dF, dat dF, dai dF, 
(10) di dy’ dt dy! . di dy 

et 

dt 40 — di 46, — ak, 
pp dU. qu de. Ta à 

et plus généralement: 

(10°) da; _ ad, 
dt dy; 

et 

Gary com --— Us , dE, oF, 
dt da? dz ‘dede ‘dede ^^ dalde 

Intégrons d'abord les équations (10) Dans F, nous remplacerons 

Y,% ,%; par leurs valeurs: e 

nt +@,, nt + 0,, nt + @,. 

Puisque y; doit s'annuler avec ¢,@, sera nul. Alors les seconds 

membres des équations (10) sont des fonctions périodiques de ¢ de période 



§ 

VIE 

suivant les sinus et les cosinus des multiples de 

de 

de 
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ces seconds membres peuvent done étre développés en séries procédant 
27t ze 

r.c et rj tirées des équations (10) soient des fonctions périodiques 

Pour que les valeurs 

f, il faut et il suffit que ces séries ne contiennent pas de termes tout 

connus. 

Je puis écrire en effet: 

F, = VAsin(m,y) + my? + my) + Rh), 

ou m, ,m,, m, sont des entiers positifs ou négatifs et ou A et h sont des 

fonctions de a}, 2 

en 

et 

et 

su 

la 
F 

1 

1 

3,2%. J’ecrirai pour abréger: 

p" — 2 Asmo 
1 

posant 

o = my + my) + my) + h. 

Je trouverai alors 

d p d P df 
—— Am, COS ©, —— 2 An, COS £D, —— — 2 Am, cos o 
dy dys dys 3 

w = t(mn, + mn, + mn) + h + mo, + m,®,. 

Parmi les termes de ces séries, je distinguerai ceux pour lesquels 

mn, + MN, + MN, — O 

qui sont indépendants de f£. Ces termes existent puisque nous avons 

pposé que les trois nombres z,, n, et n, sont commensurables entre eux, 

Je poserai alors 

d = SA sin o A (m,m, + Malo + MN, = 0, W=Nh+mM,G, + m,0,) 

sommation représentée par le signe S s'étendant à tous les termes de 

pour lesquels le coefficient de / est nul. Nous aurons alors: 

dd dd 
Po S Am, cos ©, P — S Am, cos ©. 

do, 2 do, = 

Acta mathematica, 13. Imprimé le 16 aoüt 1890. . 15 
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Si done on a: 

d de 
I2 E ENG 
( ) do, do, f 

il viendra: 

(13) S Am, COSE — 0) S Am, cos@ — O, S Am, cos © — O. 

La premiére des équations (11) est en effet une conséquence des deux 

autres, puisque en vertu de la relation m,n, + m,n, + m,n, = 0, on a 

identiquement 

n,9 Am, cos e + n,9 Am, cos e + n,9 Am, COS © = O. 

Si done les relations (12) sont satisfaites, les séries 224m, cose ne con- 

tiendront pas de terme tout connu, et les équations (10) nous donneront: 

d -—-X 05 Am, sin @ EE ( par y Am, sin © e 
d mm LEE à 19 7) T ar len 

mn, + mn, domam, — mn, + min, + mn, 

5 Am, sin w 7 
x er Sr CL 

mn, + m,n, + M,N, 

7, C1 et C? étant trois nouvelles constantes d'intégration. 

Il me reste à démontrer que l'on peut choisir les constantes &, et 

@, de façon à satisfaire aux relations (10). La fonction ¢ est une fonc- 

tion périodique de @, et de &, qui ne change pas quand lune de ces 

deux variables augmente de 2z. De plus elle est finie, elle aura done 

au moins un maximum et un minimum. Il y a done au moins deux 

manicres de choisir ©, et G, de facon à satisfaire aux relations (12). 

Je pourrais méme ajouter qu'il y en a au moins quatre, sans pouvoir 

toutefois affirmer qu'il en est encore de méme quand le nombre de degrés 

de liberté est supérieur à trois. 

Je vais maintenant chercher à déterminer à l'aide des équations (1 19 

les trois fonetions y] et les trois constantes Cj. 

Nous pouvons regarder comme connus les aj et les w^; les zi sont 

connus également aux constantes prés C;. Je puis done écrire les équa- 

tions (11) sous la forme suivante: | 

PS. odo Mil ges tt 
ws 2x9 - 85. 20 ? 

das da; das da; 

dii 

dt 
— H,— 6i i 1 0 

day da; (14) 
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où les H, représentent des fonctions entiérement connues développées en 
2T. 

T Les coefficients 

de C;, C; et Cj sont des constantes que l'on peut regarder comme connues. 

séries sulvant les sinus et cosinus des multiples de 

Pour que la valeur de yj tirée de cette équation soit une fonction 

périodique de £, il faut et il suffit que dans le second membre le terme 

tout connu soit nul Si done H} designe le terme tout connu de la 

‘série trigonométrique H,, je devrai avoir: 

9 27]! 
ap e He ROLES 

Ce ——- + € A 
day da; das da 

+ Ci EF, 
3 
das dx} 

Du} gs 
VEN 
— 
Cn — 

Les trois équations linéaires (15) déterminent les trois constantes €, Cj et Cj. 

Il n'y aurait d'exception qui si le déterminant de ces trois équa- 

tions était nul; c'est à dire si le hessien de 7E, par rapport à 2j, x} et 

x} était nul; nous exclurons ce cas. 

Les équations (14) me donneront donc: 

y = 7i E keys ys = m ar ky, Ys = 3 te ks, 

les y; étant des fonctions périodiques de ¢ entièrement connues s’annulant 

avec f, et les i; étant trois nouvelles constantes d'intégration. 

Venons maintenant aux équations (10^) en y faisant £— 2 eti—1,2,3 

et cherchons à déterminer à l'aide des trois équations ainsi obtenues, les 

trois fonctions x? et les trois constantes kj. 

Il est aisé de voir que nous avons: 

: dF Au dF 
— ee edi HEAT 

0, 9. + Yı dy Ar Yo dy, 4= Yz dy} ? 

ou 4, dépend seulement des 2°, des y? et des x; et où lon a, comme 

plus haut: 

a P 
0 
! — > Am, cos o. 

Les équations (10’) s'écrivent alors: 

2 
de; dQ, 7 d* F, 

dt dy A dar dui 
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16 EH — M DD Am,m, sino — FX Am,m, sine — EX Am,m, sin ©, i 1 1 i 2 2 i 3 3 i , 

H! étant une fonction périodique de ¢, que lon peut regarder comme 

entiérement connue. Pour que l'on puisse tirer de cette équation x} sous 

la forme d'une fonction périodique, il faut et il suffit que les seconds 

membres des équations (16), développés en séries trigonométriques, ne: 

possédent pas de termes tout connus. Nous devons done disposer des 

quantités k! de manière à annuler ces termes tout connus. Nous serions 

ainsi conduits à trois équations linéaires entre les trois quantités ki; mais 

comme le déterminant de ces trois équations est nul, il y a une petite 

difficulté et je suis forcé d'entrer dans quelques détails. 

Comme y; s'annule avec /, on doit avoir: 

E á 
hy = 0j 

nous n'aurons plus alors que deux inconnues Aj et /j et trois équations 

à satisfaire; mais ces trois équations ne sont pas distinctes comme nous 

allons le voir. 

Appelons en effet E, le terme tout connu de AH}, ces trois équa- 

tions s'écriront: 

Jüy k!SAm,m, sin e + x; S Am,m, sin e, 

(17) E, = lSAm2sno + ÆSAm,m, sinc, 

E, = IiSAm,m, sin © + iS Am? sino, 

en conservant au signe de sommation S le méme sens que plus haut. 

Je ne considérerai d'abord que les deux derniéres des équations (17) que 

j écrirai: 
ab "n d*d 

Te do, 
ee 

do, 

d? d* Im cp COR MS 
da, do, do; 

De ces deux équations on peut tirer Aj et Aj, à moins que le hessien 

de d par rapport à &, et &, ne soit nul. Si l'on donne aux 4j les 
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valeurs ainsi obtenues, les deux derniéres équations (16) nous donneront 
9 
x, et x; sous la forme suivante: 

EX les & étant des fonctions périodiques de / entièrement connues et les 

©? étant de nouvelles constantes d'intégration. 

Pour trouver x; nous pouvons, au lieu d'employer la premiere des 

équations (16), nous servir des considérations suivantes: 

Les équations (1) admettent une intégrale: 

FEB. 

B étant une constante d'intégration que je supposerai développée suivant 

les puissances de y en écrivant: 6 

BP fo tu. 

de sorte que l'on a: 

3 : > Br be On p quu DM iE 

B,, B,, D, etc. étant autant de constantes différentes. . 

Le premier membre de l'équation: 

nep 

dépend des 2j, des y}, des x}, des yi, de x; et de x; qui sont des fonc- 

tions connues de ¢ et de xj que nous n'avons pas encore calculé. De 

cette équation, nous pourrons donc tirer x; sous la forme suivante: 

Gy ets Ci. 

& sera une fonction périodique de ¢ entièrement déterminée et Cj est 

une constante qui dépend de B,, de Cj et de C5. 

Nous pouvons conclure de là que la premiére des équations (17) 

doit étre satisfaite et par conséquent que ces trois équations (17) ne sont 

pas distinctes. 

Prenons maintenant les équations (ri^) et faisons-y k= 2; nous ob- 
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tiendrons trois équations qui nous permettront de déterminer les con- 

stantes C!, C? et C; et d'où l'on tirera en outre les 5; sous la forme: 

Wh ppt — ys S 

les x étant des fonctions périodiques de ¢ entièrement connues et les 4; 

étant trois nouvelles constantes d'intégration. 

Reprenons ensuite les équations (10") en y faisant k = 3; si nous 

supposons Aj = Oo, nous pourrons tirer des trois équations ainsi obtenues, 

d'abord les deux constantes A; et k;, puis les x} sous la forme: 

3 53 13 
LR =F Gi 

les: € étant des fonctions périodiques connues de ¢ et les C7 étant trois 

nouvelles constantes d'intégration. 

Et ainsi de suite. 

Voilà un procédé pour trouver des séries ordonnées suivant les puis- 

sances de py périodiques de période T par rapport au temps et satisfai- 

sant aux équations (1). Ce procédé ne serait en défaut que si le hessien 

de F par rapport aux x; était nul ow si le hessien de & par rapport à 

©, et &, était nul. 

Ce que nous venons de dire sapplique-en particulier a une équation 

que l’on rencontre quelquefois en mécanique céleste et dont plusieurs 

geometres se sont déjà occupés. Cette équation est la suivante: 

d'p 2 3 
(18) ap VD mo p Rp. t). 

n et m sont des.constantes, y est un parametre tres petit et R est une 

fonction de p et de /, développée suivant les puissances croissantes de p 

et périodique par rapport à f. 

Pour bien nous en rendre compte, il faut d'abord ramener l'équa- 

tion (18) à la forme canonique des équations de la dynamique. Cela se 

fera en posant: 

d à : 
—+f, prt e, F BET + — + E iJ R(o = E)dp +7 

Eh, TS 2 2 42 
Sir 

& et 7 étant deux nouvelles variables auxiliaires et l'intégrale | R(9, &)do 
e 

étant calculée en regardant € comme une constante. On trouve alors: 
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(19) d WHO Tini di anise de wide 
do dF do dF dé dF 

auxquelles nous pourrons adjoindre (y étant restée jusqu'ici complétement 

arbitraire) l'équation suivante: 

(19) ex ee 

qui complete un systéme canonique. 

Quand p = o l'intégrale générale de l'équation (18) s'écrit 

(20) p = hsn(gt + ©), c = hg cu (gt + o)dn (gt + ©) 

—_ ou g et @ sont deux constantes d'intégration et où h, ainsi que le mo- 

dule du sinus amplitude sont deux fonctions de g faciles à déterminer. 

Nous allons changer de variables; nous prendrons au lieu de £, x, 

et o, quatre variables x, , y, , %, , Ya» définies comme il suit. Nous aurons 

d'abord: 
%,=7) y, = €. 

Des équations (20) qui donnent p et s en fonctions de g et de gi + & 

pour # — o, on peut tirer g et gt + @ en fonctions de p et de c. Il 

vient: : 

9 — ne, 9), gt + & = x,(p , e). 

Nous prendrons alors pour z, une certaine fonction de y,(p, 9) et pour y, 
1 

5 k 

ce zz, 0), 

k désignant la période réelle de sn (m). 

Si alors z, a été convenablement choisi en fonction de y, les équa- 

tions conserveront leur forme canonique 

Cede ga raue AT E din ie guo diis c gue 
dy, al dy,  dF da, d P da, dF 

Il est clair d'ailleurs que pour # — o, F ne dépend que de x, et de x, 

et non de y, et de y,. 

Nous nous trouvons done bien dans les conditions énoncées au début 

de ce paragraphe. - 
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L'équation (18) a surtout été étudiée par les géometres dans le cas 

ou m — 0; il semble au premier abord qu'elle est alors beaucoup plus 

simple. Ce n'est qu'une illusion; en effet, si l'on suppose m — o, on se 

trouve dans le cas où le hessien de F, est nul et ce que nous avons dit 

dans ce paragraphe n'est plus applicable sans modification. 

Ce n'est pas que les particularités que présente l'équation (18) dans 

le cas général ne soient encore vraies pour m = O, toutes les fois du 

moins que zu n'est pas nul. La seule différence, c'est qu'on ne peut les 

mettre en évidence par un développement suivant les puissances de y. 

L'apparente simplification qu'a recue ainsi l'équation (18) n'a fait qu'aug- 

menter les difficultés. Il est vrai qu'on est conduit quand m = 0, a des 

séries beaucoup plus simples que dans le cas général, mais ces séries ne 

cor vergent pas comme nous le verrons dans la suite. . 

La niéthode exposée dans ce paragraphe s'applique également à un 

cas particulier du probléme des trois corps. 

Supposons une masse nulle C attirée par deux masses mobiles A et 

B égales l'une à 1 —y ot l’autre à p et décrivant d'un mouvement 

uniforme deux circonférences coneentriques autour de leur centre de gra- 

vité commun supposé fixe. Imaginons de plus que la masse € se meuve 

dans le plan de ces deux circonférences. . 

Nous verrons plus loin que dans ce cas les équations du mouvement 

peuvent se mettre sous la forme suivante: Ex 

d», dr da, Cn dar 

TOR dy,” CLONE dy,” 

I 
dy, dp dy, _ dr 

di da, ' JE dx, : 

On désigne par z, la vitesse aréolaire du point C, par v, la racine 

carrée du grand axe de l'orbite de C, par.y, la différence de la longi- 

tude du périhélie de C et de la longitude de B, par y, l'anomalie 

moyenne. 

D'ailleurs 7 peut être développée suivant les puissances cle y et 

l'on a: 

Il ést aisé de voir que le hessien de F, par rapport à r, et à z, est nul. 
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Il semble donc d'abord que les méthodes du présent paragraphe sont 

en défaut. Il n'en est rien et un artifice trés simple permet de tourner 

la difficulté. , 

Les équations (1) admettent comme intégrale 

e 

Considérons la constante C comme une donnée de la question. 

Si alors e(F) est une fonction quelconque de F et ç'(F') sa dé- 

rivée, on aura: 

g(F) = ¢(C) 

et les équations (1) pourront s'écrire: 

de  g(F)dF du g(F)dF 
d e ( €) dy; ' TUE e (€) da; 

ou 

j dz; — d fo(F) dy d o(F) 

(1 ) Hi TS atk abs. dey Ke: | a 

g CP) En général, le hessien de "- ne sera pas nul. C'est ce qui arrive en 
g(€) 

partieulier quand 
1 19 9 x I gU) d m daa 

Les solutions des équations (1) qui correspondent à la valeur particuliére 

C de l'intégrale F appartiennent aussi aux équations (1’). 

Considérons maintenant une solution des équations (1) qui soit telle 

que l'intégrale 7 soit égale à une constante C, différente de C. 

Je dis que cette solution appartiendra encore aux équations (1’) 

pourvu qu'on y change / en 

ia), 
e(C€) 

On a en effet: 

de; 5 dr dyi 2 dF, 

"URN dy; quc da 

Acta mathematica. 13, Imprimé le 18 août 1890. : 16 
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: TEE a 
si on change { en [E S^ il viendra: 

d g(C) 

dm — (C) dP — dy  ' g(C)dF 
dt g(C€) dy; dt e(C) dz, 

ou puisque 7 -— C, 

de, | g(F)dF. du ___ gar 
dt eg (C) dy: dt g(€) da; 

Q: Qi ES D; 

Des solutions de (1) il est donc aisé de déduire celles de (1’) et in- 

versement. 

Les méthodes du présent paragraphe sont donc, grace à cet artifice, 

applieables à ce cas particulier du probléme des trois corps. 

Elles ne le seraient pas aussi aisément au cas général Dans le cas 

général en effet, non seulement le hessien de 7; est nul, mais celui de 

e(F,) est encore nul, quélle que soit la fonction c. 

De la certaines difficultés dont je ne parlerai pas ici; jy revi- 

endrai plus loin et je me bornerai pour le moment à renvoyer le lecteur 

à un travail que j'ai inséré dans le Bulletin astronomique, ‘tome 

1°, page 65. 

8 12. Calcul des exposants caractéristiques. 

Reprenons les équations (1) du paragraphe précédent 

de; dF dy; dF 
= — (i=1, 2,3) 

(1) di — dy; dt dz; 

Supposons qu’on ait trouvé une solution périodique de ces équations: 

$, = gilt), y, = dilt) 

et proposons-nous de déterminer les exposants caractéristiques de cette 

solution. 

Pour cela nous poserons: 

t= e«t) SES Vi e(t) = His 
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puis nous formerons les équations aux variations des équations (1) que 

nous écrirons: 

dé, DER GE 

dig Dez dy; dary > Pp dy dyn Ta 

(2) (i, k=1,2, 3) 

dy — dem = d’F 

ui t £c dp ZR e ee do du 7e 

et nous chercherons à intégrer ces équations en faisant: 

(3) £ == eS), ribus e" T, 

S, et T, étant des fonctions périodiques de /. Nous savons qu'il existe 

'en général six solutions particuliéres de cette forme (les équations li- 

néaires (2) étant du sixiéme ordre) Mais il importe d'observer, que dans 

le cas particulier qui nous occupe, il n'y a plus que quatre solutions 

particuliérés qui conservent cette forme, parce que deux des exposants 

caractéristiques sont nuls, et qu'il y a par conséquent deux solutions 

particulicres d'une forme dégénérescente. 
Cela posé, supposons d'abord y = o, alors F se réduit à F, comme 

nous l'avons vu dans le paragraphe précédent et ne dépend plus que de 

Exit eth a. 

Alors les équations (2) se réduisent a: 

js MN dni jo’ d’F, 

(2’) di pap dt her de; dag RN 
IVY 

Les coefficients de £, dans la seconde équation (2’) sont des constantes. 

Nous prendrons comme solutions des équations (2’) 

zZ 0 shad 710. v MD 
& =& = §& =9, tne effi M2 — N Ua URS 

71.75 et y; étant trois constantes d'intégration. 

Cette solution n'est pas la plus générale puisqu'elle ne contient que 

trois constantes arbitrairés, mais c'est,la plus générale parmi celles que 

lon peut ramener à la forme (3) Nous voyons ainsi que pour y — O, 

les six exposants caractéristiques sont nuls. 

Ne supposons plus maintenant que y soit nul. Nous allons main- 
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tenant chercher à développer a, S, et 7,, non ‚pas suivant les puissances 

croissantes de y, mais suivant les puissances de yp en écrivant: 

a — a, p + ape + ap + ..., 

: S, — S; + Si Vu + Spt Sip po ..., 

T, — T; + Tiyp + Tip + Tip Vu 4 .... 

Je me propose d'abord d'établir que ce développement est possible. 

" Montrons d'abord que les exposants caractéristiques a peuvent se 

développer suivant les puissances croissantes de 4. 

D’après ce que nous avons vu au $ 10, les exposants caractéristiques 

nous seront donnés par l'équation suivante, en reprenant.les notations 

des S$ 9 et 10: 

dr, zT ee? dr, dr, 

dp, dp, P iS df, 

d Ya d Ya e Z d hi 

dg, df, T df, 2r (od 

dy, Cd JUL Bor 
dB, df, ae df, | 

Le premier membre de cette équation est holomorphe en a; de plus 1 ; 
. d'aprés le théorème III, § 2, les 7 peuvent être développés suivant les 

puissances de p et des # (cf. $ 9), d'ailleurs d'après le 9 les 9 peuvent 

se développer eux-mêmes suivant les puissances de p. D’après cela les 
, . as. . vr . AL A , 

y et le déterminant que je viens d'écrire peuvent eux-ménies être dé- 

veloppés suivant les puissances de y. Il résulte de là que les exposants 

a nous sont donnés en fonctions de y par une équation: 

Glos 1) — 0 

dont le premier membre est holomorphe en «a et en y. 

Si pour y — o, tous les exposants « étaient différents les uns des 

autres, l'équation G — o n'aurait pour p — © que des racines simples, 

et on en conclurait que les a seraient développables suivant les puissances 

de y (théorème IV, § 2). 
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Mais il n'en est pas ainsi; nous venons de voir en effet que pour 
fe = 0, tous les « sont nuls. 

Reprenons les notations du $ 11, notre équation pourra s'écrire, en 

supposant trois degrés de liberté seulement: 

©) Sees D 

dAa, Ux d Aa, . dAa, dAq, dAa, dAa, 

digni ot doa dda dde. dia, daa 
1 2 3 à 1 2 3 

dAa, 4 dAa, 2T dAa, dAu, da, dAa, 
E = e^ a ———— rt == IT 

dda, dda, doa, dda, doo, dài, 

dAa, dAa, dAa, E dAa, dAa, dAa, 
ne To “ x e? E D EE A Qu RENE M 

dda, . doa, dda, dda, da, d0&, 

dg, dA, dao, dA go, z d Ag, dAo, 
Se e ze pent 
dda, dou, dou, ddo, ddo, doo, 

dAg, dAao, dAo, dAo, do, > dAa, 
—— T A pex A Mite EA Tia I — ge? = = 

dda, dda, doa, dao, doo, doo, 

I 
dA, dAo, dA, d Ao, d Ao, do, ; 
— == pod prid : 4 I eo T 

dda, . dda, dou, dda, ddo, doo, 

Cela fait, je pose: 

a — AV. 

Je divise les trois premières lignes du déterminant par yp; je divise en- 

suite les trois dernières colonnes par yp (de sorte que le déterminant 

lui-même se trouve finalement divisé par y”). 

Je fais ensuite y — o. 

J'observe que d'aprés ce que nous avons vu au § 11, Aa,, Aa,, Aa, 

sont divisibles par y. Si donc j'envisage le premier élément de la pre- 

miere ligne cet élément aprés la division par yp s'écrira: 

dAa, I g^T Yn 

Ve dda 1 Vu 

et quand on y fera x» = o il deviendra — AT. 
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_ bo 

De méme le second élément de la 1° ligne s'écrit: 

d Aa, 

oda, 

et il tend vers o avec y. . 

Ainsi quand on aura fait y — o, les trois premiers éléments des trois 
premières lignes sannuleront à l'exception des éléments de la diagonale 

principale qui deviendront égaux à —AT. 

Considérons maintenant les trois derniers éléments des trois derniéres 

lignes; ils s'écriront: 

d Aa; f eif'n ; dAa, 
2s 2 OE E 

vadoo; ve vadoo; 

selon qu'ils appartiennent ou non à la diagonale principale. D'après 

ce que nous avons vu au $ 11, Ao, est développable suivant les puis- 

sances de y, des da, et des 0&,, de plus pour y = o, AG, ne dépend 

IAG, 
pas des 9&,. On en conclura que —— 

doo; 
est divisible par y. 

Done quand on fera =o, les trois derniers éléments des trois 

dernières lignes deviendront égaux à 

— AMI. où & © 

selon qu'ils appartiennent ou non à la diagonale principale. 

Considérons maintenant les trois premiers éléments des trois dernieres 

4 dai , ' 

lignes “I, s D'après ce que nous avons vu au § 11, on a pour = 0: 
dod, 

dAG; ae T d*F, 

du, da; die, 

Passons enfin aux trois derniers éléments des trois premiéres lignes qui 

s'éerivent: 
dAa; 

p.doa; 

D'après ce que nous avons vu au § 11, si dans F\ on substitue a, ,4, ,4,, 

nt + &, ,n,t + ©, , n,t + &, a la place de x, , 2,, $,, y, Yo. y,, on voit 

que 77 devient une fonction périodique de ¢ de période 7 et si l'on appelle 

d la valeur moyenne de cette fonction périodique, on a pour p= o: 
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Aa; add 

2 Rz: 

da; ea dc 

pdóo, —— dodo, 

de la dynamique. 

Il importe de remarquer que l'on a identiquement: 

n 
dé 

1 — 
do, 

Ton 
dd 

? do, 
LA, = O. 

3 

Nous voyons done que pour y = © on a: 

O 

d’P, 

de; 

LF, 
dx, de, 

Ka 

G(4 v 2 I) zer 

de, de, 
* 

DE 16 

O oO 

—} Oo 

Oo — À 

d*F, d^F, 

de, dx, du, dx, 

d’F, d’F, 

RIA dx; u de, de, 

" d’P, d^F, 

NET. dx, dx, da 

d^ 

d*d 

dà, d, 

d*g 
dà, do, 

A 

d "o d “db 

do, do, do, do, 

d nu d "d 

do, di, da, 

db d^ 

dà, dà, do; 

o o 

— À O 

O — À 

En ésalant à o ce déterminant, on a une équation du 6° degré en 
D * ? D À; 

deux de ses racines sont nulles; nous n'en parlerons pas, car elles se 

rapportent aux deux solutions particuliéres de forme dégénérescente dont 

jai parlé plus haut. Les quatre autres solutions sont distinctes en général. 

Il résulte alors du théorème IV, $ 2, que nous pourrons tirer de 

l'équation 

G (À "7 » [D 
pale — O 

À (et par conséquent a) sous la forme d'une série développée suivant les 



128 H. Poincaré. $ 12. 

puissances croissantes de yy.  J'ajouterai que À peut se développer suivant 

les puissances de y et que le développement de « ne contient que des 

puissances impaires de yu. En effet les racines de l'équation: 

Gia, p)— 0 

doivent étre deux à deux égales et de signe contraire (cf. $ 10). Done 

a doit changer de signe quand je change y» en — yp. 

Démontrons maintenant que S, et 7, peuvent aussi se développer 

suivant les puissances de y. 

S, et T, nous sont donnés en effet par les équations suivantes: 

— <a S ES NS d’F 

u = dyia - 8, ED a 
2" 

a T. Akad d’F REN fea 
— die, de; 

Soit 5, la valeur initiale de 5, et f celle de 7; les valeurs de S, et de 

T, pour une valeur queleonque de ¢ pourront d'aprés le théoréme III, 

$ 2, se développer suivant les puissances de p, de a, des fj, et des fi. 

De plus à cause de la forme linéaire des équations, ces valeurs seront 

des fonctions linéaires et homogènes des f, et des f. 

Soit, pour employer des notations analogues a celles du $ 9, /$, + d, 

la valeur de S, et f + d; celle de 7; pour {= T. La condition pour 

que la solution soit périodique c'est que l'on ait 

U 
ge E di HU 

Les d, et les di! sont des fonctions linéaires des f, et des ff; ces équa- 

tions sont done linéaires par rapport à ces quantités. En général ces 

équations n'admettent d'autre solution que 

P. E fi = O, 

de sorte que les équations (2") n'ont d'autre solution périodique que 

wy p o— 

Mais nous savons que si l'on choisit « de facon à satisfaire à G(a , y) — 0, 

les équations (2") admettent des solutions périodiques autres que S,— 7, —o. 
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Par conséquent le déterminant des équations linéaires d» = d; = o est 

nul. Nous pourrons donc tirer de ces équations les rapports: 

sous la forme de séries développées suivant les puissances de a et de p. 

Comme f reste arbitraire, nous conviendrons de prendre f — 1 de 

telle sorte que la valeur initiale de 7, soit égale à 1. Les f, et les 

fi sont alors développés suivant les puissances de 4 et de y; mais les 

S, et les 7, sont comme nous l'avons vu développables suivant les puis- 

sances de a, de p, des f, et des A; et d'autre part a est développable 

suivant les puissances de jj. 

Donc les S; et les T, seront développables suivant les puissances de 4. 

CORD: 

On aura en particulier: 

DEN UN Ne PA 

Comme, d'aprés notre hypothèse, A qui est la valeur initiale de 7, doit 

être égale à 1, quel que soit y, on aura pour { = o: 

10 11 r2 T qu p oc Nm. pm... 

Ayant ainsi démontré l'existence de nos séries, nous allons chercher à en 

déterminer les coefficients. 
SD 
Nous avons: 

S—0o, T= 

et: 

ee + Sat...) à où =" (T0 Dat.) 

(4) dS? aS; | dT? - d ^ el Ae ag eee | Mert RER 
Ne rn a a eae ae 
—=e . | — € Ik 
dt 2 dt | 

+ aS? + aypSi+... + eT; +aypTi+...| 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 20 août 1890. 17 
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Nous développerons d'autre part les dérivées secondes de F qui 

entrent comme coefficients dans les équations (2) en écrivant: 

d’F a 

des = Au + HA + At 

ER 0 2 274 

ana, Bu + nDBs + By +... 
(5) ae | 

d’F ; " h 

^ dede, — x + PCR + pO E... 

d’F à 

—— dxjdy, = Di, + Di. + we Me aides 

Ces développements ne contiennent que des puissances entières de p 

et ne possedent pas comme les développements (4) des termes dépendants 

de yp. 

On observera que: 

Yn __ fim m m m m 
AE. WM Cis b; ki? exu ki* 

Nous substituons dans les équations (2) les valeurs (4) et (5) à la place 

des €, des y, de leurs dérivées et des dérivées secondes de F. Dans les 

expressions (4) je suppose que a soit développé suivant les puissances de 

Ya, sauf lorsque cette quantité a entre dans un facteur exponentiel €. 

Nous identifierons ensuite en égalant les puissances semblables de 

yz et nous obtiendrons ainsi une série d'équations qui permettent de dé- 

terminer successivement: 

1 0 1 CCR Ons SUE Ses ne bere LU RE 
1 1 

Je n’eerirai que les premières de ces équations obtenues en égalant 

successivement les termes tout connus, les termes en Vis les termes en 

pete. Je fais d'ailleurs disparaitre le facteur €“ qui se trouve. partout. 

Egalons d'abord les termes en yp; il vient: 

dS; 

dt + a5; = 2,4} SEC 2: ie Tr 

LT; m Y a dob ile I SED 
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Egalons les termes en y, il vient: 

> dS; 2 2 € X 12 2 rpo 9.3 
(8) di =f a, S; + a, 5; T >, (49,5 ni Ai, S; Bel, Bi, 1)» xn 

dT; 

Hp 

Si l'on tient compte maintenant des relations (6), les équations (7) 

outre trois équations analogues donnant les 

deviennent: 

dS; dT, 0 10 Qn RE D Zus. 
La premiere de ces équations montre que Sl, Sj et S! sont des con- 

dr! 
stantes. Quant a la seconde, elle montre que al est une constante; mals 

GU 

comme 77 doit étre une fonction périodique, cette constante doit étre 

nulle, de sorte qu'on a: : 

(9) am = Ca 8 + C58; + CS, 

ce qui établit trois relations entre les trois constantes 7, les trois con- 

stantes S; et la quantité inconnue a. 

De son cóté l'équation (8) s'écrira: 

d S A 

dt 

si 92 
+ 49; = yos TU 

Les Bi, sont des fonctions périodiques de /; développons-les d’après la 

formule de Fourier et soit 5, le terme tout connu de 3%. Il viendra: 

ent 0 
a5; = 2 buy 

ou en tenant compte des équations (9), il viendra: 

k=3 
201 n 1 0) 1 y! Qi 

(10) ao Z bu n9; + C555 + Cis 83). 

En faisant dans cette équation (10) 7 = 1,2 et 3, nous aurons trois 

relations linéaires et homogénes entre les trois constantes S', En élimi- 
e i 

,me nant ces trois constantes, nous aurons alors une équation du 3"* degré 

qui déterminera À. 
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Si nous posons pour abréger 

tt w 1 

Ex = Da m G bs 2 + Dis 3k 

l'équation due à cette élimination sécrira: 

€ — 0 €» 13 

(11) En €», — Gj Cog = ©. 

Es C39 €33 — A 

Elle peut encore s'écrire: 

yn 10 Yo 

Tai o o n Ci 13 

E o ch o CH. Cn | 

| 
ro n ro | 

o o mn Cs Ci. Cis 
= ©. 

b, Dis bs  —a, O o 

be, hs Be OR sapere || 

Ds b; bs o o m 

La détermination de a, est la seule partie du calcul qui présente quelque 1 Iu 
difficulté. à 

Les équations analogues à (7) et à (8) formées en égalant dans les 
, . 7 mec . -a 

équations (2) les coefficients des puissances semblables de /7, permettent | YA 

ensuite de déterminer sans peine les a,, les S? et les 77. Nous pouvons 

done enoncer le résultat suivant: 

Les exposants caractéristiques a sont développables suivant les puissances 

croissantes de qn. 

Concentrant done toute notre attention sur la détermination de a, 

nous allons étudier spécialement l'équation (11). Nous devons chercher 

d'abord à déterminer les quantités C? et 5. 

On a évidemment: 
d*F. 

da; day 

Yo 
ik 



§ 12. Sur le probleme des trois corps et les équations de la dynamique. 133 

et 

9S oe d’F, 

7 dytdys 
ou 

15 = — I Am,m, sin e (w= may) + may + may +h) 

et 3 

b, = — 9S Amm, sin w. 

D'aprés les conventions faites dans le paragraphe précédent, la somma- 

tion représentée par le signe > s'étend à tous les termes, quelles que 

soient les valeurs entiéres attribuées à m, , m, et m,. La sommation re- 

présentée par le signe S s'étend seulement aux termes tels que 

nn, + n,m, + NM, = O. 

Sous le signe S nous avons par conséquent: 

wo = mo, + m0, + h. 

Cela nous permet d'écrire 
d^ 

by = oz jour $ et k — 2 ou. 3). 
fe do, da, (L ud y 3) 

Si un ou deux des indices i et k sont égaux à 1, D, sera défini par le 

relation 

nb, + nybs + nb, = O. 

Nous allons à l'aide de cette dernière relation, transformer lequa- 

tion (11) de facon à mettre en évidence l'existence de deux racines nulles 

et à réduire l'équation au quatriéme degré. 

Je trouve en effet par une simple transformation de déterminant et 

en divisant par aj: 

Hi N, n. O O O 

OE Sse, so bs Dy. O 

O o ro EDS Dis o 

C? GY (UR == ps 

- 713 23 33 — 4, o N, 

zo 10 10 

Uis Cx 32 o assa. s 

A Ch ^ o Oo "n 
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Dans le ‘cas particulier où l'on n'a plus que deux degrés de liberté, cette 

équation s'écrit: 
n, n, O Oo 

di 
[9] EU da? O 

do, LE 

ME cL ee ae, 
| 10 ait) 

11 21 o ni | 

ou: 

2 2 9, 2m 10 26 Hia = 378 (ni C5, — 2n,n,Ci, + n3Cj). 
. 2 

L’expression n]0%, — 2n,n,C}, + nC}, ne dépend que.de x? et x} ou si 

Yon veut de n, et de m,. Quand nous nous serons donné les deux 

nombres », et », dont le rapport doit étre commensurable, nous pour- 

rons regarder jC}, — 2n,n,C}, + nC comme une constante donnée. 

de T 
da; 

Alors le signe de aj dépend seulement de celui de 

Quand on s'est donné n, et n,, on forme l'équation: 

d 
(12) du = 0, 

qui est l'équation (7) du paragraphe précédent. Nous avons vu dans 

ce paragraphe qu'à chaque racine de cette équation correspond une so- 

lution périodique. 

Considérons le cas général où l'équation (12) n'a que des racines 

simples; chacune de ces racines correspond alors à un maximum ou à un 

minimum de d. Mais la fonction d étant périodique présente dans chaque 

période au moins un maximum et un minimum et précisément autant 

de maxima que de minima. 

Or pour les valeurs de &, correspondant à un minimum, Ta est 
[T0 

positif; pour les valeurs correspondant à un maximum, cette dérivée est 

négative. 

Done l'équation (12) aura précisément autant de racines pour les- 

quelles cette dérivée sera positive, que de racines pour lesquelles cette 

dérivée sera négative, et par conséquent autant de racines pour lesquelles 

a, sera positif que de racines pour lesquelles a; sera négatif. 
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Cela revient à dire qu'il y aura précisément autant de solutions 

périodiques stables que de solutions instables, en donnant à ce mot le 

méme sens que dans le $ ro. 

Ainsi, à chaque systeme de valeurs de m, et de n,, correspondront au 

moins une solution périodique stable et une solution périodique instable et 

précisément autant de solutions stables que de solutions instables pourvu que 

pi soit suffisamment. petit. 

Je n’examinerai pas ici comment ces résultats s'étendraient au cas 

où l'équation (12) aurait des racines multiples. 

Voici comment il faudrait continuer le calcul. 

Imaginons que l’on ait déterminé complètement les quantités 

Q5 Ag ses Am 

et les fonctions: 4 
al 1 m Sachets 37085; 

po T r7 m—1 

Jio (Te Ree fie ? 

et que l'on connaisse les fonctions S?*' et T7 à une constante pres. 

Supposons qu'on se propose ensuite de calculer 4,,;, d'achever la dé- 

termination des fonctions S”*! et 7" et de déterminer ensuite les fonc- 

tions S^*? et 77*! @ une constante pres. 

En égalant les puissances semblables de y dans les équations (4), on 

obtient des équations de la forme suivante, analogues aux équations (7) 

et (8) 
1 

d 10° Qm : +1 mn opes ^ Apes ODA CNE gums 1) = quantité connue; 

(13) (i=1, 2,3) 5 
as; ** 

ere ee ho eo, = quantité connue 

Les deux membres de ces équations (12) sont des fonctions périodiques 

de t. Egalons la valeur moyenne de ces deux membres. Si nous dé- 

signons par [v] la valeur moyenne d'une fonction périodique quelconque 

U, si nous observons que si U est périodique on a 

b : AT 

le 
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si nous rappelons que, 77 étant connu a une constante pres, T7? — [T7] et 

02 f "pun pm 

[ Bu (Te — (Lr )] 

sont des quantités connues, nous obtiendrons les équations suivantes: 

2,0,[87+') — a, [77] — «,,, T? = quantité connue, 

(14) 
(i=1, 2.3) 

Cal Le) — m[S"*"] — «,,,5! = quantité connue. 

Ces équations (14) vont nous servir à calculer a,,,,,[Z"] et [S7*'] et 

par conséquent à achever la détermination des fonctions 77 et S?*' qui 

ne sont encore connues qu'à une constante pres. 

Si lon additionne les équations (14) aprés les avoir respectivement 

multipliées par 

Se Tes Lg 

on trouve: id 

22,8! Ta, — quantité connue, 

ce qui détermine a, ,,. 

Si dans les équations (14) on remplace 4,,, par la valeur ainsi 

trouvée, on a pour déterminer les six inconnues [77] et [S7*'] six équa- 

tions linéaires dont cinq seulement sont indépendantes. 

Cela posé, on déterminera [77] par la condition que [77] soit nul , 1 | 1 

pour ¢ = o, conformément à l'hypothése faite plus haut, et les cing équa- 

tions (14) restées indépendantes permettront de calculer les cinq autres 

inconnues. 
m+1 
1 Les équations (13) nous permettront ensuite de calculer —e t 

asin " , . . Y 9-4 

xp et par conséquent de déterminer les fonctions 77*' et S”** à une 
at . 

constante prés — et ainsi de suite. 

8 13. Solutions asymptotiques. 

Solent: 

fe r 
(1) di = X, (121,2, ..., 2) 



§ 13. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 137 

n équations différentielles simultanées. Les X sont des fonctions des x 

et de é. 

Par rapport aux x elles peuvent étre développées en séries de puis- 

sances. 

Par rapport à /, elles sont périodiques de période 27. 

Soit: 
Xem EN Ban 2. oy) €, d, 

une solution particulière périodique de ces équations. Les 2? seront des 

fonctions de ¢ périodiques de période 27.  Posons: 

m — a? + €. 
Il viendra: 

. d=; = 

(2) ce wa 

Les = serónt des fonctions des & et de ¢, périodiques par rapport à ¢ et 

développées suivant les puissances des &; mais il n'y aura plus de termes 

indépendants des &. 

Si les £ sont trés petits et qu'on néglige leurs carrés, les équations 

se réduisent à 

dé; it dX; x d X; dX; . 

i uc Uu E 
qui sont les équations aux variations des équations (1). 

Elles sont linéaires et à coefficients périodiques. On connait la forme 

de leur solution générale, on trouve: 

eee t kt nt 
& = Ae g,, dp Ane Go ae Onis 

& = Ae" gy + A, 6 gy» + -. + A, e" Qu 

E nt tot Int : 
Sn = Ae" Pin SF Aree Con + aene SF Are Pans 

les A sont des constantes d'intégration, les « des constantes fixes qu'on 

appelle exposants caractéristiques, les g des fonctions périodiques de /. 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 1 septembre 1890. 18 
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Si alors nous posons: 

& —n$£u + enc d£ 

E ae Pre Bis N2 € 2» ROS 7n nos 

En zx Yi€1n Ar Yi» Con si: QE zB Yin € nn 

les équations (2) deviendront: 

(2^) ipud. 

ou les H, sont des fonctions de ¢ et des 7 de méme forme que les 2. 

Nous pourrons d'ailleurs écrire 

(2) Sho Hi + a 

H? représente l'ensemble des termes de //, qui sont de degré p par rap- 

port aux 7. 

Quant aux équations (3), elles deviennent: 

dy; 

(3°) di m H = ay 

Cherchons maintenant la forme des solutions générales des équations 

(2) et (2’). 

Je dis que nous devrons trouver: 

7, = fonction développée suivant les puissances de A,e*’, A,e™,..., 

A,€^ dont les coefficients sont des fonctions périodiques de f. 

Nous pouvons écrire alors: 

(4) qon tpt baton, 

7! représentant l'ensemble des termes de x, qui sont de degré p par rap- 

port aux 4. | 

Nous remplacerons les y, par leurs valeurs dans H? et nous trou- 

verons: 
HRs HPP H4 ss POS 
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H?* désignant l'ensemble des termes qui sont de degré g par rapport 

aux 4. 

Nous trouverons alors: 

dm 1 1 ai 

dt Li Yi» Yi 1:22 A,e n 

eng 2 n» H?? LL NA hu H?? + yes 
dt Mi in dt iTi i i3 

TE — aat = HP HP +... + MK, 

Ces équations permettront de calculer successivement par récurrence 

2 3 q 
MM Misere 

En effet X, ne dépend que des y', 7*,..., 7% '. Si nous supposons que 

ces quantités aient été préalablement calculées, nous pourrons écrire K, 

sous la forme suivante: 

uem X AP AR. .. A gn at Hana), 

les 9 étant des entiers positifs dont la somme est q et d une fonction 

périodique. 

On peut écrire encore: 

C étant un coefficient généralement imaginaire et ; un entier positif ou 

négatif. Nous écrirons pour abréger: 

ARAS... AR = AT, a, d af, e + af, = Lap, 

et il vieridra: 

dr! : ME: 
—— — ap = DCA gei 2a), 

Or on peut satisfaire a cette équation en faisant: 

CA! e — Xaf) 

Y => JS + Depa y 
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Il y aurait exception dans le cas où l'on aurait: 

yV—1 + Xof — a, — 0, 

auquel cas il s'introduirait dans les formules des termes en ¢. Nous ré 

serverons ce cas qui ne se présente pas en général. 

Nous devons maintenant traiter la question de la convergence de 

ces séries. La seule difficulté provient d'ailleurs comme on va le voir 

des diviseurs 

(5) rv-ı+ Lap — f. 

Cette convergence est une conséquence immédiate des résultats obtenus 

dans le $ 3 mais je préfére en donner une démonstration directe. 

Remplacons les équations (2’) par les suivantes: 

(2^) gy = 2 A" + H+ HP +... + HP +... 

Définissons H?. On voit sans peine que A? est de la forme suivante: 

H? — P Chr mice 

C est une constante quelconque, les Z sont des entiers positifs dont la 

somme est p,7 est un entier positif ou négatif. Nous prendrons alors: 

ll? —X |C| aint. aie 

Les séries ainsi obtenues seront convergentes pourvu que les series tri- 

gonométriques qui définissent les fonctions périodiques dont dépendent 

les H convergent absolument et uniformément; er cela aura toujours 

lieu parce que ces fonctions périodiques sont analytiques. Quant à e, 

c'est une constante positive. 

On peut tirer des équations (2") les 7 sous la forme suivante: 

(4") Mi = 2.Me 7 AP AS... Afr er 

Plusieurs termes pourront d'ailleurs correspondre aux mêmes exposants f. 

Si on compare avec les séries tirées de (2" qui s'écrivent: 

AP" AP 482 
7 Lx N Aj AS ... 2^ ot laity Zi] 

di en m II , 
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voici ce qu'on observe: 1° M est réel positif et plus grand que | N |. 

2° II désigne le produit des diviseurs (5) (7 < Xp). 

Si done la série (4") converge et si aucun des diviseurs (5) n'est 

plus petit que e, la série (4^ convergera également. Voici done com- 

ment on peut énoncer la condition de convergence. 

La série converge: 

si l'expression 

yN—1 + Xaf — a, 

ne peut pas devenir plus petite que toute quantité donnée & pour des 

valeurs entières et positives des 8 et entieres (positives ou négatives) de 7; 

c'est à dire si aucun des deux polygones convexes qui enveloppe, le pre- 

mier les « et + /—1, le second les a, et — J—ı, ne contient l'origine; 

ou si toutes les quantités « ont leurs parties réelles de méme signe 

et si aucune d'elles n'a'sa partie réelle nulle. 

Que ferons-nous alors s'il n'en est pas ainsi. 

Supposons par exemple que A des quantités « aient leur partie réelle 

positive, et que » — k aient leur partie réelle négative ou nulle. Il 

arrivera alors que la série. (4 restera convergente si on y annule les 

constantes A qui correspondent à un a dont la partie réelle est negative 

ou nulle, de sorte que ces séries ne nous donneront plus la solution gé- 

nérale des équations proposées, mais une solution contenant seulement k 

constantes arbitraires. 

Si on suppose que les équations données rentrent dans les équations 

de la dynamique, nous avons vu que x est pair et que les a sont deux. 

à deux égaux et de signe contraire. 

Alors si k d'entre eux ont leur partie réelle positive, k auront leur 

partie réelle négative et » — 2k auront leur partie réelle nulle. En 

prenant d'abord les « qui ont leur partie réelle positive, on obtiendra 

une solution particulière contenant Kk constantes arbitraires; on en ob- 

tiendra une seconde en prenant les «a qui ont leur partie réelle negative. 

Dans le cas où aucun des a n'a sa partie réelle nulle et en par- 

ticulier si tous les « sont réels, on a d'ailleurs: 
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Nous allons nous placer maintenant dans un cas trés particulier. 

Supposons d'abord n = 2, de telle facon que les équations (1) se réduisent à: 

da, » dx, 

Te arn test A ew ae 

Supposons de plus que 

dX dX. » 

(6) az Weis 

La situation du systeme dépend alors des trois quantités x, , v, et ¢; on 

peut done la représenter par la position d'un point dans l'espace; voici 

quel mode de représentation on peut adopter pour fixer les idées: 

Les coordonnées rectangulaires du point représentatif seront: 

e cost, e"sin¢é et m, 
De cette facon 

o 17. a tout systeme de valeurs des trois quantités x,, 7, et £ corres- 

pondra un point de l'espace; 

2°. à tout point de l'espace correspondra un seul systeme de va- 

leurs des quantités z,, r,, cost, sin¢, et par conséquent une seule situa- 

tion du systéme si l'on ne considére pas comme distinctes deux situations 

qui ne différent que parce que ¢ a augmenté d'un certain nombre de 

périodes 27; 

3^ .si; lon; fait varier #, (x, 

présentatif décrit une circonférence; 

et x, restant constants) le point re- 

4^. à la condition x, = x, — o correspond le cercle 2 — 0, @’+y’= 1; 

5°. à la condition x, = — co correspond l'axe des z. 

A toute solution des équations (1) correspondra une courbe décrite 

par le point représentatif. Si la solution est périodique, cette courbe 

est fermée. | 

Considérons done une courbe fermée C correspondant à une solution 

périodique. 

Formons les équations (2), (3), (2’) et (3’) relatives à cette solution 

périodique et imaginons que l'on calcule les quantités « correspondantes. 

Ces quantités sont au nombre de deux, et en vertu de la relation 

(6) elles sont égales et de signe contraire. 
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Deux cas peuvent se présenter: ou bien leur carré est négatif et la 

solution périodique est stable; ou bien leur carré est positif et la solu- 

tion est instable. | 
Placons-nous dans ce dernier cas et appelons + « et —a les deux 

valeurs de l'exposant a; nous pourrons supposer alors que a est réel 

positif. 

Cela posé, les séries (4') seront développées suivant les puissances 
at croissantes de Ae” et de Be“; mais elles ne seront pas convergentes si 

A et D y entrent à la fois; elles le deviendront au contraire, si l'on y 

fait soit A — o, soit B — o. 

Faisons d'abord A — o; alors les » seront développés suivant les 

puissances de Be "; si done / croit indéfiniment, y, et », tendent simul- 

tanément vers o. Les solutions correspondantes peuvent s'appeler solu- 

tions asymptotiques; ctr pour ¢= + co, les 7 et par conséquent les € 

tendent vers 0, ce qui veut dire que la solution asymptotique se rapproche 

asymptotiquement de la solution périodique considérée. 

Si on fait de méme B — o, les y sont développés suivant les puis- 

sances de Ae“; ils tendent done vers o quand / tend vers — co. Ce 

sont done encore des solutions asymptotiques. 

Il y a done deux séries de solutions asymptotiques, la premiere 

correspondant à ¢ = + co, la seconde à f£ — — ©. Chacune d'elles 

contient une constante arbitraire, la premiere B, la seconde A. 

A chacune de ces sérres de solutions asymptotiques correspondra une 

série de courbes se, rapprochant asymptotiquement de la courbe fermée 

C et qu'on pourra appeler courbes asymptotiques. L'ensemble de ces 

courbes asymptotiques formera une surface asymptotigae. Il y aura deux 

surfaces asymptotiques, la premiére correspondant à / — + co, la seconde 

à t=— co. Ces deux surfaces iront passer par la courbe fermée C. 

Supposons que dans les équations (1) les X dépendent d'un para- 

metre y et que les fonctions X soient développables suivant les puissances 

de ce parametre. 

Imaginons que pour 4-0, les exposants caractéristiques a soient 

tous distincts de telle facon que ces exposants, étant définis par l'équa- 

tion G(a, y) — o du paragraphe précédent, soient eux-mêmes dévelop- 

pables suivant les puissances de y. : 

Supposons enfin qu'on ait, ainsi que nous venons de le dire, annulé 
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toutes les constantes A qui correspondent à un « dont la partie réelle 
est négative ou nulle. 

Les séries (4’) qui définissent les quantités 7, dépendent alors de y. 
Je me propose d'établir que ces séries peuvent étre développées, non 

seulement suivant les puissances des A,e“‘, mais encore suivant les puis- 
sances de p. 

Considérons l'inverse de l'un des diviseurs (5) 

(= 1 + Zap — a). 

Je dis que cette expression peut être développée suivant les puissances de y. 
Soient a,,24,,..., a, les k exposants caractéristiques dont la partie 

réelle est positive et que nous sommes convenus de conserver. Chacun 
d'eux est développable suivant les puissances de p. Soit a? la valeur de 
a; pour y — 0; nous pourrons prendre y, assez pétit pour que a, diffère 

aussi peu que nous voudrons de aj quand || <y,. Soit alors À une 

quantité positive plus petite que la plus petite des parties réelles des X 

quantités oj, a),-.., 4:3 nous pourrons prendre y, assez petit pour que, 

quand || <y,, les k exposants a,,a,,..., a, ait leur partie réelle plus 
grande que h. 

La partie réelle de ;y—1 + Zaß— a, sera alors plus grande que 
h (si f, > 0), de sorte qu'on aura: 

Irv=ı + Zap — RES: 

Ainsi si || <y,, la fonction 

(rV=-1ı+%oß— a)” 

. . ume . I 
reste uniforme, continue, finie et plus petite en valeur absolue que ;- 

Nous en conclurons d'aprés un théoréme bien connu que cette fonc- 

tion est développable suivant les puissances de 5 et que les coefficients 

du développement sont plus petits en valeur absolue que ceux du dé- 
veloppement de 

bf ress) 

Il est à remarquer que les nombres A et y, sont indépendants des entiers 

Betr. 
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Il y aurait exception dans le cas où f, serait nul. La partie réelle 
du diviseur (5) pourrait alors être plus petite que h et méme étre né- 
gative. Elle est égal en effet à la partie réelle de Las qui est positive, 
moins la partie réelle de a; qui est également positive et qui peut étre 
plus grande que cellé de Ya, si 8, est nul. 

Supposons que la partie réelle de a, reste plus petite qu'un certain 
nombre A, tant que 4-4. Alors si 

(7) x A I 

la partie réelle de (5) est certainement plus grande que /; il ne peut 
done y avoir de difficulté que pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels 
l'inégalité (7) n'a pas lieu. 

Supposons maintenant que la partie imaginaire des quantités a, , a,, 
e... 4, reste constamment plus petite en valeur absolue qu'un certain 
nombre positif /,; si lon a alors: 

(8) Iz | 2 h; 2B + h 

la partie imaginaire de (5) et par conséquent son module sera encore 
plus grand que h; de telle sorte qu'il ne peut y avoir de difficulté que 
pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels aucune des inégalités (7) et 
(8) n'a lieu. Mais ces diviseurs qui ne satisfont à aucune de ces inégalités 
sont en nombre fini. 

D’apres une hypothese.que nous avons faite plus haut, aucun d’eux 
ne sannule pour les valeurs de # que nous considérons; nous pouvons 
done prendre h et y, assez petits pour que la valeur absolue de l'un 
quelconque d'entre eux reste plus grand que h quand || reste plus 
petit que p. 

Alors l'inverse d'un diviseur (5) quelconque est développable suivant 

les puissances de y et les coefficients du developpement sont plus petits 
en valeur absolue que ceux de 

I 

fL 

h(t — =) 

Nous avons écrit plus haut: 

E Lone dea wee : 

Acta mathematica, 13. Imprimé le 15 septembre 1890. . 19 
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D'aprés nos hypothéses, C peut étre développé suivant les puissances de 

p de telle sorte que je puis poser: 

C= LE, HE 2 Ep! yy? TER 

Reprenons maintenant les équations (2°) en y faisant: 

S h(a —£) , 

Ht = | El pla me. 
Les seconds membres des équations (2") seront alors des séries conver- 

gentes ordonnées selon les puissances de p, de 2,,7,,... et x,. 

On en tirera les y, sous la forme de séries (4") convergentes et or- 

données suivant les puissances de p, A,e™, A,e™,..., Ae". 

.Des équations (2" nous tirerions d'autre part les z, sous la forme 

de séries (4’) ordonnées suivant les puissances de p, A,e*’, A,e™,..., 

A,e™ , e", e "4, Chacun des termes de (4" est plus petit en valeur 

absolue que le terme correspondant de (4") et comme les séries (4") 

convergent, il en sera de méme des séries (4^). 
/ 

8 14. Solutions asymptotiques des équations de la dynamique. 

Reprenons les équations (1) du $ 11 

de; dr di; b. dr 

(1) dt dy aia dx; 

et les hypotheses faites à leur sujet au début de ce § rr. 

Nous avons vu dans ce § 11 que ces équations admettent des solu- 

tions périodiques et nous pouvons en conclure que pourvu que l'un des 

exposants caractéristiques a correspondants soit réel, ces équations ad- 

mettront aussi des solutions asymptotiques. 

A la fin du paragraphe précédent, nous avons envisagé le cas ou 

dans les équations (1) dudit $ 13, les seconds membres X, sont dévelop- 

pables suivant les puissances de p, mais où les exposants caractéristiques 

restent distincts les uns des autres pour 5 = 0. 

od 



$ 14. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 147 

Dans le cas des équations qui vont maintenant nous occuper, c'est a 

dire des équations (1) des $$ r1 et r4, les seconds membres sont encore 

développables selon les puissances de y; mais tous les exposants carac- 

téristiques sont nuls pour y = o. 

Il en résulte un grand nombre de différences importantes. 

En premier lieu les exposants caractéristiques « ne sont pas de- 

veloppables suivant les puissances de y, mais suivant celles de y (cf. 

$ 12). De méme les fonctions que j'ai appelées £,, au début du § 13 

(et qui, dans le eas particulier des équations de la dynamique qui nous 

occupe ici, ne sont autres que les fonctions S, et 7, du $ 12) sont dé- 

veloppables, non suivant les puissances de y, mais suivant les puissances 

de yp. 

Alors dans les équations (2’) du § 13: 

dm _ 
d Hi; 

le second membre //, est développé suivant les puissances des 7, de &^^, 

e "^ et de yp (et non pas de y). 

On en tirera les 7, sous la forme des séries obtenues au paragraphe 

précédent 

Maire er. EN. » " Saat 

I N m RA 

et N et II seront développés suivant les puissances de y. 

Un certain nombre de questions se pose alors naturellement: 

1°. Nous savons que N et [I sont développables suivant les puis- 
= : h 5 N 

sances de yp; en est-il de méme du quotient T 

2°. Sil en est ainsi, il existe des séries ordonnées suivant les puis- 

sances de yp, des A,e”‘, de e" et de e * qui satisfont formellement aux 

équations proposées; ces séries sont-elles convergentes? 

3°. Si elles ne sont pas convergentes, quel parti peut on en tirer 

pour le caleul des solutions asymptotiques. 
: : ; Nass: 

Je me propose de démontrer que l'on peut développer I sulvant 

les puissances de yj et que par conséquent il existe des séries ordonnées 

suivant les puissances de yp, des d,e*’, de c^^ et de e ̂ ^ qui satisfont 
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formellement aux équations (1). On pourrait en douter; en effet II est 

le produit d'un certain nombre des diviseurs (5) du paragraphe précédent. 

Tous ces diviseurs sont développables suivant les puissances de yj; mais 

quelques-uns d'entre eux, ceux pour lesquels 7 est nul, s'annulent avec 

vp. Il peut done arriver que II sannule avec y et contienne en facteur 

une certaine puissance de- y. Si alors N ne contenait pas cette méme 

: ; IN] ) : . 
puissance en facteur, le quotient x © développerait encore selon les puis- 

sances croissantes de y, mais le développement commencerait par des 

puissances négatives. 
5 > au ty ; N 

Je dis qu'il n'en est pas ainsi et que le développement de n° 

contient que des puissances positives de y. 

Voyons par quel mécanisme ces puissances négatives de yj disparais- 

sent. Posons: 
Ale — ai 

et considérons les x et les y comme des fonctions des variables ¢ et w. 

Il importe avant d'aller plus loin de faire la remarque suivante: 

parmi les 2» exposants caractéristiques a, deux sont nuls et les autres 

sont deux à deux égaux et de signe contraire. Nous ne conserverons 

que z — 1 au plus de ces exposants en convenant de regarder comme 

nuls les coefficients À, et les variables #, qui correspondent aux m + 1 

exposants rejetés. Nous ne conserverons que ceux de ces exposants dont 

la partie réelle est positive. 

Cela posé, les équations (1) deviennent: 

dx; ^ dx; ar 

(2) ap rA aw dw,  . dy 

= dy; dy; eT dr 

(3) ae ee 

Cherchons, en partant de ces équations, à développer les x, et les y; — mit 

suivant les puissances croissantes de yj et des w de telle facon que les 

coefficients soient des fonctions périodiques de ¢. 

Nous pouvons écrire: 
p * 

a, = ap + ond... P P 
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car nous avons vu au § 12 comment on peut développer les exposants 

caractéristiques suivant les puissances de yj. 

Ecrivous d'autre part: 

p 

nu bae wb... = La? y, 

n 

y,—n my! + yip... My, 

les æ? et les y? étant des fonctions de ¢ et des w, périodiques par rapport 

à ¢ et développables suivant les puissances de w. 

Si dans les équations (2) et (3) nous substituons ces valeurs à la 

place de a,, des z;"et des y,; les deux membres de ces équations seront 

développés suivant les puissances de yj. 
pti 

Egalons dans les deux membres des équations (2) les coefficients de u” , 
? 

et dans les deux membres des équations (3) les coefficients de ji, nous 

obtiendrons les équations suivantes: 

? 2p 

HE dea HN, 
rk Uk rdi dy, dy 

) lat Y ly? Y UI of «Wi T" & i D 

do at ai We dur ie 70 7.0 v; ? ide dx! 

0 at yP-l 
Dis Vis eee, Wi » 

0 1 p—2 
Yi > Ji» «75 Yi 

Convenons, comme nous l'avons fait plus haut, de représenter par [U] 

la valeur moyenne de U, si U est une fonction periodique de 

Des equations (4) nous pourrons alors deduire les suivantes: 

d; d*F, 
p [p ate = [22] +> ls s, 

dy? di n 

. N° 22 a dy] DE [77] TER ^ [a zt 

Zen k ""k dw; = i 
Ex - 
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* S = . ij , , : , . un 4 Supposons maintenant qu'un calcul préalable nous ait fait connaitre: 

0 1 p—l ] D et pn 

MUR | jn nf AD Wo Wiss sr — [yr]. 

Les équations (5) vont nous permettre de calculer [27] et [y? *] et par 
conséquent a? et y?'. Les équations (4) nous permettront ensuite de 
déterminer 

ap" — [ep] et yt — [yt], 
de sorte que ce procédé nous fournira par récurrence tous les coefficients 
des développements de x, et de y,. 

La seule difficulté est la détermination de [x] et [y] par les 
équations (5). 

Les fonctions [x?] et [y^^] sont développées suivant les puissances 
croissantes des w et nous allons calculer les divers termes de ces dé- 
veloppements en commengant par les termes du degré le moins élevé. 

Pour cela nous allons reprendre les notations du § 12, c'est a dire 

que nous allons poser: 

It 
Pr € 0 = C et | 

da; da 

d^ F, | 

dy; dur 

(pour les valeurs nulles de w). 

. Si alors nous appelons &, ét 7; les coefficients de 

m wi 1 Mo „Mn--1 DER cs TIR 

dans [x?] et [y^], nous aurons pour déterminer ces coeffieients les équa- 

tions suivantes: 

2 bs S8 SE, = À; 

(6) 
DOVE — S5, = pu. 1? 

Dans ces équations (6) A; et p; sont des quantités connues, parce qu'elles 

ne dépendent que de 

0 ,l :p—1 yn P Den m LUN [22 ], 

0 1 )—9 | SET 
Ko Pisses, sy eye] 
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ou des termes de [z7] et [y?”] dont le degré par rapport aux w est plus 

petit que: 
Nos dna Em, 

De plus nous avons posé pour abréger 

1 S —. my ma 42.25 yk es 
M 

Nous avons done pour le calcul des coefficients £ et y; un système d'équa- 

tions linéaires. Il ne pourrait y avoir de difficulté que si le déterminant 

de ces équations était nul; or ce déterminant est egal a: 

ST (aS Gh]. [S* — (at). 
Il ne pourrait s’annuler que pour: 

S = Oo, S = SE a! , 

c'est à dire pour á 
m -L-m.-L.-.-amg.-—. ou I. 

On ne pourrait done rencontrer de difficulté que dans le caleul des termes 

du degré o ou I par rapport aux w. 

Mais nous n'avons pas à revenir sur le calcul de ces termes; en effet 

nous avons appris à caleuler les termes indépendants des w dans le $ 11 

et les coefficients de 

We n—1 

dans le § 12. 

Les termes indépendants des # ne sont en effet autre chose que les 

séries (8) du $ 11 et les coefficients de 

DEL Weg the EN d 

ne sont autre chose que les séries S; et 7; du $ r2. 

Il me reste à dire un mot des premières approximations. 

Nous donnerons aux x) des' valeurs constantes qui ne sont autres 

que celles que nous avons désignées ainsi au Ÿ 11. | 

Nous aurons alors les équations suivantes: 

0 1 1 a 2 
dy; Re. de; Kinn d'yi E ip dy; /—— d*F, 
—— = 0, = Gu, v = — 1 
dt dt 1 dt AGIT — à da! dx! Ur; 
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Dans /, qui ne dépend que des x;, ces quantités doivent être remplacés 

par æ. Dans Æ les x, sont remplacés par x; et les y; par nt. FP’, 

devient alors une fonction périodique de ¢ dont la période est 7. Nous 

désignerons par d comme dans les S$ 11 et 12 la valeur moyenne de 

cette fonction périodique 7; d est alors une fonction périodique et de 

période 2z par rapport aux yj. : 

Les deux premières équations (7) montrent que les y? et les a} ne 

dépendent que des w. En égalant dans les deux derniéres équations (7) 

les valeurs moyennes des deux membres, il vient: 

0 
dy; 

» alw,— = > Cr!, 
— * dap, 

Y 1 . dzi di 
HOUR eee 

— awe dag 

Ces équatidhs (8) doivent servir à déterminer les y? et les x! en fonc- 

tions des w. Peut-on satisfaire à ces équations en substituant a la place 

des y? et des x} des séries développées suivant les puissances des w? 

Pour nous en rendre compte envisageons les équations différentielles 

sulvantes: 

2 dy; 
ner Gees 

dt 

(9) ; 
de! do 
dt dy} 

Ces équations différentielles où les fonctions inconnues sont les y! et les ] Wi 
x}, admettront une solution périodique 

t= 0). © fi Gi 

©, étant la quantité désignée ainsi au $ rr. 

Les exposants caractéristiques relatifs à cette solution périodique sont 

précisément les quantités &. Parmi ces quantités nous sommes convenus 

de ne conserver que celles dont la partie réelle est positive.” Les équa- 

tions (9) admettent un systéme de solutions asymptotiques et il est aisé 

de voir que ces solutions se présentent sous la forme de séries développées 

suivant les puissances des w. Ces séries sätisferont alors aux équations 

(8). Ces équations peuvent done être résolues. 
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Les x} et les y? étant ainsi déterminés, le reste du caleul ne présente 

plus comme nous l'avons vu aucune difficulté. -Il existe donc des séries 

ordonnées suivant les puissances de y, des w et de e*''' et qui satisfont 

formellement aux équations (1). 

; N : : : 
Cela prouve que le développement de m" débute jamais par une 

puissance négative de yj. 

Malheureusement les séries ainsi obtenues ne sont pas convergentes. 

Soit en effet: . 
I 

V— 17 + Lae — di 

Si y n'est pas nul, cette expression est développable suivant les puissances 

de y»; mais le rayon de convergence de la série ainsi obtenue tend vers 

ees 1 vers O quand = tend vers O. 
2g 

Si done on développe les diverses quantités I suivant les puissances 

de y, on pourra toujours parmi ces quantités, en trouver une infinité 

pour lesquelles le rayon de convergence du développement est aussi petit 

qu'on le veut. 

On pourrait encore espérer, quelque invraisemblable que cela puisse 

paraitre, qu'il n'en est pas de méme pour les développements des diverses 
Er UN; - x - ; : * 

quantités Ipae, nous" verrons dans la suite d'une facon rigoureuse qu'il 

n'est pas ainsi en général; il faut done renoncer à ce faible espoir ct 

conclure que les séries que nous venons de former sont divergentes. 

Mais quoiqu'elles soient divergentes ne peut-on en tirer quelque parti? 

Considérons d'abord la série suivante qui est plus simple que celles 

que nous avons en vue 

Fw,p => em 
nl +uy 

Cette série converge uniformément quand y reste positif et que w reste 

plus petit en valeur absolue qu'un certain nombre positif a, plus petit 

que 1. De même la série: 
1] ' | BE u 

|p dpe = (I =f np) 

converge uniformément. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 18 septembre 1890. : 90 
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D 

Si maintenant l'on cherche à développer F(w, p) suivant les puis- 

sances de y, la série à laquelle on est conduit 

(10) Dw" (— n) a? 

ne conyerge pas. Si dans cette série on néglige tous les termes ou l'ex- 

posant de y est supérieur à p, on obtient une certaine fonction 

PD, (we , p). 

Il est aisé de voir que l'expression: 

F (w : p) — ew , p 

ul / 

tend vers o quand y tend vers © par valeurs positives, de sorte que la 

série (10) représente asymptotiquement la fonction F(w,y) pour les 

petites valeurs de y de la méme manière que la série de STIRLING repré- 

sente asymptotiquement la fonction eulérienne pour les grandes valeurs de x. 

Les series divergentes que nous avons appris à former dans le présent 

paragraphe sont tout à fait analogues à la série (10). 

Considérons en effet l'une des séries: 

pen NOE ER Ar 
(10’) p g^ MO COD — (VAS MIS Murs eas pgs À) 

et 
a(*) 

Lut we... wire JL 
; dpi 

s UE s e —— ; 
(d ve)’ (d Va) 

ces séries sont uniformement convergentes pourvu que les w restent in- 

férieurs en valeur absolue à certaines limites et que yy reste réel. 

o sd ; N 5 : r po: í 
Si lon développe I suivant les puissances de y, les séries (107) 

sont divergentes ainsi que nous l'avons dit. Supposons qu'on néglige 

dans le développement les termes où l'exposant de yj est supérieur à p, 

on obtiendra une certaine fonetion 

OS Wy Weis aye wig, T Rr 

qui sera développable suivant les puissances des w, de e*" et qui sera 

un polynôme de degré p en yp. 
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On voit alors que l’expression 

F — 9, 
p Ve 

tend vers o quand y tend vers o pas valeurs positives, et cela quelque 

grand que soit p. 

En effet si l’on désigne par H, l'ensemble des termes du développe- 
r 

H Noten = N 
ment de T° lexposant de yy est au plus égal à p, on a: 

a u — y € (a= H, wi we RD RENATA 
var — Np? Jl 2 d 

et la série du second membre est wniformément convergente et tous ses 

termes tendent vers © quand y tend vers o. 

On peut done dire que les séries que nous avons obtenues dans le 

présent $ r4 représentent les solutions asymptotiques pour les petites 

valeurs de y de la méme manière que la série de STIRLING représente 

les fonctions eulériennes. 

On s'en rendra d'ailleurs mieux compte de la maniére suivante; 

supposons deux degrés de liberté seulement pour fixer les idées; alors 

nous ne conserverons plus qu'une seule des quantités w et nous pourrons 

écrire nos équations sous la forme suivante: 

de; da; ar diui dy; dF 
dt + aw TE gu" dt + ann, = — r2 (i=1,2) 

en supprimant les indices d'a et de w devenus inutiles. 

Nous savons qua est développable suivant les puissances impaires 

de yg et par. conséquent a’ suivant les puissances de y; inversement y 

est développable suivant les puissances de a’; nous pouvons remplacer y 

par ce développement de sorte que F sera développé suivant les puis- 

sances de a^. Pour a — o, F se réduit à F, qui ne dépend que de x, 

et de z,. 

Soit: 
go et) y; = Y(t) 

la solution périodique qui nous sert de point de départ. Posons, comme 

aute r2 

%; E e. (t) a5 Ei, Ji 3 9.(t) == Yi 
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nos équations deviendront: 

dé dé dz 
(11) di + aw=— = &,, 3i + aw 

dy; 
—ı 
dw 

=, et H, sont développés suivant les puissances des &, des 7; et de a’; 

et les coefficients sont des fonctions périodiques de f. 

2 dF att s 
Pour «=o, — et par conséquent Z; s'annulent; done Æ est di- , dy; | i , 1 

L 

visible par 4° et je puis poser: 

2V 2? 
Ep Ju XS m, 

a^ X, représentant l'ensemble des termes du premier degré par rapport aux 

€ et aux 7, et a^ X; représentant l'ensemble des termes de degré supérieur. 

IF : € : , 
De méme, quand « est nul, et par conséquent //, ne dépendent 

€ da; 
plus que des & et non des z;. 

Je puis done poser: 

lj, — Y, -- Y; + a*Q, + al, 
Y; + à! Q; représentant l'ensemble des termes du premier degré par rapport 

aux € et 7, pendant que Y; + a^Q; représentent l'ensemble des termes 

de degré supérieur au premier. Je suppose en outre que Y; et Y; ne 

dépendent que de & et de &,. 

Posons 
- 

— Gn & — ad, 

Y, deviendra divisible par a et Y; par a^ de sorte que je pourrai poser: 

E a'Q; = aZ;, Y; + «Qi = aZ 

et que nos équations deviendront: 

dG s ,d5 AS Y X: 
dt. au dw = AA; zi QM, 

(12) ; ; 
d7i dy _ 27 

dt al dw aZ; + a 2. 
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Considérons les equations: 

eo 
(13) 

SU 
dt GER; 

Ces équations sont linéaires par rapport aux inconnues & et y;. Elles 

ne different pas des équations (2) du $ 12, sinon parce que & et &,.y 

sont remplacés par af et a. D'après ce que nous avons vu au $ 12, 

l'équation qui définit les exposants caractéristiques adinet 4 racines, l'une 

égale à + a, l'autre à — a et les deux autres à o. 

A la premiere racine, c'est à dire à la racine + a, correspondra une 

solution des équations (2) du $ 12 que nous avons appris à former dans 

ce $ I2 et que nous avons écrite ainsi: 

Je rappelle que 5? est nul et par conséquent que $; est divisible par a. 

A la seconde racine — «x correspondra de méme une autre solution 

des équations (2) et nous l’ecrirons: 

= 7 ut Cr u Se nl 

G& =e “D;, ME JP 

Enfin aux deux racines 0, correspondront deux solutions des équations 

(2) que nous écrirons: 

Y nr yur 

= à, 4, = Ty, =. 

SIT 
| pO Se aue a NE ath 

Ti, Ty, Ty’, S;, Sv, S;" sont des fonctions périodiques de /, comme S; et T. 
i 

De plus S;, Sj’, S;" seront comme S; divisibles par a. 

Posons alors: 

DON MEE IMBRE 

a, = S,0, + S30, + 50, + SYA, 

Io BO TR. PRO 

oh MP ON TR. Tre 
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Les fonctions 0; ainsi définies joueront un rôle analogue à celui des fonc- 

tions z; du $ 13. Les équations (12) deviennent alors 

^ 

dt, df, df, dé, à 
= qt aq «0, = aß, Œ T4, «0, = 26,, 

14 
dd, dé, s dé, dé, 
mE ee = al, du a ,. di + au aw = a 0,. 

0,, 0,, 0, et 0, sont des fonctions développées suivant les puissances de 
d LA inc Y degré au moins par 0,, 0,,0,, 0, et a dont tous les termes sont du 2 

rapport aux 6, et dont les coefficients sont des fonctions périodiques de 

t. De plus les 0 doivent être des fonctions périodiques de ¢ et les termes 

du 1* degré en w dans 0,,0,, 0, et 0, doivent se réduire a w,0, 0 et o. 

Ces équations (14) sont analogues aux équations (2 du $ 13. 

Cela posé, soit une fonction qui, de même que 6,, 6,, 0, et 6,, 
ty—1i ty soit développée suivant les puissances de 6,,0,,0,,0,, de a, €^ et e^ 

et qui soit telle que chacun de ses coefficients soit réel positif et plus 

grand en valeur absolue que le coefficient du terme correspondant dans 

875 

des 6,, du second degré au moins par rapport aux f. 

0,, 0, et 0,; tous les termes de 4 seront d'ailleurs, comme ceux 

Observons que le nombre 

= 
a a 

(ot » est entier positif, négatif ou nul, et on p est entier positif et au 

moins égal à 1) est toujours plus grand en valeur absolue que 1, quels 

que soient d'ailleurs £, p et a. 

Formons alors les équations: 

0( —w4 9, '0,—0,. 06,—0,4 9, '0,— 0 - 
on Ss 

qui sont analogues aux equations (2”) du § 13. 

Des équations (14) on peut tirer les @ sous la forme de séries or- 

données suivant les puissances de w et de e*" et qui sont analogues 

aux séries (4^) du $ 13. Des équations (15) on peut tirer les @ sous la 

forme de séries ordonnées suivant les puissances des mémes variables et 

analogues aux séries (47) du $ 13. Chacun des termes de ces dernières 
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series est positif et plus grand en valeur absolue que le terme corres- 

pondant des premiéres séries; si donc elles convergent, il en est de méme 

des séries tirées des équations (1 4). 

Or il est aisé de voir que l'on peut trouver un nombre w, indé- 

pendant de a, tel que si |w|<w,, les séries tirées de (15) convergent. 

Il en résulte que les séries ordonnées suivant les puissances de w 

et tirées de (14) convergent uniformément quelque petit que soit a et par 

conséquent quelque petit que soit y, ainsi que je l'ai annoncé plus haut. 

Nous possédons maintenant les @ sous la forme de séries ordonnées 

suivant les puissances de w et de e*^-; les coefficients sont des fonctions 

connues de a. Si on développe chacun de ces coefficients suivant les 

puissances de a, on obtiendra les @ développés suivant les puissances de 

a. Les séries ainsi obtenues sont divergentes, comme nous l'avons vu 

plus haut; soient néanmoins: 

(16) 0, = 61 +a + a+... + aH +... 

ces series. 

Posons: 

HO E H, = 8, —6,, He 0 A H, — 6,. 

Posons: 

(17) 0; — OÙ HAN Hat... + a? 0? + au, 

en égalant 6, aux p + 1 premiers termes de la série (16) plus un terme 

complementaire a"u;. 

Si dans H; on remplace les 9, par leurs développements (17), les 

H, peuvent se développer suivant les puissances de a et on peut écrire : 

H, — 0? + 46! + à?6; +... + a” 10? 14 aU, 

les @ étant indépendants de « pendant que U, est développable suivant 

les puissances de a. 

On aura alors les équations: 

d df d E 
€ == ee 10 : E 9° 

] dt ij dt u“ dw Di, 

( I 8) 79% 1 747 p—1 
dt; db; db; . dfi 
en he ey ; cum qp 

dt "uH Sur dt "Um dt 8 dw 
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et ensuite: 

lu; Iu; 20? : 
(19) Low Lak zi s 

dt dae : dw 

Voici quelle est la forme de la fonction U;; les quantités # peuvent étre 

regardées comme des fonctions connues de / et de w, définies par les 

équations (18) et par l'équation (20) que j’écrirai plus loin; pendant que 

les #; restent les fonctions inconnues. Alors U, est une fonction développée 

suivant les puissances de w, de e*^", de a et des u;. De plus tout 

terme du 4^ degré par rapport aux w; est au moins du degré p(q — 1) 

par rapport à a. 

Soit U? ce que devient U, quand on y annule 4 et les w;; on aura: 

(20) w ala” | = pU. 
dae 

Je puis ensuite, en posant: 

U; = U,—1 

V, = U— 4, = Dr: Eu, Vs = U, — 4%, E 

mettre les équations (19) sous la forme: 

du, du, = du, du, 2 
== j—1 — qu, — a} — iU BK. cias 
dt 14 QU uU ay 1° dt ta dw Ji 2 2” 

(21) 
du, ad du, di X oM 

qp Bn ewe MM DIN SR he ec 

On voit alors que les V; ne contiennent que des termes du 2° degré au 

moins pàr rapport à 4v et aux W;. 

En effet les 6, sont divisibles par w et se réduisent à w ou à © 

quand on y supprime les termes de degré supérieur au premier en w. 

Il en résulte d'abord que 6? est divisible par w°. D'autre part le second 

membre de l'équation (17) ne contiendra que des termes du 1* degré au 

moins par rapport à w et w,. Done 6; ne contient que des termes du 

2! degré au moins par rapport à w et aux w;. Il en résulte que les 
i 
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seuls termes du 1* degré qui peuvent subsister dans U,, U,, U, et U, 

u, et o. se réduisent respectivement à w,, = u), 4) 
) 

: d£; AC 2 [ 
. D'ailleurs Uu est divisible par aw’; done les V; ne contiennent que 

w 

des fermes du 2° degré au moins. 

C s aub: 

Des équations (21) on peut tirer les w; sous la forme de séries dé- 

veloppées suivant les puissances de w et de e*^^. En appliquant à ces 

équations le méme raisonnement qu'aux équations (14) on peut démontrer 

que ces séries convergent quand | 2 | <w, et que la convergence reste 

uniforme quelque petit que soit a. 

du; du; 

Il résulte de là qu'on peut assigner une limite supérieure indé- g | 

Il en est de méme pour les series qui représentent 

4 . du; d'u; 
pendante de a, à w;, à du qut ti» pourvu que |w| < w,. 

Mais je veux démontrer maintenant que cela a encore lieu pour 

toutes les valeurs positives de w. 

Reprenons les équations: 

U; peut étre regardée comme une série développée suivant les puissances 

de a et des w, et dont les coefficients sont des fonctions de £ et de w. 

Je dis que cette série reste convergente quels que soient ¢ et w pourvu 

que a et les w; solent assez petits. En effet elle ne pourrait cesser de 

converger que si la fonction: 

HD M RTT 

cessait d'être développable suivant les puissances de a, des v, et des v; 

quand on y remplace m, par: 

et + ax; fara? +... fatttart! 4 oattly; 

et y; par: 

tut Pig ele abe Aot. sp oy eate 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 23 septembre 1890. ; 91 
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ou, ce qui revient au méme, si la fonction F pour une valeur queleonque 

de ¢ ou de w (c'est à dire pour un systeme quelconque de valeurs de ¢, 

de y? et de y!) cessait d’étre développable suivant les puissances de 

a, — x), et de y, — n,£ — y). Or il est manifeste qu'il n'en est pas ainsi. 

Je puis done toujours trouver une fonction 9 développée suivant 

les puissances de à et des w;, mais dont les coefficients sont des constantes 

au lieu d’être fonctions de ¢ et de w comme ceux de U;; et de plus 

m'arranger de telle sorte que le coefficient d'un terme quelconque de ® 

soit réel positif et plus grand en valeur absolue que le coefficient cor- 

respondant de U} (i= 1,2,3,4), au moins pour les valeurs de ¢ et 

de w que j'aurai à considérer. 

J’ajouterai que, d'après la forme particulière des fonctions U}, je 

puis trouver deux nombres réels positifs M et f tels que la fonction ® 

satisfasse à la condition que je viens d'énoncer si je prends: 

M(t + 2, dau, + uy, du) 
(ON = = . 
D 1 — fla — Para, + u, + ty + U4) 

Si je considére les valeurs de w positives et inférieures à une certaine 

limite W, je devrai prendre, pour satisfaire à cette condition, de nombres 

M et 8 d'autant plus grands que W sera plus grand; mais tant que W 

sera fini, les nombres M et f seront eux-mêmes finis. 

1 

D'aprés ce que nous avons vu plus haut, il est possible d'assigner pour 
Soit maintenant w, une valeur positive de w plus petite que w,. 

w — w, une limite supérieure à u,, w,, ", et w,; soit «, cette limite, on 

aura done 
Ede ‘ate |u| «wu, pour w= w,. 

Soit maintenant w’ une fonction définie par les conditions suivantes 

du dote du aM(4u + 1) 
LE aw - = — - - 

dt dw I — Ba — 4faPu 1 

7 , — n * —— . Ww — U4, pour w= #,. 

On aura manifestement pour toutes les valeurs de ¢ et de w: 

| <w. (i—1,2,9,4) 
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Or on trouve sans peine: 

I — Ba + Par Ed 49 
jl log - ae u (u u,) = log "m 

et pour a = 0, on trouve: 

I-4w^ (2 u 

I + 4u, "+ p oe w, 

ce qui montre que w’ reste finie quand a tend vers o. 

. Nous devons en conclure que les quantités w; restent également 

finies quand « tend vers o. 

Il résulte de là que la série 

n 1 292 
0; + a0; Ha +... : ' 

représente la fonction 6, asymptotiquement (c'est à dire à la facon de la 

serie de STIRLING) ou en d'autres termes que l'expression: 

0 H 2 I—1 pp—1 
0; — 6; — ab; — a6; — ...-— a". 0; 

(rio 

\ 

tend vers o avec a. En effet cette expression est égale a: 

a(07 + w;) 

et nous venons de voir que 6^ + u, reste fini quand « tend vers o. 

Mais ce n'est pas tout; je dis que = reste fini quand «a tend vers o. 

Nous avons en effet: 

A N d (=) i af) bs HS d U; dug i os 

\dw dw \dw dw ma, du, dw dw 

dU; dU; : : : : 
Eo et P sont des fonctions de ft, de w, de a et des w,; mais d'après 
dat 1 

ce que nous venons de voir, nous pouvons assigner aux w; des limites 

dU; du; ı 

et aux 
du; 5 dw 

supérieures; nous pourrons done en assigner également aux 

Supposons par exemple que l'on ait: 

dU; 

dux 
|« A, = <B (pour w< W), 

A et B étant deux nombres positifs. 
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- d u y itidus 
D'autre part, nous savons qu'on peut assigner une limite a 2 pour 

r^ aw 

w= w,. 

Supposons par exemple que lon ait: 

du; 
me 2 € — , lam <u, pour w Ws 

u, étant un nombre positif. Soit ensuite wv’ une fonction définie comme 

il suit: 
dw du - - à 
jp FOUT = AU (44 + W) + ab, 

uw =U, pour w= w, 
0 . fi 

On aura manifestement: 

, > ie du; wed 
Done w est fini; done du reste finie quand « tend vers o. Done on a 

aw 

asymptotiquement (en entendant ce mot au même sens que plus haut): 

db, dé: dh a dé: 

dw dw LE. uon dw dw Ses 

On démontrerait de méme que l'on a asymptotiquement: 

dé; dé dh „de; 

dt) dt T4 tegat 

d^; du de. ; ae 

dui dw? + “dot À do? oos 

Voici done la conclusion finale a laquelle nous parvenons: 

Les séries: 

vp ype + pee mb OE ck B Wee 
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définies* dans ce paragraphe sont divergentes, mais elles jouissent de la 

méme propriété que la série de Sriruinc de telle sorte qu'on a asympto- 

tiquement: 

ds = Li Vm Hp +... 
y; = nit + Yi + py + py: 

De plus si D est un signe quelconque de différentiation, c’est à dire si 

l'on pose: 
. FFs Ait sspe . 

Df= I ee j 3 
di^daw dw... dw," ^ 

on aura encore asymptotiquement: 

| Da; = Dr; + JpDz; + pDz; + ..., 

Dy; = D(nt + yi) + Va Dyi + pDyi +... 

En ce qui concerne l'étude des séries analogues à celles de STIRLING je 

renverrai au $ 1 d'un mémoire que j'ai publié dans les Acta mathe- 
T 0) matica (tome 8, page 295). 
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Deuxieme partie. 

Equations de la dynamique et probléme des 72 corps. 

CHAPITRE I. 

Etude du cas ou il n'y a que deux degrés de liberté. 

8 15. Représentations géométriques diverses. 

Reprenons les équations (1) du § 11 

de, — dF dx, a dF 

qe E Ag c am 
I 

) dy, = dF dy, im dr 

drea qo de, : qi dz, : 

Nous nous bornerons au cas le plus simple qui est celui ou il n'y a 

que deux degrés de liberté; je n'ai pas à m'occuper en effet de celui ou 

il ny a quun degré de liberté, car les équations de la dynamique 

s'integrent alors aisément par de simples quadratures. 

Nous supposerons donc que la fonction } ne dépend que de quatre 

variables +, ,%,,%,,%,. Nous supposerons de plus que cette fonction est 

uniforme par rapport à ces quatre variables et périodique de période 2z 

par rapport à y, et à y,. 

La situation du systéme est done définie par les quatre quantités 

%,,%,,Y,,Y,, Mais cette situation ne change pas quand y, ou y, aug- 

mente de 27 ou d'un multiple de 2z. En d'autres termes, et pour re- 

prendre le langage du chapitre 1", x, et x, sont des variables linéaires, 

pendant que y, et y, sont des variables angulaires. 
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Nous connaissons une intégrale des équations (2) qui est la suivante: 

F(x, » Te» Ys) = C, — 
bo 
wa 

C désignant la constante des forces vives. Si cette constante est regardée 

comme une des données de la question, les quatre quantités x et y ne 

sont plus indépendantes; elles sont liées par la relation (2). Il suffira 

done, pour déterminer la situation du système, de se donner arbitraire- 

ment trois de ces quatre quantités. Il devient possible, par conséquent, 

de représenter la situation du systéme par la position d'un point P dans 

l'espace. 

Il pourra arriver en outre pour des raisons diverses que les quatre 

variables z et y soient soumises, non seulement à l'égalité (2), mais à une 

ou plusieurs inégalités: 

(3) e, (v, » 0$, s Y,) > 9; er, » T. , Yı » Ya) > ©. 

Supposons par exemple pour fixer les idées que les inégalités (3) 

s'écrivent: 
quosque qu 

et que l'égalité (2) soit telle que lorsque a, satisfait à ces inégalités, on 

puisse tirer de la relation (2) la quatrième variable x, en fonction uni- 

forme des trois autres x, , y, et y,. 

Nous pouvons alors représenter la situation du systéme par un point 

dont les coordonnées rectangulaires seront: 

X = cosy, [1 + eos y, (ex, + d)], Y = siny,[1 + cosy,(er, + d)], 

Z = siny,(ex, + d), 

c et d étant deux nouvelles constantes positives telles que 

ca J- d & 1; cb -- d » o. 

Il est clair en effet qu'à toute situation du systéme, c'est à dire à tout 

et y, satisfaisant aux conditions: système de valeurs de x, , y A 
1 

DDr Am > Ye o 271 ple 
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correspond un point de l'espace et un seul, compris entre les deux tores: 

(1 — JX* 4X9! + Z* — (eb + dy, 
(4) x | 

(1 — VX: + Y)? + Z? — (ca + d)°. 

Et réciproquement, à tout point de l’espace compris entre ces deux tores 

correspond un systeme de valeurs de z,, y, et y, et un seul, satisfaisant 

aux inégalités précédentes. 

Il peut se faire que les inégalités (3) ne s’eerivent plus a> 2, > 5; 

mais que cependant ces inégalités, jointes à la relation (2) entrainent 

comme conséquence 
aam b. 

Si de plus x, est encore fonction uniforme des trois autres variables, le 

méme mode de représentation géométrique est encore applicable. 

Nous pouvons nous placer dans un cas plus général encore: 

Supposons que lon puisse trouver une variable auxiliaire €, jouissant 

de la propriété suivante. Si c y, et y, satisfont à la fois à l'égalité 
v, , a E ? 

(2) et aux inégalités (3), on pourra exprimer x, et x, en fonctions uni- 

formes de £, de y, et de y,. De plus, en vertu des inégalités (3), & ne 

peut devenir infinie et reste comprise entre certaines limites de telle facon ' 

que l'on a comme conséquence de (2) et de (3) 

TIENS SS 

Nous pourrons alors définir complétement la situation du systéme 

en nous donnant les trois variables €, y, et y,, et la représenter par un 

point P dont les coordonnées rectangulaires seront: 

X = cosy, [1 + cosy,(cé + d)], Y = siny,[1 + cosy,(c& + d)], 

Z = siny,(cé + d): 

avec les conditions: 

e>o,ca+d<ı,ch+d>o. 

On voit alors, comme dans le cas précédent, qu’a toute situation du 

systeme correspond un point de l'espace et un seul compris entre les deux 
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tores (4), et réciproquement, qu'à tout point compris entre ces deux tores 

ne peut correspondre plus d'une situation du systéme. 

Il peut se faire que pour x, =a, (ou plus généralement pour & = a) 

la situation du système reste la méme quelle que soit la valeur attribuée. 

à y, Nous en verrons dans la suite des exemples. C'est ainsi qu'en 

coordonnées polaires, il faut en général pour définir la position d'un point 

se donner les deux coordonnées o et w, mais que si on suppose p = o, 

on retrouve toujours le méme point, à savoir le póle, quel que soit w. 

Dans ce cas on choisira les constantes c et d de telle facon que 

ca + d — o. 

Le second des deux tores (4) se réduit alors à un cercle; 

Zio IK. hien, 

En chacun des points de ce cercle y, est indéterminé; mais néanmoins, 

comme pour $ = «a la situation du systéme ne dépend pas de y,, à chaque 

point du cercle correspond une situation du systéme et une seule. 

On peut dire alors qu'à toute situation du système correspond un 

point de l'espace intérieur au premier des deux tores (4) et que réci- 

proquement, à un point intérieur de ce tore ne peut correspondre qu'une 

seule situation du système, | 

J'envisagerai encore un autre cas. 

Imaginons qu'en vertu des inégalités (3), £ puisse prendre toutes les 

valeurs positives, de telle sorte que: 

a= O, b — + co. 

Supposons que pour €= o la situation du système ne dépende pas 
= 

de y, et que pour £ — oo, cette situation ne dépende pas de y. 

Nous pourrons alors représenter la situation par un point dont les 

coordonnées rectangulaires seront: 

gis Yen c Z = € sin y,. 

Pour € — o il vient (quel que soit y,) 

Deco Y = sin; Z 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 23 septembre 1890. 

I o 

r5 to 
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Le point représentatif se trouve sur le cercle 

KA D = Z:= 9 

et sa position ne dépend pas de y,; cela n'a pas d'inconvénient puisque 

par hypothèse la situation du systeme pour & — o ne dépend pas non 

plus de y,. 

Pour £ = co, on trouve pourvu que cosy, soit négatif: 

À X= Y=o0, 2 — RID 

Le point représentatif se trouve alors sur l'axe des Z et sa position ne 

dépend pas de y,, mais pour € = co, la situation du systéme ne dépend 

pas non plus de y,. 

Le mode de représentation adopté est donc légitime. 

Ce qui précéde a besoin d'étre appuyé de quelques exemples. Je 

n'en traiterai ici que trois. | 

Le premier de ces exemples est le plus important parce que c'est 

un cas particulier du problème des trois corps. Imaginons deux corps, 

le premier de grande masse, le second de masse finie, mais trés petite 

et supposons que ces deux corps déerivent autour de leur centre de gra- 

vité commun une 'circonférence d'un mouvement uniforme. Considérons 

ensuite un troisième corps de masse infiniment petite, de facon que son 

mouvement soit troublé par l'attraction des deux premiers corps, mais 

qu'il ne puisse pas troubler l'orbite de ces deux premiers corps. Bornons- 

nous de plus au cas où ce troisième corps se meut dans le plan des 

deux circonférences décrites par les deux premiéres masses. 

Tel est le cas d'une petite planéte se mouvant sous linfluence du 

soleil et -de Jupiter quand on néglige l'excentricité de Jupiter et l'incli- 

naison des orbites. | 

Tel est encore le eas de la lune se mouvant sous l'influence du soleil 

et de la terre quand on néglige l'excentricité de l'orbite terrestre et l'in- 

clinaison de l'orbite lunaire sur l'écliptique. 

Nous definirons la position du troisième corps par ses éléments 

osculateurs à un instant donné ct nous écrirons les équations du mouve- 

ment en adoptant les notations de M. TissERAND dans sa Note des Com p- 

tes rendus du 31 janvier 1887: 
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dL dk dl dk 

dica qi DI NRI Gb 
5 . 

da dR dg /— dR 

"oo dg 2 UNE dG” 

Je désigne par a,e et » le grand axe osculateur, l'excentricité et le 

moyen mouvement de la troisiéme masse; j'appelle / l'anomalie moyenne 

‘de cette troisiéme masse et g la longitude de son périhélie. 

Je pose ensuite: 
LENS Gg — TES. 

Je choisis les unités de telle facon que la constante de Gauss soit égale 

à r, que le moyen mouvement de la seconde masse soit égal à 1 et que 

la longitude de cette seconde masse soit égale à f. 

Dans ces conditions, l'angle sous lequel la distance des deux der- 

niéres masses est vue de la première ne diffère de / + jy — ( que par une 

fonction périodique de / de période 27. 

La fonction A est la fonction perturbatrice ordinaire augmentée de 

z = n Cette fonction ne dépend que de L, de G, de / et de | + 5 — t; 

car la distance de la seconde masse à la premiére est constante et la 

distance de la troisieme à la premiere ne dépend que de L, G et l. 

Cette fonction est d'ailleurs périodique de période 27 tant par rapport a 

| que par rapport al + g — t. 

On conclut de là que l'on a: 

dR dR 

Tag 

et que les équations (5) admettent comme intégrale: 

R + G = const. 

Nous allons chercher à ramener les équations (5) à la forme des 

équations (1). Pour cela nous n'avons qu'à poser: 

“= G, & 

U De UE CE 

F (255. 294499 yg) t + 
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et les équations (5) reprennent la forme: 

dx; dF > dy — dF 

(1) dt «dy E da 

La fonction Æ dépend d'un paramètre trés petit y qui est la masse du 

second corps et nous pouvons écrire: 

F — F, +yur. 

F est périodique par rapport à y, et y, qui sont des variables angulaires, 

tandis que x, et x, sont des variables linéaires. Si lon fait «= o, F 

se réduit à .F, et: — - 
I 

or: 27; 

I 
nj ^ 1 zz G —3, + 

ne dépend plus que des variables linéaires. 

Il résulte de la définition méme de L et de G en fonctions de a et 

e que l'on doit avoir: 

LG owes = us. 

ce qui montre que w, peut varier depuis — x, jusqu'à c. 
] 1 2 2 

Si lon suppose x, = r,, l’excentricité est nulle; il en résulte que 1 2) , 

la fonction perturbatrice et la situation. du systeme ne dépendent plus 

que de la difference de longitude des deux petites masses, c'est à dire de: 

L+g—t=y, +%: 

On en déduit: 
di dF 

dy, dy,’ 
d'ou: 

d(z, — 2) 
(6) | Me CN. 

d'où l’on conclurait (puisque la valeur initiale de x, — x, est supposée 

nulle) que a, doit rester constamment égal à x,; mais ce n'est là pour 

les équations (1) qu'une solution singuliére qui doit étre rejetée. En ce 

qui concerne les solutions »particulieres» que nous devons conserver, 
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l'équation (6) signifie simplement que quand x, — x, atteint la valeur o, 

cette valeur est un maximum, ce qui est d'ailleurs une conséquence de 

l'inégalité 25 > aj. 

Si nous supposons maintenant ©, = — *,, l'excentricité sera encore 

nulle, mais le mouvement sera rétrograde (il l'est toutes les fois que x, 

et r, ne sont pas de méme signe); alors F et la situation du systeme ne 

dépendent plus que de l'angle: 

—l+g—t=y, —Y 

ce qui donne: 
dF dF o. 
dy, dy, — 

Je vais maintenant traiter la question suivante: 
; : à s 
Trouver une variable £ telle que si x, , x, , y, , y, satisfont aux éga- 

lites et inégalités (2) et (3) (qui dans le cas qui nous occupe se réduisent a 

F=C, sia) 

ces quatre quantités peuvent s'exprimer en fonctions uniformes de £ , y, et y,. 

Je traiterai d'abord la question dans le cas où y = o et où 

Envisageons un plan et dans ce plan un point dont les coordonnées 

sont: 

X = x, —c, METRE 

Alors les égalités et inégalités (2) et (3) s'écrivent: 

X buc Eco E. 

Construisons la courbe: 

et les deux droites: 



174 d H. Poinearé. ; §. 15: 

Ces droites et cette courbe peuvent étre dans deux situations. diffé- 

rentes, représentées par les figures 4 et 5. ; 

Chacune des deux figures devrait se composer de deux moitiés .sy- 

métriques par rapport à l'axe des x, mais nous n'avons représenté que 

la moitié qui est au-dessus de cet axe. Dans le cas de la figure 4, la 

courbe nous offre deux ares utiles BC et DE pendant que les ares AB 

et CD doivent être rejetés à cause de l'inégalité Y* > (X +c)’. Dans 

le cas de. la figure 5, il n'y a qu'un arc utile BC et l'arc AB doit 

étre rejeté. 

Fig. 4. - Fig. 5. 

Le passage de la figure 4 à la figure 5 se fait quand la droite CD 

devenant tangente à la courbe, les deux points C ct D se confondent. 

Cela a lieu pour: 

Q I 
D | Go 

~ I 

Nous nous supposerons dans ce qui va suivre placés dans le cas de 

la figure 4 et nous envisagerons seulement lare utile BC; c'est en effet 

le cas le plus intéressant au point de vue des applications. | 

Posons: 

2 

x, + 2%, mp + G^ 

v, — d, 210, Le 

S 

on voit que € sannule au point C et devient infini au point B et que 

quand on parcourt lare BC depuis C jusqu'en Z, on voit & croitre 

constamment depuis o jusqua + co. Si donc on se donne £, le point 

correspondant de Tare BC sera entierement déterminé, ce qui revient à 

dire que x, et x, sont fonctions uniformes de £. 
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Qu'arrivera-t-il maintenant si y n'est plus nul, mais seulement trés 

petit? : 81» 

Faisons encore | 
I ea 7. 

= x, + 2, 

et voyons si en tenant compte des relations 

4 | j 

(7) F8; 6 0; > 0; 

x, et x, seront encore fonctions uniformes de £, de y, et de y,. Pour 

qu'il cessät d'en être ainsi, il faudrait que le déterminant fonctionnel: 

o(£, F) 

9 (v, , a) 

sannulàt pour un système de valeurs satisfaisant aux conditions (7). Or 

cela n'arrivera pas si p est assez petit et si C est assez différent de 2. 

Dans la plupart des applieations, ces conditions seront remplies; 

nous pourrons done prendre € comme variable independante; cette va- 

riable sera’ essentiellemeut. positive et x, et x, seront fonctions-uniformes 

de:£ , y; et 7, 
2 

Toutefois pour trouver le mode de représentation eéométrique. le 

plus convenable, il faut encore faire un changement de variables. — Posons: 

Ti = Li + Los La, — X, — Lo, 

I 

(ui += Yo); Ys bo (y, — Yo). 
tole 

, 

gy = 

Aprés ce changement. de variables, les équations conserveront la 

forme canonique: 
dx, . aE dy, a. dF 

qusc ans, aper dee 

dx, __ ak dys wi dr 

dt — dy; : dE das , 

* On voit aisément pourquoi j'éeris cette dernière relation; l'are BC comme on le 

voit sur la figure est tout entier au-dessus de laxe des X, ce qui entraîne l'inégalité 

æ, > O; il est clair que cette inégalité subsistera encore pour les valeurs suffisamment 

petites de y. 
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On voit que y; et y; sont encore des variables angulaires; quand en 

effet y; ou y, augmente d'un multiple de 27, y, et y, augmentent aussi d'un 

multiple de 27 et par conséquent la situation du systéme ne change pas. 

Mais il y a plus; quand on change simultanément y; et y; en y; + 7 

et y; + 7,y, ne change pas et y, augmente de 27. La situation du 

systéme ne change donc pas. 

Cela posé nous représenterons la situation du systéme par le point 

de l'espace qui a pour coordonnées rectangulaires: 

X = cosy; e v», Y=sinye%, Z = Esiny;. 

Pour £ — o la situation du système ne dépend pas de y, et il en est de 

méme du point représentatif qui est alors sur le cercle 

LOT Se og 
Le 

Pour £ = co, la situation du systeme ne dépend pas de y; et il en 

est de méme du point représentatif qui est alors sur l'axe des Z si cos y; 

est négatif et à l'infini si cosy, est positif. 

A chaque point de l'espace correspond done une situation du sys- 

téme et une seule; réciproquement, à chaque situation du systeme corres- 

pondent, non pas un, mais deux points de l'espace et en effet aux deux 

systèmes de valeurs (7,03, 91,9%) et (ai, 0,4, + 7,4; + 7) corres- 

pondent deux points différents de l'espace, mais une seule situation du 

systéme. 

Les équations (1) admettent les invariants integraux: 

af (dx, dy, + dx,dy,) = T (dx; dy, + da; dy;) 

et 

jJ dx, dy, dx, dy, = Ji da, dy; da dy,. 

Si nous transformons cet invariant par les régles exposées dans le 

$ 7 nous verrons que: 

* > ^7» j 

ajdédy dy, — v; dXdYdZ 

ar amor dF dF 
— x, T EL x, => &(X? JE U Prag "ETES (: a 4 WE Vd 

est encore un invariant intégral. 
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Comme € est essentiellement positif, la quantité sous le signe est 
? o 4 

de méme signe que: 

pun VENE o. ap 
REEL — e | 2 —. { Lo : c, 

! dy, dn dae rios ade. 

Or pour y = o, on trouve: 

dF dF 
di TT HP — — =e 
Lda, andas 1 2 

Si nous nous supposons places dans le cas de la figure 4 et sur l'are 

BC, nous devons supposer: 

$ 2 
GEN cip ONS as ES | D 

d'où l'on tire: 

I P 1 3 L, tc 4m — 20 < 3%, em 0 a ee 

E IF dr . Es 
Ainsi 2,7, + % 7, est toujours négatif quand a est nul. Il en 

ar, de, = 

sera encore de méme quand y cessera d’être nul, pourvu que C soit assez 

différent de >. 

Dans ces conditions l'intégrale: 

xv dXdYdZ 

+ ¥4)(— a 

est un invariant positif. 

Pour y = o, les équations (5) s'intégrent aisément comme on le sait 

et on trouve: 

L = const., G = const., g = const., | = nt + const. 

Les solutions ainsi obtenues sont représentées dans le mode de repré- 

sentation géométrique adopté par certaines trajectoires. Ces trajectoires 

sont fermées toutes les fois que le moyen mouvement » est un nombre 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 2 octobre 1890. : 93 
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commensurable. Elles sont tracées sur des surfaces trajectoires qui ont 

ICONE 

pour équation générale 

et qui sont par conséquent des surfaces de révolution fermées analogues 

a des tores. 

Nous verrons dans la suite comment ces résultats sont modifiés quand 

jj n'est plus nul. 

Comme second exemple, je reprends l'équation dont j'ai déjà parlé ple, J q J J 
à la fin du $ 11 

2 

a + no + mp* = pl, 

R étant une fonction de p et de ¢, holomorphe par rapport à p et 

Cette équation peut sannulant avec p et périodique par rapport à f. 

s’ecrire en reprenant les notations du paragraphe cité: 

dz og do E dr do Se dF dé % a F 

dt = da’ gig gas gi da dt dé 

avec: 

d MB: n°0 mo* 2. 
E=t, no, A he, — pf R(p, £)dp + y 

IE —E 
1a, — NL v2%, sin Y,- 

Posons: 

= ny 2x, COSY,, 
yn 

a 
= 

Les équations conserveront la forme canonique des équations de la dyna- 

mique et la fonction 7’ dépendra de deux variables linéaires x, et 7 et de 
y celis 

On voit aisément que quand on se donne la constante des forces 

deux variables angulaires 7 

vives C, x, ,y, et €, la quatrieme variable 7 est entièrement déterminée; 

on a en effet: 

Mm Lo neo R = 1 

jii Sin y, + B. (p ; E)dp. 

Nous 

4 = C— na, 

O, la situation du systéme ne dépend pas de y,. Pour x, 
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pouvons done adopter pour représenter cette situation le point dont les 

coordonnées sont: ù 

2X emo COsiec as Y = gin €e7 wen. Z = &, BID gy. 

A chaque situation du systéme correspond ainsi un point de l'espace 

et inversement. Il faut excepter les points à l'infini et les points de l'axe 

des Z qui nous donneraient r, = co et par conséquent un résultat illusoire. 

Comme troisième exemple, envisageons un point mobile pesant se 

mouvant sur une surface parfaitement polie et dans le voisinage d'une 

position d'équilibre stable. 

Prenons pour origine le point le plus bas de la surface; pour plan 

des xy le plan tangent qui sera horizontal; pour axes des x et des y les 

axes de lindicatrice de facon que l'équation de la surface s'écrive: 

(rne ce ge == + nel, y), x 

„m ¢(x,y) étant un ensemble des termes du 3"* degré au moins en x et en 

y et p un coefficient trés petit. 

Nous aurons' alors en appelant x’ et y’ les projections de la vitesse 

sur les axes des x et des y 

FE a? y? 

min A au fa ; 
cr aie dy dF di’ dk dy’ dF 

di de’ di "33" OIM EN GER e diy ; 

Changeons de variables en posant: 

/ 

[2% DER Ee Mir 

(cL COs Y,, x = 2x, ga Sin y,, 
Vga 

l2x. : 
V 2s ; — + 

Je i COS Ya, y = Y2x,yybsiny,. 
v9 

Les &quations différentielles conserveront la forme canonique des équa- 

tions de la dynamique. L’&quation des forces vives s'écrit: 

vga?, + vgbx, + Bgm,» v, 5 3.) = C, 
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€ désignant la méme fonction que plus haut, mais transformée par le 

changement de variables. Comme x, et x, sont essentiellement positifs 

(ainsi d'ailleurs que les coefficients a et 5), l'équation des forces vives 

montre que ces deux quantités restent toujours inférieures à une certaine 

limite. D’après la définition de la fonction c cette fonction s'annule avec 

quei x : 

ordre. Nous en conclurons que yw étant trés petit, la fonction pe et ses 

5:5 def I en est encore de méme de ses dérivées partielles du 1° 

dérivées du 1% ordre ne pourront jamais dépasser une certaine limite 

supérieure trés petite. Nous póuvons done écrire: - 

«va de Eve 
= 7 =; 

g P dz, | J 
= Faisons maintenant x, = £r,; le rapport £ sera essentiellement po- 

sitif. L'équation des forces vives devient: 

(9) v (Vga + gb €) + nge (v, > 8, , y. Yo) = C. 

La dérivée du premier membre de (9) par rapport à x, s'écrit: 

de 5 

de, 

f Er i d E vga + yah + pano + pg 
S. 

En vertu des inégalités (8), cette expression est toujours positive, ce qui 

montre que l'on peut tirer de l'équation (9) x, en fonction uniforme de 
1 

&,y, et y,, eb par conséquent que la situation du système est complete- 

ment définie par les trois variables y,, y, et &. 

Pour €= o la situation ne dépend pas de y, pour € = co elle ne 

dépend pas de y,. 

Nous représenterons done cette situation par le point: 

X cosy cn ince P ER 

A chaque point de l’espace correspondra ainsi une situation du sys- 

téme et réciproquement. 

Les exemples qui précédent suffiront, je pense, pour faire comprendre 

l'importance du probléme qui va nous occuper dans ce chapitre et la 

facon dont on peut varier les modes de représentation géométrique. 
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CHAPITRE II. 

Etude des surfaces asymptotiques. 

8 16. Exposé dw probleme. 

Reprenons les équations de la dynamique en supposant deux degrés 

eb y. 
1 

D'aprés ce que nous avons vu aux § 14 ces équations admettent certaines 

de liberté seulement, et par conséquent quatre variables x, , x, , y 

solutions particulieres remarquables que nous avons appelées asymptotiques. 

Chacune de ces solutions asymptotiques est représentée, dans le systéme 

de représentation géométrique exposé au paragraphe précédent, par cer- 

taines courbes trajectoires. L'ensemble de ces courbes engendrent certaines 

surfaces que nous pouvons appeler surfaces asymptotiques et que nous 

nous proposons d'étudier. 

Ces solutions asymptotiques peuvent se mettre sous la forme suivante: 

2% = e, w), v, = £u » W), y, nit g(t, w), 

y, = t ets n) Qr 

w étant égal à Ae”, et A étant une constante arbitraire. De plus ¢,, 

¢,,¢, et c, sont (par rapport à ¢,w éfant regardé un instant comme 

une constante) des. fonctions périodiques de période 7'et »,7' et n, T' 

sont des multiples de 27. 

Si entre les équations (1) on élimine ? et aw, il viendra: 

(2) ngu AU) 

et ces équations peuvent étre regardées comme définissant nos surfaces 

asymptotiques. Nous avons vu ensuite que si l'on cherche à développer 

Li €,, €, et c, suivant les puissances de yj, on arrive à des séries qui 

sont divergentes, mais que ces séries représentent néanmoins asymptotique- 

ment ces fonctions lorsque y est trés petit. 

Je rappelle que je conviens de dire que la série 

A CEA UE st ONDE a? pac 
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représente asymptotiquement la fonction F(a”) pour x trés petit, quand 
on a: : 

. F(t)— A, — Aya — ..— Apa? 
lim — — =.0 ' pour + — 0. 

uP 

Jai étudié dans les Acta mathematica, tome S, les propriétés des 
séries divergentes qui représentent asymptotiquement certaines fonctions 
et j'ai reconnu que les régles ordinaires du ealeul sont applicables à 
ces séries, Une égalité asymptotique, c'est à dire une égalité entre une 
série divergente et une fonction qu'elle représente asymptotiquement, 
peut subir toutes les opérations ordinaires du calcul, à l'exception de la 
différentiation. 

Solent donc 

e. 0, Vp) > o Es Ws Np). m (Est Va, o (sms ig 
les séries divergentes ordonnées suivant les puissances de ,/, qui repré- à 5 2 Vi 
sentent asymptotiquement €i ,¢,,¢,, ¢,.- 

Nous aurons alors les quatre égalités asymptotiques: 

x, — e(t, w, Jp), d$ — "aq 5 0, Vy; 

y, = nO ov, w, Vp), y, = Mt ov (E, w , yp). 
(3) 

Nous pourrons éliminer ¢ et w entre ces.égalités d'après les règles ordi- 
naires du caleul et nous obtiendrons ainsi deux nouvelles égalités asymp- 
totiques: , 

(4) qd. == 8; (9 » Yo) Vu), %, = s,(Y » Uy» ve) 

où s, et s, sont des séries divergentes ordonnées suivant les puissances 
de yp et dont les coefficients sont des fonctions de y, et de y. 

En général, il n'est pas permis de différentier une égalité asymp- 

totique; mais nous avons démontré directement à la fin du $ 14 que 
dans le cas particulier qui nous occupe, on peut différentier autant de 

fois que l'on veut les égalités (3), tant par rapport à ¢ que par rapport à w. 

Nous pouvons en conclure qu'il est permis également de différentier 
les égalités (4) autant de fois qu'on veut par rapport à y ; eb+ay,. e 

Nous nous proposons d'étudier les surfaces asymptotiques définies 
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par les équations (2). Les fonctions 2, — f,, 

ces équations devront satisfaire aux équations 

x, — f, qui entrent dans 

dF dz, dF dz, ar 

de, dy, dx, dy, dy, 

(5) 
dF de, dF da, dE 

dx, dy, dedu in da 5, 
O. 

Nous allons procéder par approximations successives; dans une premiére 

approximation nous prendrons pour équations des surfaces asymptotiques 

les équations (4) en nous arrétant au second terme des séries (c'est à dire 

au terme en yj) inclusivement. L'erreur commise sera alors du méme 

ordre de grandeur que y. 

Dans une seconde approximation, nous prendrons encore pour équa- 

tions des surfaces asymptotiques les équations (4), mais en prenant un 

plus grand nombre de termes dans les series. Nous pourrons en prendre 

un assez grand nombre pour que l'erreur commise soit du. méme ordre 

de grandeur que y”, quelque grand que soit p. | : 

Enfin dans une troisieme approximation, nous chercherons à mettre 

en évidence les propriétés des équations exactes des surfaces asymptotiques, 

c'est à dire des équations (2). 

Nous devons done d'abord chercher à former directement les séries 

s, et s, des équations (4). Ces séries, substituées à la place de x, et de 

z,, doivent satisfaire formellement aux équations (5). 

Nous sommes done conduits à chercher des séries ordonnées suivant 

les puissances de yj, qui satisfassent formellement aux équations (5). Les 

coefficients de ces séries seront des fonctions de y, et de y, qui ne devront 
* , T 5 Yi T 

pas changer quand y, et y, augmenteront respectivement de », T'et n,T. 
1 

Mais nous trouverons une infinité de séries qui satisfont a ces condi- 

tions. Comment distinguer parmi celles-la, celles qui doivent entrer 

dans les égalités (4)? Nous avons vu plus haut que dans notre mode 

de représentation. géométrique, la solution périodique considérée est repré- 

sentée par une courbe fermée et que par cette courbe fermée, passent 

deux surfaces asymptotiques. On passe de l'une à l'autre en changeant 

Ve en — vp. 
Si done dans les équations (2) on change 4» en — y, on obtient 

une seconde surface asymptotique qui doit couper la première, 
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En d'autres termes, si on considére les deux surfaces asymptotiques 

ainsi obtenues comme deux nappes d'une méme surface, on peut dire 

que cette surface a une courbe double. 

Soit s! et sj; la somme des p premiers termes des séries s, et s,, 

les équations: 

% = St f, Ya» Ve) Ly = 33 (y, »Yo5 Ve) 

(6) : 
m= 8/59, — ho = 80.59, — V9) 

representeront deux surfaces qui différeront peu des deux nappes dont 

je viens de parler et qui par conséquent devront se couper. 

Si l'on considére ces deux surfaces comme deux nappes d'une surface 

unique, on peut dire que cette surface unique présente une courbe double. 

Nous verrons dans la suite que cette condition suffit pour faire 

distinguer les séries s, et s, parmi toutes les séries de méme forme qui 

satisfont formellement aux équations (5). 

8 17. Premiere approximation. 

teprenons nos hypotheses ordinaires, à savoir: que quatre variables, 

deux linéaires x, et z,, deux angulaires y, et y, sont liées par les équa- 

tions: 
de, = dk de, = “Ai 

HAN Pe 
I + 

(1) darc dF dy, df 

d cs da, ? T HE dx, 1 

Que la constante C des forces vives étant regardée comme une des 

données de la question, ces quatre variables satisfont à l'équation: 

(2) Fa , ©» 9,9%) = C, 
de telle facon qu'il n'y en a que trois d'indépendantes. 

Que l’on a adopté un mode de représentation géométrique tel qu'à 

toute situation du systéme correspond un point représentatif et réci- 

proquement. | 

—_— 

———— PO 
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Que F dépend d'un paramètre trés petit 5, de telle facon qu'on 

puisse développer 7 suivant les puissances de 5; et écrire: 

PE, ny a et ... 

Que F, ne dépend que de x, et x, et est indépendant de y, et de y,. 

Ces conditions sont remplies dans le cas particulier du probleme des 

trois corps qui nous a servi d'exemple au paragraphe précédent. 

Supposons que pour certaines valeurs de v, et de x,, par exemple 

pour: 

(B em dee i == Te 

les deux nombres: 

dF, dF, 
— et = 0 

dx, dx, 

(que j'appellerai pour abréger n, et »,) sont commensurables entre eux. 

D'après ce que nous avons vu dans le $ 11 à chaque valeur com- P | 
D 1 7 , . 

mensurable du rapport = correspond une equation 
Ti 

qui portait le n? 7 dans le paragraphe cité, et à chaque racine de cette 

riodique des équations (t). équation (7) correspond une solution pé 

3 Nous avons vu ensuite dans le $ 12 que le nombre des racines de 

léquation (7) est toujours pair, que la moitié de ces racines correspond 
à des solutions périodiques stables et l'autre moitié à des solutions instables. 

Les équations (1) ont done si p est assez petit des solutions périodiques 

instables. 

Chacune de ces solutions périodiques sera représentée dans le mode 

de représentation adopté par une courbe trajectoire fermée. 

Nous avons vu au $ 13 que par chacune des courbes fermées qui 

représentent une solution périodique instable, passent deux surfaces tra- 
jectolres dites asymptotiques sur lesquelles sont tracées en nombre infini 

des trajectoires qui vont en se rapprochant asymptotiquement de la courbe 
trajectoire fermée. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 3 octobre 1890. - 94 
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Les équations (1) nous conduisent donc à une infinité de surfaces 

trajectoires asymptotiques dont je me propose de trouver l'équation. 

Voyons d'abord sous quelle forme se présente en général l'équation 

d'une surface trajectoire. Cette équation pourra s'écrire 

d es 9$. (y, , Yo)s tL, = 9 (y, , Yo), 

(, et ®, étant deux fonctions de y, et de y, qui doivent être choisies 

de telle sorte que l'on ait identiquement: 

"odi oo usq 

Ces deux fonctions 4, et ®, devront d’ailleurs satisfaire à deux 

équations aux dérivées partielles: 

dF da, dF dz, dF 

de, dy, dx, dy, dy, 

(3) 
dF dz, dF dx, dF 

da, dy, da, dy, dy, 

Il pourrait d'ailleurs nous suffire d'envisager la premiére de ces équa- 

tions, car on peut en faire disparaître x,, en remplaçant cette variable 

par sa valeur que l'on peut tirer de (2) en fonction de z,, de y, et de y,. 

Voici comment nous procéderons pour intégrer les équations (3) en 

sont trés voisins de x} et de 2$, et que le rapport supposant que a, et =, 

— est commensurable. 

Nous supposerons que x, et x, sont développés selon les puissances 
1 

de Jj» et nous écrirons: 

= + my + apt mp ..., 

La = $$ + e+ 9p + mul + ..., 

| 

et nous chércherons à déterminer les fonctions x! de telle facon qu'en 

substituant dans les équations (3) à la place de x, et de x, leurs valeurs 

(4), ces équations soient satisfaites formellement.' 

ix ONT. a n ra 
* Si ovi et vj étaient choisis de telle sorte que le rapport — soit incommensurable, 

: n 
2 
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Si dans Æ nous substituons à la place de x, et de x, leurs valeurs - 

(4), F deviendra développable suivant les puissances de y; et on pourra 

écrire 

F= H, sh vH, + vi, + au, Tee 

On .voit d'ailleurs sans peine que: 

H, = F (x , a3), 

VU NET 
Lx ae 

ne 
A, = LAG » % Yi Yo) 

= —na — ny, H, = 

dir, dF, d'F,- ; : 
+ (a) a: = 23,25 V es Eb: Cue | — MU — No) 

et plus généralement: 

H, = 0, — [Luc + Mu + mu") + Na] mxp— nx, 

60. ne dépendant que. de 9i,.395, Ge iin en Xp ou 09, 4252-25 La et en 

posant pour abréger 

d*F, d^F, dE, 
Lion da)? en da? dx) ? fie ze 

La premiere des équations (3) nous donne alors, en égalant les puissances 

semblables de yj, une suite d'équations qui nous permettront de deter- 

miner successivement x), 21, a@7,..., x. 

Nous pouvons toujours supposer que 7, — o. Car si cela n'avait 

pas lieu nous poserions: 

vy = ac, + xs, y = dy, — Cs, 

2, = CH, + dz, Y = — by, + ay, 

on pourrait se contenter de développer z, et 2, suivant les puissances de y (et non de 172). 

On arriverait ainsi À des séries, qui à la vérité ne seraient pas convergentes au sens 

géométrique du mot, mais qui comme celles de M. LINDSTEDT pourraient rendre des ser- 

vices dans certains cas. 
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a,b,c,d étant quatre nombres entiers tels que 

ad — be = 1. 

Apres ce changement de variables les équations conservent la forme 

canonique. 

La fonction F qui est périodique de période 2z par rapport à y, 

et à y,, est encore périodique de période 27 par rapport à y} et à y;'. 

Le changement de variables n'a donc pas altéré la forme des équations (1). 

Les nombres n, et n, sont remplacés par deux nouveaux nombres 
2 

n; et n; qui jouent par rapport aux équations transformées le méme 

role que n, et », par rapport aux équations primitives et l'on a: 

7 Wi — in) — ns, 

n; = — bn, + an. 

Mais le rapport de », à n, étant commensurable par hypothese, il est 
1 

toujours possible de choisir les quatre entiers a,b,c,d de telle sorte que 

CR EE a 1 — qu. = bn, + an, = 0. 

"Nous pouvons done, sans restreindre la généralité, supposer que n, 

soit nul; c'est ce que nous ferons jusqu'à nouvel ordre. 

Nous supposerons en méme temps z,T = 2z. 

Si apres cette simplification, nous égalons les coefficients de y; dans 

les deux membres des deux équations (3) il viendra 2 

dx, de, 
(5) == ips = — Nn, — © 

ce qui montre que x, et x, ne dépendent que de y,. 

Egalons maintenant les coefficients de y dans les deux membres de 

la premiére des équations (3), il viendra, en tenant compte des équations (5): 

da? dej , dF, Vr Na: EE 5 (6) — n, a (Max, + Na?) i + E O. 

Nous nous proposerons dans ce qui va suivre de déterminer les 

fonctions z; de telle façon que ce soient des fonctions périodiques de y,, 

qui ne doivent pas étre altérées quand, y, conservant la méme valeur, 
2 

y, augmentera de 27. 
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Nos fonctions pourront alors étre développées en séries trigonomé- 

triques suivant les sinus et cosinus des multiples de y,. Nous conviendrons 

de représenter par la notation 

[u] 
le terme tout connu dans le developpement de la fonction periodique U, 

suivant les lignes trigonometriques de y, et de ses multiples. Dans ces 

conditions on aura: 

dU | 

E a 

et je puis écrire 

| ara + Ne 22 |— 0, 

[ata + yet] = [a] | ati + Na) a=} 

Comme æ, et x, ne dépendent pas de y,, je puis écrire plus simplement: 

fi da ie WI N EZ e ES | 
(7) diu O, (Mx; + Nx?) XR val 

La première de ces équations montre que x! se réduit à une constante. 

Quant à la seconde, elle est facile à intégrer. On a en effet: 

ES dis dF.] 

dy, - Si dy, : 

ce qui nous donne pour l'intégrale de l'équation (7) 

N = i 
(8) Mx,x, + > (m) — [Æ] + C,, 

C, désignant une constante d'intégration. 

Mais si nous regardons la constante des forces vives C comme une 

des données de la question, nous. ne pouvons plus considérer les deux 

constantes x; et C, comme arbitraires On doit avoir en effet identique- 

ment 

F — H, + JnH, + +f, + pupH, +...=C 
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ou 

ou: 
„0 0 al ACHAT — iG, = O, m... 

Ainsi la constante x] est nulle, ce qui apporte de nouvelles simpli- 

fications dans nos équations. 

L'équation (8) devient en effet 

= V2 E) + 6). 
Nous nous contenterons dans ce paragraphe d'écrire et de discuter 

les équations de nos surfaces trajectoires en negligeant les termes en y 

et ne tenant compte que des termes en yp. 

Nous supposerons done que x, et x, sont définis en fonction de y, 

et de y, par les équations suivantes: 

„0 FEE e Us Li = Li + yum, = 2 

me + yet = ot VE E] + 0). 
D'après cela, z, serait une constante et #, une fonction de y, seules 

indépendante ee QE i 

Revenons à notre premier exemple du § 15. Ce que nous dirons 

sappliquerait également aux deux autres exemples, mais c'est sur le 

premier que je veux insister parce que c'est un cas particulier du pro- 

bléme des trois corps. 

Nous avons vu que l'on pouvait représenter la situation du systéme 
par le point P qui a pour coordonnées rectangulaires: 

cosy, € 7"* gin ye "2, Esin ys, 

ou 

, I 4 

GPU M UOS ESI. RE reece == me D | — 
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Nous avions observé de plus que les variables 

EX, #8, D — dq — 

forment avec y; et y; un système de variables canoniques. 

Nous pouvons done regarder £2, y; et y; comme un systeme parti- 

eulier de coordonnées définissant la position du point P dans l'espace, 

de sorte que toute relation entre £, yj. y; est l'équation d'une surface. 

Mais ensuite, nous avons dü faire un autre changement de variables. 

Nous avons posé: 

Zi = aX, + de, Vis dy = CU, 

n a — e. 1 dm, y; = — by, = dy; 

en choisissant les nombres entiers a, ), c,d de facon à annuler le nombre 

que nous avons appelé »;'. 

Aprés ce changement de variables, nous avons supprimé les accents 

devenus inutiles et nous avons restitué le nom de z,,2,,9,, y, à nos 

nouvelles variables indépendantes x)’, xj, y; et yj. 

En conséquence, les variables que nous avons appelées x, , v,, y, et 

y, dans tout le calcul qui précède, et auxquelles nous conserverons désor- 

mais ce nom, ne sont pas les mémes que celles que nous avions dé- 

signées par les mémes lettres dans le premier exemple du $ 15, c'est 

à dire G, L,g —t et l. 

Il est clair que notre nouvel y, et notre nouvel y, sont des fonc- 

tions linéaires de: 

(9 1—1) 
Di Dim 

, 

Ue (g—t+l) et de y= 

et que le rapport du nouvel z, au nouvel z, est une fonction linéaire 

et fractionnaire de €. 

Nous devons conclure de là que l'on peut définir complétement la 

position du point P dans l'espace par le nouvel y,, le nouvel y, et le 

rapport du nouvel x, au nouvel x, de telle facon que toute relation 
x, 7 P E 

entre y,, y, et — est l'équation d'une surface. 
dl 

2 
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Que ce systeme particulier de coordonnées est tel que l'on peut 

; ou y, d'un multiple de 27 sans que le point P change. 

L'équation approximative de nos surfaces trajectoires, en négligeant 

augmenter 7 

les termes en y sera: 

: a. as + tiv a /n 2 : 
(9) re LS EV 0) 

Nous nous proposons tout d'abord de construire les surfaces repré- 

sentées par cette équation approximative (9). 

Observons d'abord que y, = o est l'équation d'une certaine surface 

S et que la portion de cette surface qui nous sera utile est une portion 

de surface sans contact. 

En effet il suffit de montrer que l'on a: 

Or il en est évidemment ainsi, car si l'on pose 

1 277 
F=f, + pk, + BE... 

il vient: 

dy, dF’, „Ar, 
dr MA wes ena de, E EX MES 

: : ; ETT | M 
Le parametre y etant tres petit, -— est de méme signe que mn, et 

di 

n, est une constante qui est toujours de méme signe. 
dy, Z à : 5 

Done re est toujours de méme signe et ne peut s’annuler. : J 

G. QS ReaD: 

La position d’un point P sur la surface S sera définie par les deux 
a 2 

autres coordonnées », et —; ce systeme de coordonnées est tout a fait 
v 

analogue aux coordonnées polaires, c'est à dire que les courbes: 

a 

— = const. 
vi 
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sont des courbes fermées concentriques et que le point P ne change pas 

quand l'autre coordonnée y, augmente de 27. 

Reprenons les surfaces définies par l'équation (9) et étudions leurs 

intersections avec la portion de surface S qui a pour équation y, = Oo. 
= y " . : (re pre 

Je remarque d'abord que yj étant tres petit, ces intersections diffé- 
Ww. 

reront fort peu des courbes — — const. 
X 

1 

Mais pour étudier plus complétement la forme de ces courbes d'inter- 

section, il faut d'abord rechercher quelles sont les propriétés de la fonction 

) | 

Fl: 

Revenons aux notations du $ 11. Dans ce paragraphe nous avons posé: 

= 2 A sin (my, + my, + my, + h), 

A et h étant des fonctions de x), 252, r5; comme nous n'avons plus ici 

que deux degrés de liberté, j’écrirai simplement: 

M Z ai U 7 D F = ZA sin (my, + my, + h). 

En faisant ensuite: 

MEAT y, — ns d ©, wo = (nym, + nym,)t + mo, + h, 

nous trouvions: 

ie = DA sin o. 

Je posais ensuite: 

y= SA sin o, 

la sommation indiquée par le signe S s'étendant à tous les termes tels que: 

mom, + mn, = O; 

d'où 

wo — mo, +h. 

Dans le cas qui nous occupe, », est nul; la condition m,n, + m,n, = o 

se reduit à M, = © et on a y, — @,; M vient done: 

ji SA sin(m,@, + h) = SA sin (my, + h). 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 2 octobre 1890. ine} or 
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D'après la définition de [F,], il suffit pour obtenir cette quantité 

de supprimer dans l'expression de 7, tous les termes ou m, n'est pas nul; 

il vient done: 

[FJ = SA sin (m,y, + h) = d. 

Ainsi la fonction que nous appelons ici [7,] est la méme que nous 

désignions par d dansmlae n't partie. 

[/,] est par conséquent une fonction périodique de y, et cette fonc- 

tion est finie; elle doit donc passer au moins par un maximum et par 

un minimum. 

Nous supposerons pour fixer les idées que [7] varie de la facon 

suivante quand y, varie depuis © jusqu'à 2z. 

Pour y, = o [/,] passe par un maximum égal à ¢,. 

Pour y, = 7, [F,] passe par un minimum égal à c 

Pour y, = 7, [F,] passe par un maximum égal à g,. 
| Pour y, = n, [F,] passe par un minimum égal à g¢,. 

Pour y, = 2z[F,] reprend la valeur ©. 

Pi 7 m 2 $s > Par 

Ces hypothèses peuvent être représentées par la courbe suivante I I 
dont l’abscisse est y, et l'ordonnée [F,]: 

Fig. 6. 

El | 
| Su | 

VAS | 
fs i 2 iP: 

| ifs | 
EE 

ns is ins 2m 

Ayant ainsi fixé les idées, je puis construire les courbes 

z ts n 
2 3 Vi 

3 —19); — "waa | 0 V a QI v L(F.] 4- 6). zw 
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Nous verrons que selon la valeur de la constante d'intégration C,, ces 

courbes affecteront des formes différentes. 

Dans la figure (7), jai représenté par un trait plein —-— — Jes 

deux courbes C, = — e, et C, = —o,; ces deux courbes ont chacune 

un point double dont les coordonnées sont respectivement: 

TP 2 ; 
E mS Y = : x Te 2 7; 

et: 

S. ^ X ums 
Fe 0, , >= = ce a 2 1 

J'ai représenté par un trait pointillé ------- les deux branches 

d'une courbe correspondant à ure valeur de €, > — ¢,. 

J'ai représenté par le trait mixte _.._.._.._.. une courbe corres- 

pondant à une valeur de C, comprise entre — c, et — g,. 

J'ai représenté par le trait ponctué ......... les deux branches d'une 

courbe correspondant à une valeur de C, comprise entre — e, et — e,. 

Pour C, = — e, lune de ces deux branches se réduit à un point 

: ; 5 æ, © ; 
représenté sur la figure en : À, 2 — 5, y, = 7,; l'autre branche est 

av a es fos 1 1 

représentée sur la figure par le trait x x x x x x. 

Pour C, compris entre —g, et —g,, cette seconde branche subsiste 
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seule; pour €, = — e,, elle se réduit à son tour à un point représenté 

en B sur la figure et ayant pour coordonnées; 

Enfin pour €, < — e,, la courbe devient tout entière imaginaire. 

Les surfaces définies par l'équation (1) ont une forme générale qu'il 

est aisé de déduire de celle des courbes que nous venons de construire. 

Considérons en effet une quelconque de ces courbes et par tous ses 

points faisons passer une des lignes dont l'équation générale est: 

Ya = const.; — = const. 

L'ensemble des lignes ainsi construites constituera une surface fermée 

qui sera précisément l'une des surfaces définies par l'équation (9). 

On voit par là que ces surfaces seront en général des surfaces fer- 

mées triplement connexes (c'est à dire ayant mémes connexions que le tore). 

Pour C, > — e, ou pour C, compris entre — e, et — e, on trouve 

deux pareilles surfaces, intérieures lune à l'autre dans le premier cas, 

extérieures l'une à l’autre dans le second. | 

Pour C, compris entre — e, et —¢,, ou entre — g, et — e, on 

n'a plus qu'une seule surface triplement connexe; enfin pour €, < — e, 

la surface cesse complètement d’exister. 

Passons aux quatre surfaces remarquables: 

ecc ae BF. Re e 

OPS Rae Pa 

Les surfaces C, = — e£, et C, = — e, présentent une courbe double 

et ont mémes connexions que la surface engendrée par la révolution 

d'un limacon de Pascar à point double ou d'une lemniscate, autour d'un 

axe qui ne rencontre pas la courbe. 
x 

€, se réduit à une seule surface fermée triple- La surface C, — 

ment connexe et à une courbe fermée isolée; enfin la surface C, = — e, 

se réduit à une courbe fermée isolée. 

Dans le $ 11 nous avons envisagé l'équation: 

d 
— — O 

dà, 

4 
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qui portait le n? 7 dans ce paragraphe; nous avons vu qu'à chacune 

des racines de cette équation correspond une solution périodique. Mais 

dans le cas qui nous occupe, et d'aprés une remarque que nous venons 

de faire, cette équation peut s'écrire: 

d P ERIS 
5 

de telle sorte que les solutions périodiques correspondront aux maxima et 

aux minima de [7,]. Dans le cas actuel, ces maxima, de même que les 

minima, seront au nombre de deux. 

Nous aurons done deux solutions périodiques instables correspondant 

aux deux courbes doubles des surfaces C, — — e, et —g, et deux solu- 

tions périodiques stables, correspondant aux deux courbes fermées isolées 

des surfaces C, = — e, et — eg. 

Quelles sont parmi ces surfaces, celles qui différent peu des surfaces 

asymptotiques et les représentent en premiere approximation? D'après 

ce que nous avons vu au $ 16, ce seront celles d'entre elles qui présentent 

une courbe double, c'est à dire les surfaces C, = — e, et C, = — e. 

8 18. Deuxième approximation. 

Reprenons les équations (1) du paragraphe précédent et les hy po- 

théses faites au début de ce paragraphe; éerivons: 

g,— a+ 2 Vu + vit vp + ..., 

La = v5 + Up + ssp + pu + ...; 

imaginons que les coefficients de ces deux développements soient des fonc- 

tions de y, et de y, et cherchons à déterminer ces coefficients de facon 

que ces équations solent compatibles avee les équations différentielles (1). 

du paragraphe précédent, c'est à dire que l'on ait: 

dF dz, , dEde, , df 
da, dy, dx, dy, dy, 

dE da, dF da, d E 

de, dy, dx, dy, dy, 

(1) 
= O. 

C'est la le probleme que nous nous sommes. proposé plus haut. 
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Ce probléme peut étre présenté sous une autre forme (en se placant 
au point de vue des Vorlesungen über Dynamik). 

Si æ, et x, sont deux fonctions de y, et de y, satisfaisant aux équa- 
tions (1), l'expression: 

x, dy, + x, dy, 

devra étre une différentielle exacte. Si done nous posons: 

dS = a,dy, + x,dy,, 

S sera une fonction de y, et de y, qui sera définie par l'équation aux 
dérivées partielles: 

(2) 
FS ds À zi Pa 
d dy, ? A Ys) =U. 

“1 Ja / 

S pourra se développer suivant les puissances de vp et l'on aura: 

(3) S=S, + Sp + S,p + Sn n dr... 

8,, Sy ++, S... seront des fonctions de y, et de y, et on aura: 

dS, - dS, 3 
— — gi ee 
dy, dy, 3 

Je rappelle maintenant quelles conditions nous avons imposées dans 

le paragraphe précédent, aux fonctions rj et 15; nous avons supposé d'abord 

que x} et x) devaient être des constantes. On a alors 

So = iy, + By: 
: : ar d F 

Si nous appelons ensuite n, et m, les valeurs de E fe a ? 
ax au 

1 2 

pour x, = VAS UR — qu), ces quantités n, et m, seront encore des constantes. 

. . . n LE) 
L'analyse qui va suivre sapplique au eas oü le rapport — est commen- 

surable. Dans ce cas on peut toujours, comme nous l'avons vu, supposer 

n, = O; c'est ce que nous ferons désormais, comme nous l'avons fait dans 

le paragraphe précédent. 

Nous avons supposé en outre dans ce paragraphe que xj et x; sont 

des fonctions périodiques de y, qui ne changent pas de valeur quand on 

change y, et y, en y, + 27 et y,. 
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, s d S, d S, 2 de ld 
Il résulte de là que X et — sont des fonctions périodiques par 

dy, d, 

rapport à y, et qu'on peut écrire: 

Ak 
(4) S, mU ais Op, . 

1 

À étant une constante et 5; une fonction périodique de y,. 

Supposons que dans le premier membre de l'équation (2) 

fuse. dis 
T L—— er 1 4 

: PE 2 dy, 24 1.) 

on remplace S par son développement (3); on verra que F deviendra 

développable suivant les puissances de yj; et qu'on aura, ainsi qu'on l'a 

vu dans le paragraphe précédent: 

EN Bon HE es 

les H étant des fonctions de y,, de y,, et des dérivées partielles de S,, 

Sein etc. 

On voit d’ailleurs que //, dépendra seulement de S,, H, de S, et 
cr 5 Y {a} Q I gj y qi ^ 
5, ^ TH de 5, A oO, et 5, ; I, de 5, s S, E nA ; 5. etc. 

On trouve d'ailleurs: 

H, = F,(a, x) = C, 

ds, 
TI = c ni FS 

J1 

ds, x c 
H, = —n m + AS, + K,, 

dS, 3 j 
H, = —n, di + 2AS, + K,, 

1 

dS, = 2 
H, = —n, + 2AS,, + K,, 

dy, 

ou lon a posé pour abréger: 

DS qim RAT c. 
OS = | um + Ls (+ oat) + dan 9243 

(da? da! dat (da D | — 

\ 2 , «Jj Ql OS re, aN 
et ou. K, ne. depend quel de 50549: 5 Jusquia 9,5. 
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Cela posé, pour déterminer par récurrence les fonctions S, ys nous 

aurons les équations suivantes: 

p HO JH, — o, 0, oat HA 

Si l'on supposait que les fonctions $,, S,,..., S, , fussent entiére- 

ment connues, l'équation 

H=o p 

ou 

IE 
(5) n, ae SAS, AE OK, 

déterminerait la fonction S, a une fonction arbitraire prés de y,. 
Mais ce n'est pas tout a fait ainsi que la question se présente. 
Supposons que l'on connaisse complétement 

3 
S, , S, DEED Se 

et que l'on connaisse S, , à une fonction arbitraire prés de y,. 
Par hypothèse les dérivées de S,, $,,..., S, ,, S, , sont des fonc- 

tions périodiques de y,; done K, et AS, , seront.des fonctions pério- 
diques de y,. 

Désignons par [U] comme nous l'avons fait dans le paragraphe précé- 
dent la valeur moyenne de U qui est une fonction périodique de y,. 

S, doit étre de la ferme (4); nous en concluons que: 

doit étre une constante — indépendante de y,, de sorte que l'équation 
N 

1 

(5) nous donne: 

(6) 2[AS,_.] + [K,] = 4, 

et cette équation déterminera complètement S, , (si l'on suppose que l'on 

se donne, soit arbitrairement, soit suivant une loi quelconque, la con- 

stante A,). 
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Nous trouvons d'abord l'équation: 

ds, H =o ou -=o 
dy, 

qui nous montre que S, est une fonction arbitraire de y,. 
Nous en déduirons: 

ds, ds, ds, dS, 
= / —— 

2458, E M dy, da, + dy, dy, 

(nous posons pour abréger: 

ak, dE 
dat dat ’ (dx)? 

— M — 

comme nous l’avons fait dans le paragraphe cité). 

L'équation que nous trouvons ensuite en égalant à o la valeur 

moyenne de H, est la suivante: 

[AS,] ar [A,] D: 

Or / 
N (dS? 

AS, E = — [AS]. 

D'autre part: 

RE 2508.03): 

À, est une constante qui, ainsi qu'il est aisé de le voir, est précisément 

celle que nous avons appelée — C, dans le paragraphe cité. 

Il vient done: 
ds 2 v 

— — —(LE C ). dy, X 1] rs j) 

S, est ainsi entiérement déterminé à une constante prés; mais nous pou- 

vons. laisser cette constante de cóté, elle ne joue en effet aucun róle 

puisque les fonctions S n'entrent que par leurs dérivées. 

L'équation (6) devient ensuite: 

(7) |N | Be À, ME Ee d es [K,]. 

dy, dy, dy, dy, 
Acta mathematica, „3. Imprimé le 6 octobre 1890. bo e 
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‘Dans le second membre tout est connu; K, ne dépend que de S,, 
dS, 1 

S - A. cfe cda 
HO On) —23 1 p dy, 

une fonction arbitraire prés de y,. 

est connu puisque S, , est supposée déterminée à 
RE 

Y 
5 ds 5 " = 

D'autre part 7 est indépendant de y,; le premier membre peut 
ys 

N ds, = Jr 
dy, L dy, - 

: A . dS,-1 . 

de sorte que l'équation (7) nous donnera [=| en fonction de y,. Nous 
dy, | 

done s'éerire: 

connaitrons done [S, ,] à une constante prés et cette constante qui ne 

joue aucun róle peut étre laissée de cóté. 

Nous connaissons d'une part S, , à une fonction arbitraire pres de 

y,; d'autre part nous connaissons [S, ,] en fonction de y,; done S, , est 

entiérement déterminé. 

La constante C, joue un róle prépondérant. Supposons d'abord 

qu'elle soit supérieure à la valeur que nous avons appelée — e, dans 

les paragraphes cités et par conséquent que [F,] + €, soit toujours po- 

sitif et Á toujours réel et je pourrai ajouter toujours positif parce que 

je suis libre de prendre le signe + devant le radical. 

Je dis que dans ce cas, on peut choisir arbitrairement les constantes 
dS, dS, 

et —— sont des fonctions périodiques non seulement de y dy, dy Sa; J2 

mais encore de y,. (S, est alors de la forme 

À et que 

* 

B, — A9, + Lp, + Sos 

À 
p 

27 tant par rapport à y, que par rapport à y,.) 

En effet, supposons que cela soit vrai pour: 

et #, étant des constantes pendant que S;' est périodique de période 

ds ds, dS, ds, dS,» d S,» dS, 3 “ 

dy, "dy, ? dy, * dy, * 7? dy, ? dy, ? dy, ? 1 

dS, 4a et dS, 

dy, 3 dy, 

je dis que cela sera vrai encore pour 
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En effet, nous avons par hypothése: 

dS, 3 

dy, 
= EA. cos (m,y, + my, + a), 

les A et les a étant des constantes, m, et m, étant des entiers. 

On aura ensuite par définition 

EE A 
| ad De As, cos (m,y, + a). 

Mais on doit avoir 

2[AS, 5] + (ES) — 25 

[$5] às 
. dy, am "wi à 

et par conséquent: 

À,., étant une constante; on en conclut que: 

4 ^ Ap —1 An, =O pour m, +0, An = 
a 

Il vient ainsi 

Aa XS sim(m,y, + m,y, + a) - , Tad d en y ; 171 2.2 Y 
Sa Te De Yı sis 2 Amım m ES [5,1], 

1 1 

m, et m, prenant toujours sous le signe > toutes les valeurs entières 

telles que m, + o. 

Ainsi, pour que S, , soit de la forme voulue, il suffit que: 

[=] 

dy, 

. > . IR . 1S. j Pf a0 7 . 

soit une fonction périodique de y,. Or |: 7 | est défini par l'équation: 
CM. 

as, aso as, 2 € 
la, | ee a, T AST 

I 4 € Y qi à e Lu A "Y ale 3 , ne dépendant que de S,, 8,,..., Sp» sera périodique en y,. 
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ds er Ap dS ° Rete 
= est une constante —— ; de plus i est une fonction pério- 

= 4 = N, ¢ J2 

dique de y, qui ne sannule jamais. 

d 
Il en résulte que | 

¢ 

Sp—1 ; = ; = : 
lj | peut etre developpe suivant les sinus et 
J2 - 

les cosinus des multiples de y,. 

On a ensuite: 
dS, 

y dy, — 2(A S, |) zd 
1 

: dS, LER 
ce quı montre que dos est périodique en y, et y,. 

"s : 
Ainsi en choisissant pour C, une valeur supérieure à — ¢g, et en 

choisissant ensuite les autres constantes 2,, A,, ... d'une façon arbitraire, 

ds dS n 5 : à : 
on trouve pour ; et = des series ordonnées suivant les sinus et les 

I NETS uat ies xau. CC 8 
cosinus des multiples de y, et de y,. Ces séries, quoique divergentes, 

peuvent rendre des services dans certains cas. 

Passons maintenant au cas de 

Cl Se 1 

qui ainsi que nous l'avons vu au § 17 est celui qui correspond aux 

séries qui représentent asymptotiquement les surfaces asymptotiques. 

L'expression 
ni Y [Fi] + 6. 

nest jamais négative, mais elle devient nulle pour une certaine valeur 

de y, que nous avons appelée 7, dans le paragraphe cité. Je supposerai 

dans ce paragraphe que cette valeur est nulle; j'ai le droit de le faire, 

puisque cela n'implique qu'un choix particulier de l'origine des y,. 

Ecrivons done [F,] + ©, sous forme de série trigonométrique: 

[E] + €, = DA, sin my, + IB, cos my,. 

Pour y, — o, cette fonction s'annule ainsi que sa dérivée, puisque 

la fonction étant toujours positive, zéro est pour elle un minimum. I 

en résulte que l'expression suivante: 

(F.] xl: C, 

sin? v [s 
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est ‚developpable suivant les sinus «et cosinus des multiples de y,; c'est 

une fonction périodique de y, :qui me s'annule jamais et ne devient 

jamais infinie. 

Il suit de là que l'on peut écrire: 

sin a 

Tr] a oO; = ZA, cos my, + IB, sin my, 
= 1 

V 2 . ys 
X — 

ds, N 2 

dy, ZA, cos my, + DB» sin my, 

et par consequent: 

Nous pourrons écrire maintenant l'équation (7) sous la forme sui- 

vante: 

V2N sin*: 
Je " ione 

) ZA, cos my, + ZB, sin my, L dy, ot y) 

®, étant une fonction connue de y,. 

Cela posé, je me propose de démontrer que: 

dS, dS, 

dy "5 dy, 

sont des fonctions périodiques de y, et de y,, dont la période est 27 par 

rapport à y, et 47 par rapport à y,. 

Supposons en effet que cela soit démontré pour: 

GS d SS dS. dS. d S, —2 d Sy.» d. Sy. 
. , = 

dy, ! dy,’ dy, ' dy, n dy, 7? dus ? dy, 

d$, 4 

dy, 

moyenne 

est une fonction périodique de y, et de y,; d'autre part sa valeur 

dS, 4 I 

l m: dy, + n 

est une constante indépendante de y,. Nous pourrons done éerire: 

I 

S, = — À, Yi == 6, (9, , Yo) T$ (Ya): 
N, 
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0, :(¥ , y,) étant une fonction périodique de y, et y, ct £, , une fonction 
arbitraire de y, seulement. Il vient ensuite: 

ds dé. dE 
dy, — dy " dy,” 

d'oü 

E d [S,. 1] ven; d [4,1] + dép 

dy, dy, dy, 

et 

Sp d [S] p d6, [8,1] 

dy, Hy c | dy, dy, ? 

dS, 3 dS, .] ce qui montre que 

et de y,. 

- : 25 1S,_ L'équation (7) montre que cela est vrai également de [=| et par 
J2 

a dS, 1 . , - Ir consequent de dy. (quelle que soit d'ailleurs la constante 2,) et l'équa- 

: ; 18, tion (5) montre que cela est vrai de d 
ä LEA 

Cela sera donc vrai des fonctions: 

quel que soit l'indice p. 

Il importe toutefois de remarquer que si ces fonctions sont pério- 
diques, ce n'est pas une raison suffisante pour qu'elles puissent étre de- 

; 3 a i 5 y veloppées suivant les sinus et cosinus des multiples de y, et de 2 ER 

effet ces fonctions ne sont pas toujours finies, sauf pour un choix -parti- 
culier des constantes À,; il est aisé de s'en rendre compte, car l'équation 

(7) d'ou l'on doit tirer la valeur de 

E | 

dy} | 
: : 22 : : a en facteur dans son premier membre sin. Done lexpression de 

dS, 15 . Se , . contiendra sin“ au dénominateur. 
dy, * . 2 
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Les dérivées des fonctions S, pourront donc devenir infinies, mais 

seulement pour * 

: Yo sin —0 ou 9, = 2kz. 

Si y, a une valeur différente de 247, ces dérivées ne deviennent 

infinies pour aucune valeur de y,; elles peuvent done se développer sui- 

vant les sinus et cósinus des multiples de y,. 

Nous pouvons done écrire par exemple: 

d Sii I « 
— =—),,+ IA, cos my, + Y B, sin my, 
dy, — m 

A, et B, étant des fonctions périodiques de y, qui peuvent devenir in- 

finies. 

Imaginons ‘maintenant que les constantes A, d'indice impair soient 

toutes nulles; je dis que 
d. S, ds, 

dy, dy, 

ne changeront pas quand on changera y, en y, + 27 toutes les fois que 

l'indice p sera pair et qu'au contraire ces deux fonctions changeront de 

signe, sans changer de valeur absolue quand on changera y, en y, + 27, 

toutes les fois que Vindice p sera impair. 

Je suppose que le théorème soit vrai pour: 

ds, ds, dS, dS, dS, 2 dS, 2 dS, 1 

dy "du. do du t ud "ide. dy 

et je me propose de démontrer qu'il est vrai également pour 

ds, dS ee 
dy, dy, 

ICE A 
-— est multiplié par (— 1)?” quand y, se change en y, + 27, 
dy, : 

il en sera de méme de: 
: FRERE Ea 

dy, | dy, | 
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aa 

Nous avons trouvé en effet 

disse I : 
E rem + ZA, cosmy, + ZB, sin my, 

1 dy, 

A, et B, étant des fonctions périodiques de y,. 
SI d Spa 

dy, 

sera de méme de 4, et B, et des dérivées de'ces fonctions par rapport 

à y,. ll en sera donc encore de«méme: de: 

dSp—ı [= | = Y d A, sin u. Y d B, cos my, 

dy, dy, p" dy, mi. ° 

Nous avons maintenant à montrer que cela est vrai de 

[5] 
dy, A 

Pour cela il est nécessaire d'étudier de quelle maniére K, dépend 

est multiplié par (— 1)" quand y, augmente de 27, il en Be p q 2 aug 

des fonctions S,, S,, S,...., S, ,. Je me propose d'établir que l'ordre 

de tous les termes de A, par rapport aux dérivées use fonctions d'indice 
impair 

MEC ME , 

sera de méme parité que p. 

En effet, en faisant dans 

E (3 S ds 
3 ae 3 Ws }» dy, dy, , V, , y,) 

= 8, cS Vu + S+t:--; 

nous avons trouvé:: 

p | Rea: Ne Hier 

ar 1 a a) € E je ? > 4 > à d 1 * > qj U Si je change yj» en — vz et qu'en méme temps je change S, , SITES 

ete. en — S|, — S,, — S, etc. sans toucher aux fonctions d’indice pair, 

l'expression de F ne devra pas changer. 

Done H, devra se changer en (— 1)^ H,. 
Cela montre que l'ordre de tous'les:termes de H, par rapport aux* 

dérivées de S,, S,, S,, etc., devra étre de ‘même parité que p. Il devra 
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done, comme je l'ai annoncé, en étre de méme des termes de X, puisqu’on 

obtient X, en supprimant dans 77, les termes qui dépendent de S, , ou de S,. 

Cela posé, changeons y, en y, + 27; les dérivées de S, ne changeront 

pas si q est pair et au plus égal à p — 2; elles changeront de signe si 

q est impair et au plus égal à p— 2. Donc K, se changera en (— ı)PK,. 

Reprenons maintenant l'équation (7) 

(7) N x. [eee as E m 
dy, dy, L dy, 

Quand on change y, en y, + 27, 

[K,] se change en (— ry'[K, ], 

SY EI 
ata sen chs = Zur | "ms se change en ( ) un 

et 

dS, 

dy, 

: 
ds, 

se change en —-". 
di, 

Nous pouvons méme dire que 

À 2. p , se change en (— 1}1,. 

En effet cela est vrai pour p pair parce que A, est une constante 

indépendante de y,; cela est vrai encore pour p impair parce que nous 

avons supposé que les A, d'indice impair sont tous nuls. 

Il résulte de là que 

E se change en (— | 
LCi, A = 5 

et par conséquent 

Get en — m: dS, 4 

dy, dy, 
C. Q. F. D. 

" : iS LS: 
Je dis maintenant que OPP. se changera en (— 12 En 

dy, dy, 
bo -1 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 9 octobre 1890. 
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Eerivons en effet l'équation (5) 

ds J : 

(s) my m = 248, ,-FK, 

A, et AS, , et par conséquent le second membre de l'équation (5) seront 

multipliés par (— 1)’ quand y, augmentera de 27. Il devra donc en 
dS, 

dy 

2 

étre de méme du premier membre et de 
1 

0.0. E. JD. 

Je vais maintenant démontrer que l'on peut choisir les constantes À, 

de facon que les dérivées des fonctions S, ne deviennent pas infinies pour 

y. cdm 

Supposons que l'on ait choisi les constantes 2,,A,,...,A 

facon que 
dS, dS dS,— Id dS5— 

dy, ? dy, dy, ' dy, ? dy, 

restent finies et que les constantes A, d'indice impair soient nulles; je 
dS, 

dy, 
a dS > 

me propose de choisir A, de facon que —7— ne deviennent pas 
? dy, 

non plus infinies. Nous verrons en méme temps que A, devra étre nulle 

si p est impair. 

Se di NE . 
Il est clair d'abord que si —2~— reste finie, il en sera de méme de: 

ey, 

dS, 4 E ‘| 

dy, Dam 

et de 

3 : dS, dS, 9,0) = U) — te [e] 
teprenons maintenant l'équation (7^. Le coefficient de la quantité 

Sp 

inconnue 
dy, 

| sannule pour y, = 2kz; pour que cette quantité in- 

connue demeure finie, il faut que le second membre s'annule également 
et que l'on ait: 

®, (2kz) =, p 
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Comme 4$, ne change pas quand y, augmente de 4z, il suffira de 

prendre 5 — o et k — 1 et d'écrire 

(8) 1 ®, (0) = ?, (27) = Aye 

Si p est pair, il n'y a pas de difficulté, on a: 

®,(yx) = O,(y, + 27) 
et par conséquent: 

de sorte qu'il suffit de prendre: 

à, = 0,(0). 
p 

Si au contraire p est impair, on a: 

®, (Yo) = — Du + 27) 

et 

$,(0) = — d,(27), 

de sorte que les équations (8) ne peuvent étre satisfaites que si l'on a: 

®,(0) = ®,(27) = À, = 0. 

Nous avons done à démontrer que’ pour p impair, ®,(o) est nul. 

Soit en effet: 

et par conséquent 

Je dis que a est nul. 

Nous allons nous appuyer sur un lemme qui est presque évident. | jt 
Voici l'énoncé de ce lemme: 

Soient c, et c, deux fonctions périodiques et de période 27 par £i Pa I 1 
rapport à y, et à %. On sait que si ¢ est une fonction périodique de 

d 
Y\, par exemple, la valeur moyenne de 25 est nulle. On aura donc 

i S 

de, 7 do, 
Vz dy, dif = [fz dy, dy, = O 
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(de, _ de h [i = aay )dy, dy, = o, 

les intégrales étant étendues a toutes les valeurs de y, et de y, depuis 

un = oo 

o jusqu'a 27. 

Il est nécessaire pour que le lemme soit vrai que les fonctions e, 

et e, solent continues, mais leurs dérivées peuvent étre discontinues. Ces 

dérivées doivent seulement rester finies. 

Cela posé, nous achéverons de déterminer la fonction S, , non plus 

par l'équation (7’), mais par l'équation suivante: 

1 DS 
V2N snp 2 ‘| 

2L dy, 
(9) — — q COS 5 + 0, (yj). 

224,, cos my, + ZB, siu my, 

Elle ne differe de l'équation (7’) que par ce que À, a été remplacé 

LI Ya par a cos” 

ein] . r 
est une fonction pério- 

dy 

dique de y, et de période 27, (je rappelle que p est supposé impair). 

; . , d 
Cette équation montre d'abord que | 

2 

De plus cette fonction ne devient pas infinie pour y, = 2kz, parce que le 

second membre de l'équation (9) sannule pour y, =o et pour y, = 27. 

Posons ensuite 

dS, dS, = dS, 4 £ 

* (— dy, mA E tn n dy, ge uo ud dy, RR UD : 

dS, jd las, ds, ae dSp—ı. | 

5 TE dy, dy, = mp Kay, + ... + H dy , 

7 sera une fonction de y,, de y, et de y définie par l'équation: 

1/ 4 ; CEA Y 

(10) FR» G9 Wo Ya) = C. 

Il est aisé de voir que & est entiérement déterminé puisque nous 

connaissons maintenant complètement S,, S,...., S, ,. On pourra done 

tirer 7 de l'équation (10) sous la forme onmi 

1 

9 = % gd ud. 
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les y, étant des fonctions périodiques de y, et de y,, de période 27 par 

rapport à y, et 47 par rapport à y,. 

De plus on aura: 

Nous n'avons besoin que de z,; or on voit tout de suite que 7, est 

donnée par l'équation suivante: 

(11) nn — 2AS HI, 

qui ne différe de l'équation (5) que par ce que l'inconnue y est désignée 

par %- 

Cette équation montre que 7, est une fonction périodique de y,; il 

faut chercher la valeur moyenne de cette fonction. Si l'on se reporte a 

la signification de l'équation (9), on verra qu'elle exprime que la partie 

Y, 5 
moyenne du second membre de (11) est «cos. On a done: 

a Yo 

[7] == n, RE : 

€ est susceptible de deux valeurs différentes qui se permutent l'une 

dans l’autre, soit quand on change y», en — yp, soit quand on change 

Go. CNY 27 

J'appellerai e, la plus grande des deux valeurs de € et ¢, la plus 

petite. 

De méme & est susceptible de deux valeurs; j'appellerai e, celle 

qui correspond à e, et ¢, celle qui correspond à (5. 

Enfin » est susceptible de deux valeurs; j’appellerai z' celle qui 

correspond à e, et 7” celle qui correspond à d,; y, est susceptible de 

deux valeurs que j'appellerai de méme 7; et 7)’. 

La fonction c, est périodique de période 27 par rapport à y,; en 

effet, quand on augmente y, de 2z, les deux valeurs de € se permutent 

entre elles; donc e, qui est toujours égale à la plus grande de ces deux 

valeurs ne change pas. 

Pour la méme raison, ¢,, ¢,, 9, , x, 7’, 7i, 4; seront des fonctions 

de période 27 par rapport à y,. 

Des définitions précédentes, il résulte que ¢,,¢,,¢, et d, sont des 
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fonctions continues, quoique les dérivées de ces fonctions, de méme que 

7 et z" puissent être discontinues. 

Nous sommes done dans les conditions où notre lemme est apps: 

et nous pourrons écrire: 

de, .— d 
n IE: dy, dy, = [f Lae X 2 ay, dy, — 0, 

- | uy ly, du, — i^ dé, de) ly, du, = 
" dy, ̂  Ya | Ray ag 109093 = 0; 

Que 1) y 

ou enfin: 

dm) ipt d(y — à, N FE NR [| er ee 

Cette relation devra avoir lieu quel que soit y. 

ou encore 

, Mais quand y tend vers o z'— 7%, et z" — x, tendent vers o. 

Done on aura: 

12 lim RI ay ch ,—0O (pour y = o). d. Ys Ly p P 

Transformons le premier membre de l'égalité (12). Je remarque 

d'abord que p étant impair, 7, est une fonction qui doit se changer en 

— 7%, quand y, se change en y, + 27. Il suffit pour s'en convaincre 

de se reporter à l'équation (11). Nous avons done: 

d'ou 

d( es!) | ‘d 0 d(t 7) 
[| ie Ho) Dy. ds — = : [| = dy, dy, = 2 th A dy, dys. 

ay, qu. ve ve 

Il reste à voir pour quelles valeurs des y nous devons faire 7, = + x, 

et pour quelles valeurs des y nous devons faire 7; = — 7,. 
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Si nous avons: 

(13) m aL ute ED 0, 

nous devrons prendre d’apres notre convention: 

dS dS, nos dS al 
Ba N ae cpu Tea m 

et 

q 18 1 1 p—1 

fim I a enim ayn to n? cues. 

Si au contraire le premier membre de l'inégalité (13) est négatif, 

nous devrons prendre: 

as, Sas. RE 
ie FS ee E rU ee 

et 

dS — ds, Sas Basler 

du, (ram om. anlem mote "E 

Tout dépend done du signe du premier membre de l'inégalité (13). 

Egalons ce premier membre à o, nous obtiendrons une équation: 

ds, dS, 

u (14) +... | o 
dy, dy, 

Cette équation peut être regardée comme définissant y, en fonction 

de y, et de y. 
1 

On pourra résoudre cette équation et écrire: 

Y = OY,» p) 

Observons seulement que @ est une fonction périodique de période 27 I 
par rapport à y, et que cette fonction @ s'annule identiquement quand 

on y fait u =o. 

Par conséquent quand y, variera de 0 à 0 + 27, on aura: 

= +% 
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et quand y, variera de 60 + ae 2 2z à 0 + 47,-on aura 

, 

Up) ef 

Nos intégrales doivent étre étendues à toutes les valeurs de y, 

comprises entre O et 27. Mais comme 7; est une fonction de période 

27, on aura: 
2z 2 2z 0427 
LI Ll , L LI , 

dy, ^ d, 
dy, | dy,— = | dy, | dy: | nm | Bay, j vu Yo dy, 

0 0 0 a 

ou 
9m 0427 

L , Li u 

dr, dyn 
— dy, dy, = | dy, | dy <<: 

t L'ÉTAT RE NE CS “dy, 
0 u 

Quand 5 tendra vers o, le premier membre devra tendre vers o et * 

d'ailleurs # tendra vers o, on aura done: 

27 27 

: dy, zs x i£ dn, 
tim f 27 dy, dy, = | an | a — 0 

0 0 

d'ou 
27 2x 

^d» "al ] a 4ra 
Oo | i dus dy, a shi dy, — TE | sin dy, = — 

dae mas dy, r n, a "a 

0 0 

On a donc 
DEG 

Gi QT sm 

Il résulte de là que si l'on annule les constantes 4, d'indice impair 

et si l'on donne des valeurs convenables aux constantes À, d'indice pair, 

: dS dS, 
les fonctions =? et —— resteront finies. 

dy, dy, 

On pourra done les développer suivant les sinus’ et cosinus des mul- 

tiples de y, et de us les multiples pairs de ys entreront seuls dans le 

développement si p est pair; si au contraire p est impair, les multiples 

= , ; Yo 
impairs de entreront seuls, 

WM [S 
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Nous aurons alors pour les équations approximatives de la surface 

asymptotique 

pen p iS p-n p 1S 

e. een Sl, 
I TE Hh — PL n ( 5) 1 2n que ed dy, = JI ET 12 p=0 p=0 

Ces séries ainsi que nous l'avons vu sont divergentes, mais si on arréte 

comme nous le faisons dans les équations (15) au n° terme, l'erreur com- 

mise peut étre trés petite si ys est trés petit, ainsi que je l'ai.exposé 

plus haut. 

Nous avons vu que la quantité appelée plus haut « est toujours 

nulle. On peut donner de ce fait essentiel une autre démonstration. 

Posons: 

T — S, + pS, + WS, +... FB? 8,5, 

Ele MUR ae ce 

Je dis d'abord que T est une fonction périodique de-y, et de y,. 
aT. aT » es 
a et um sont des fonctions périodiques; on 

71 

En effet ses dérivées 

a done: 

T= By, im TY Seis 

B et y étant des constantes et 7’ étant une fonction périodique de y, et y,. 

On en conclut que 

dT d1" CTP ai 

gu ae queri tar 
dT et aT 

dy, dy 

est nul. 

Mais les fonctions S,, S,, ..., S, , étant d'indice impair, leurs dé- 

247 e dT 
rivees changent de signe quand on change y, en y, + 2z. Done pm et 

étant des séries trigonométriques dont le terme tout connu 
2 

ü . 

3b changent de signe quand y, augmente de 27. Done les termes tout 
ay, 

connus f et 7 sont nuls." Done T = T est une fonction périodique qui 

ne change pas quand y, augmente de 27 et qui change de signe quand 
y, augmente de 27. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 9 octobre 1890, bo oO 
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Cela posé, nous savons que C et C sont liés par l'équation: pose, q 1 2 

1 2 mé Y 

EGS 69,79.) = C. 

Il en résulte que, si les deux valeurs de & se confondent, les deux 
valeurs de & se confondent également. 

Eerivons que les deux valeurs de & se confondent, il vient: 

dT =| 
a m (16) 

Cette équation (16) est d'ailleurs identique à l'équation (14). Ecri- 
vons maintenant que les deux valeurs de € se confondent, il viendra: 

(17) dv ne 

Les équations (16) et (17) devront étre équivalentes. De plus elles 
devront étre équivalentes à la suivante: 

Ya = OY, , pe), 

0 ayant le méme sens que plus haut. Supposons qu'on développe 6 
suivant les puissances croissantes de y, il viendra: 

(18) y, = pO, + pO, + p°0, +..., 

0, , 0,, 0,, ... étant des fonctions périodiques de y,. 

Supposons y, lié à y, par l'équation (18); quand y, augmentera de 
27,9, ne changerg pas et 7 qui est périodique ne changera pas non plus; 

on aura donc: 
2z 

y-27 a 
dT ) 

— I ( = O0, Tto f G y, +5 dy) = o 
y-0 [2 M 

0 

GIE A Te ; 2 ou en remplacant 7, e dy, Pat leurs valeurs tirées des équations (16) 
aus Us 

et (17) 

Ber 

— u? | dy, — 6) 

Si dans 

€ — tm tem +... 
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on remplace y, par sa valeur (18) il viendra: 

EE LUE EBES-L.., 

£j, & , &, etc. étant des fonctions périodiques de y,. 

On devra avoir quel que soit y: 

fd (& + ph + we +...) = 0 
0 

et par conséquent: 
2x 

ne 
0 

Il est clair que pour obtenir &£, il suffit de faire y, — o dans 7,, 

or on a 

Yo 
[7] = u EZ * 

1 

Il vient done 
27a 

=O 
N, 

ou 

Gi = ©). : (Ue Oe kaa: 

§ 19. Troisième approximation. 

Nous nous proposons maintenant de construire exactement nos sur- 

faces asymptotiques ou plutót leur intersection avec la surface =O 

qui est comme nous l'avons vu plus haut une surface sans contact. 

Dans notre mode de représentation géométrique, la solution pério- 

dique que nous envisageons est représentée par une certaine courbe tra- 

jectoire fermée. Cette courbe fermée vient couper la surface y, — o en 

un point que j'ai représenté sur la figure en O'. 

Par cette courbe fermée passent deux surfaces asymptotiques; ces 

deux surfaces coupent la surface y, = o suivant deux courbes que j'ai 

représentées sur la figure en trait plein en AO’B’ et A'O'B. 

J'ai représenté en trait pointillé ------- lareourbe yp, —:0. 

Reprenons les notations du § 16; considérons les séries s, et s, qui 

entrent dans les équations (4) de ce paragraphe; soient comme dans le 
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$ 16, s et sf la somme des p premiers termes des séries s, et s,. Nous 

avons vu que les équations: 

v, — STA ; y»); Ly = Sb, Yo) 

représentent des surfaces qui différent trés peu des surfaces asymptotiques. 

Ces surfaces couperont la surface y, — o suivant des courbes qui ont 

pour équation: 

eo) v, = S}(0 , yy), qa == se (0 » Yr) 

et qui sont représentées sur la figure en trait mixte —..—..— .-.. 

Fig. 9. 

f CCS 
Ai 

Nous avons appris dans le paragraphe précédent à former les séries s, et 

$,, nous avons vu que S/(y,,%2) et S8(y, , Y,) sont des fonctions périodiques 

de période 27 par rapport à y, et de période 47 par rapport à y,. 

Il en résulte que la courbe en trait mixte doit étre comme l'indique 

la figure une courbe fermée admettant un point double O. 

La premiére question à traiter est la suiVante: les courbes en trait 

plein, intersections des surfaces asymptotiques avec y, — o, sont-elles aussi 

des courbes fermées? Il est clair qu'il en serait ainsi si les séries s, et 

s, étaient convergentes. Car les courbes en trait pointillé différeraient alors 

aussi peu qu'on voudrait des courbes en trait plein; la distance d'un point 

de la courbe pleine à la courbe pointillee tendrait vers o quand p 

croitrait indéfiniment. 

Je vais montrer sur un exemple simple qu'il n'en est pas ainsi. Soit: 

—F-—p»p-dq-—2pn sin? =— pe cos ze (y), 



$ 19. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 221 

4 + 5 mE FU . , . roe f à ou c(y) représente une fonction périodique de y de période 27, et où 

|| et s sont deux constantes que je suppose très petites. Je forme les 

équations: | 

done c ds NP Dp... 
FI qul a m FAag 1 

e) l if 1 dr 
ORE SOE ee aE Fy eae GE pe am: c Q ^( uec me UO ie ae gga sing tr ne cosa (y): 

On voit que p et q joueront le méme rôle que j'attribuais jusqu'ici à z, 
3 e . 

et à x,, pendant que x et y joueront le rôle que jattribuais à y, et à y,, 

je n'ai change les notations que pour supprimer les indices. 

Supposons d'abord s — o. Les équations admettent alors une solu- 

tion périodique qui s'écrit: I 

Les exposants caractéristiques (en laissant de cóté les deux qui sont nuls, 

ainsi quil arrive toujours avec les équations de la dynamique) sont égaux 

à + Yan. 
Il existe alors deux surfaces asymptotiques qui ont pour équations: 

dS dS ae M bg y 

P vro e DE S, = + 2 Yan cos 7 

d'ou 

p = O, q = Eh Var sin 
D [I 

Les exposants caractéristiques n'étant pas nuls, mais égaux à + 2. quand 

on fait e — o, il existera encore une solution périodique pour les petites 

valeurs de e; à cette solution périodique correspondront deux surfaces 

asymptotiques dont l'équation pourra se mettre sous la forme 

d S dS 
ETT dandi! 

S étant une fonction de x et de y satisfaisant à l'équation 

ds 'd SA? : + e =); sin*? + pe cos vg (y). 
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Les exposants caractéristiques ne s'annulant pas pour € = 0, il résulte 

de ce que nous avons dit à la fin du $ 13 que p et q et par conséquent 

S sont développables suivant les puissances croissantes de e. Posons donc: 

ESCAS ct ES, Led: 

Nous avons trouvé plus haut: 

uc 
S. = 2 J2p cos? 

0 

Quant à S,, il devra satisfaire à l'équation: 

ds 

da 

y dS EN 
pu = p COS ze (y). 

Si l'on désigne par X une fonction qui satisfasse à l'équation: 

ds dX 
+ V2u usin ST, — = pe" e (y) (A) 

de 

S, sera la partie réelle de XY. Or on peut satisfaire à cette équation 

en faisant: 
X = e* b(y); 

il suffit pour cela que: 

j dd 
id + Yan sin? © 3; — ue). 

L'équation en @ ainsi obtenue et qu'il sagit d'intégrer est linéaire. Son 

intégrale générale s'écrit: si @(y) = o 

Comme 4 doit être développable suivant les puissances entières de y 

pour les petites valeurs de y, il est facile de voir quelle valeur il faudra 

donner à la constante d'intégration. Si, pour y — o, c (y) sannule, l'inté- 

grale devra s'annuler aussi, de sorte qu'il faudra la prendre entre les li- 

mites'O et y. 
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Que faudrait-il maintenant pour que les courbes BO'B' et AO'A' 

fussent fermées? Il faudrait que la fonction S restät finie ainsi que ses 

dérivées pour toutes les valeurs de y et fit périodique de période 47 

par rapport à y (c'est ce qui arrivait, rappelons-le, pour les fonctions sj 

et sj dont nous avons parlé un peu plus haut) Comme cela devrait 

avoir lieu pour toutes les valeurs de e, cela devrait avoir lieu de Sj, 

et comme -S, est égal à cosz multiplié par la partie réelle de 4, plus 

sinz multiplié par la partie imaginaire de d, cela devrait avoir lieu de d. 

Done pour les valeurs de y voisines de 27, ¢ devrait étre dévelop- 

pable suivant les puissances entières de y — 2z. Mais il n'en est pas 

ainsi de (te^) . Donc l'intégrale: 
EA e 

27 

= [Vista] a 
0 

devrait étre nulle. Caleulons cette intégrale en supposant ¢(y) = siny. 

Posons tg 7 — t, il viendra: 
4 

^[-* (x — t?) dt 
df = 4 your GET, . 

0 

2 

(1 + 0) 
5 : POETAE t 

Intégrons pas parties en remarquant que est la dérivée de ——, 
I+t 

il viendra: 
oo 

. 
t—< dt 

T= am [ES 
0 

Faisons ¢? — u, on aura: 

= 
> a+1 

mn ? du __ 2724 NE? — 87 

I+u am IE TE 
er eve +e Van 

J = 2aV2p 

0 

Done J m'est pas nul; done les courbes BO'B' et AO'A' ne sont pas 

fermées; done les séries s, et s, ne sont pas convergentes, non plus que 
2 



224 H. Poincaré. $ 019. 

les séries définies dans les $$ 14 et 18 ainsi que je l'avais annoncé dans 

ees paragraphes. 

La distance des deux points B et Bb’ n'est donc pas nulle, mais elle 

jouit de la propriété suivante. Non seulement BB’ tend vers o, quand 
D 

d BB : ‘ 
Y ers als > a (ja le ‚EIS € je tend vers o, mais le rapport —- tend également vers o quelque grand 

n 

que soit p. 

En effet la courbe pointillée a pour équation 

y, = O, Ti = st (o , y), v, = Ss$(O,. y») 

et la courbe en trait plein a pour équation: 

Ye 9, Ti x f(o , Y,); LT, = f,(0 , Y,)- 

D’apres ce que nous avons vu plus haut les series s, et s, representent 
1 

asymptotiquement les fonctions f, et f,, ce qui veut dire que l'on a: 

h—si p= s == E lim == lim =o (pour y — o). 

p fe 
ip 

Done le rapport à yw’ de la distance de B à la courbe pointillée tendra era k 

vers o et il en sera de méme du rapport à 5^ de la distance de B’ à 

cette courbe pointillée. On a done: 

By 
lim —— = o. 

2 

pe 
CQ. FD 

En d'autres termes, si on regarde y comme un infiniment petit du 

premier ordre, la distance BB’, sans étre nulle, est un infiniment petit 
1 

d'ordre infini. C'est ainsi que la fonction e “ est un infiniment petit 

d'ordre infini sans étre nulle. 

Dans lexemple particulier que nous avons traité plus haut, la di- 

stance BB’ est du méme ordre de grandeur que l'intégrale J, c'est à 
T 

dire que e var. 
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Une seconde question à traiter est celle de savoir si les deux courbes. 

O'B et O'D' prolongées se coupent. S'il en est ainsi en effet, la tra- 

jectoire qui passera par le point d'intersection appartiendra à la fois aux 

deux nappes de la surface asymptotique. Ce sera une trajectoire double- 

ment asymptotique. Soit C la trajectoire fermée qui passe par le point 

O' et qui représente la solution périodique. La trajectoire doublement . 

asymptotique différe trés peu de C, lorsque / est négatif et trés grand, 

elle s'en éloigne asymptotiquement, sen écarte beaucoup d'abord, puis 

sen rapproche de nouveau asyınptotiquement, de facon à différer trés 

peu de C, lorsque ¢ est positif et trés grand. 

Je me propose d'établir qu'il existe une infinité de trajectoires double- 

ment asymptotiques. 

Je commence par observer que la courbe O’B, quelque loin qu'on 

la prolonge, ne. pourra jamais se recouper elie-méme, c'est à dire que 

cette courbe O'B prolongée n'a pas de point double. En effet d’apres 

la definition de cette courbe les antécédents des divers points de O'B 

sont eux-mêmes sur cette courbe O'D; de sorte que l'antécédente de la 

courbe O'B est une portion de cette courbe. De méme la seconde, la 
e troisième etc, la n° antécédente de O’B sont des portions de plus en 

plus petites de cette courbe, limitées par le point O' d'une part et un 

point D de plus en plus rapproché de O' d'autre part. 

Si la courbe O’B avait un point double, il en devrait être de méme 

de toutes ses antécédentes, et par conséquent de tout are O'D si petit 

qu'il soit, faisant partie de O'B. Or les principes du $ 13 nous permet- 

tent de construire la portion de O’B voisine de O' ct de constater que 

cette portion de courbe n'a pas de point double. Il en est done de 

méme de la courbe entiére quelque loin qu'on la prolonge. 

D'aprés la définition des deux nappes de la surface asymptotique et 

des courbes BO'A’, D'O' A, l'une de ces courbes (par exemple la courbe 

BO' A") est telle que le n° antécédent d'un point de cette courbe se rapproche 

indéfiniment de O’, quand » augmente; pour l'autre courbe D'O'A, c'est 

le n° conséquent qui se rapproche indéfiniment de 0. Ce que nous 

venons de dire s'applique done également à la courbe O'D', pourvu qu'on 

remplace partout le mot antécédent par le mot conséquent. Donc la 

courbe O'B' quelque loin qu'on la prolonge ne se recoupera pas elle-même 

et il est clair quil en sera de méme des courbes O'A et O'A'. 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 14 octobre 1890. . 29 
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Je dis maintenant que la courbure des courbes O'B et O'D' est finie, 

je veux dire qu'elle ne croit pas indéfiniment quand y tend vers o. 

. En effet nous avons vu que non seulement les séries s, et s, repré- 

sentent asymptotiquement les deux fonctions f, et f,, mais que les séries 
1 

ds, d°s ah át Df, ; 

dys dys 
dy? et dy représentent asymptotiquement 

On en conclut que si y est regardé comme un infiniment petit, la 

courbure de la courbe en trait plein au point B différera infiniment peu 

de la courbure de la courbe pointillée au point le plus rapproché; or 

cette dernière courbure est finie, done il en est de méme de la courbure 

de la courbe en trait plein. 

Soit maintenant B, le conséquent du point B et Bi celui du point 

D'. La distance BB, est du méme ordre de grandeur que \„ et il en 

est de méme de la distance D'D;j, les arcs BB, et D'D; sont done tres 

petits si y est trés petit et leur courbure est finie; d'autre part les 

BIB: Sb: D: 

quand y tend vers o; enfin il existe un invariant intégral positif. 

distances BB’, B, B; de méme que les rapports tendent vers o 
, 1 1 q PI 

Nous nous trouvons done dans les conditions du théoréme III du § 8. 

Nous en conclurons que les ares BB, et D'DB, se coupent, c'est à dire 

que la courbe O'B’ coupe la courbe O'D prolongée et par conséquent 

quil existe au moins une trajectoire doublement asymptotique. 

Je dis maintenant qu'il en existe au moins deux. 

En effet la figure a été construite de facon que les points B et B’ 

soient sur la courbe - 

Mais l'origine des y, est restée arbitraire; je puis supposer qu'on la 

choisisse de telle sorte qu'au point d'intersection des deux courbes O'B 

et O'D' on ait y, — o. En ce cas les points B et D' coincident. Il 

doit done en être de méme de leurs conséquents B, et Dj. Les deux 

arcs BB, et BB, ont alors mêmes extrémités, mais cela ne suffit pas 

pour satisfaire au théorème IIL que je viens d'appliquer (il faut en effet 

pour satisfaire à ce théorème que l'aire limitée par ces deux arcs ne soit 

pas convexo), il faut encore qu'ils se coupent en un autre point N. 

Par ce point passera une trajectoire doublement asymptotique qui 
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ne se confondra pas avec celle qui passe en D. Il y a donc au moins 

deux trajectoires doublement asymptotiques. | 

Je suppose toujours que les points B et B’ se confondent. Soit 

BMN la portion de la courbe O’B camprise entre les points B et N; 

soit de méme BPN la portion de la courbe O'S’ comprise entre le point 

B= B' et le point N. Ces deux arcs BMN et BPN limiteront une 

certaine aire que j'appelle a. 

Nous avons vu que dans le cas particulier du probléme des trois 

corps qui nous occupe on peut appliquer le théorème 1 du § 8. Il 

existera done des trajectoires qui traverseront une infinité de fois l'aire a. 

Done parmi les conséquentes de l'aire a, il y en aura une infinité 

qui auront une partie commune avec «. 

Si done on considère la courbe fermée BMNPB qui limite l'aire a, 

et les conséquentes de cette courbe, il y aura une infinité de ces consé- 

quentes qui couperont la courbe BMNPB elle-même. 

Comment cela peut-il se faire? 

L'are BMN ne peut couper aucun de ses conséquents; car l'arc 

BMN et ses conséquents appartiennent, à la courbe O'B et la courbe O’B 

ne peut se recouper elle-méme. 

Pour la méme raison lare BPN ne peut couper aucun de ses 

conséquents. 

Il faut done, ou bien que l'are BMN coupe un des conséquents de 

BPN, ou que Farc BPN coupe un des conséquents de BMN (dans les 

hypothéses o nous nous sommes placés, c'est le second cas qui se pré- 

sentera). Dans l'un comme dans l'autre cas la courbe O’B ou son pro- 

longement coupera la courbe O'D' ou son prolongement. | 

Ces deux courbes se coupent done en une iufinité de points et une 

infinité de ces points d'intersection se trouveront sur les arcs BMN ou 

BPN. Par ces points d'intersection passeront.une infinité de trajectoires 

doublement asymptotiques. 

On. démontrerait de la méme manière que la surface asymptotique 

qui coupe la surface y, = © suivant la courbe O’A contient une infinité 

de trajectoires doublement asymptotiques. 
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CHAPITRE III. 

Résultats divers. 

§ 20. Solutions périodiques du 2° genre. 

Dans le chapitre précédent et en particulier dans les $8 17 et 18 

nous avons construit nos séries en supposant que l'on donne à C, une 

valeur tantôt supérieure tantôt égale à — ¢,. 

Supposons maintenant qu'on ait donné à C, une valeur < — e,. 

Alors 

Ty = V iR, + C:) 
i 

nest pas toujours réel. Supposons par exemple que, pour la valeur 

choisie de C,, x, reste réel quand y, varie depuis 7, jusqu'a x,. Je 

vais considérer une valeur 7, de y, comprise entre 7, et 7,: 

Ne <=, <M 

et je vais chercher à définir les x} pour toutes les valeurs de y, com- 

prises entre 7, et 7.. 

J'observe d'abord que x, est susceptible de deux valeurs égales et 

de signe contraire, à cause du double sigue du radical; donnons d'abord 

par exemple à ce radical le signe +. 

Imaginons que lon ait calculé successivement 

L'équation (7) du § 18 nous donne: 

al] = 6(9,) + €, 
0(y,) étant une fonction entierement connue de y, et C, , une constante. 
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Nous déterminerons cette constante par la condition 

(ys) + Gi = 0. 

Alors bien que zi sannule pour y, = »,, la fonction 

6(y,) — 8(,) ae (52 
[25 ]= ah 

reste finie pour y, = 7;. 

Nous avons done complétement déterminé les fonctions x; pour 
i X ^ ne RIED ARE LE 

7, <Y, x, et nous appellerons x, les fonctions de y, ainsi déterminées. 

Supposons que l'on recommence le calcul en donnant au radical le 

signe —. On trouvera pour les fonctions x; de nouvelles valeurs que 

jappelle a}, et qui seront d'ailleurs la continuation analytique des pre- 

miéres. 
Imaginons ensuite que l'on remplace ©, par une constante nouvelle g n 1 

C; trés voisine de C. 

. Alors le radical: 

Eur © 
sera réel toutes les fois que y, sera compris entre 7, et une certaine 

valeur 7, trés voisine de »,. 

Cela posé, nous allons par le procédé exposé ci-dessus calculer les 

fonctions x? 
L 

pour les valeurs de y, comprises entre 7, et 7,, d'abord en 

faisant: 

js EE 2 155 n 

d V5 gba) 

(nous appellerons 2j, les fonctions ainsi calculées), puis en faisant 

nV Sq] o) 
(nous appellerons x°, les fonctions ainsi calculées). 

Nous allons ensuite construire les quatre branches de courbes: 

15 4-99, X, = Por (y), d, = €os (42) 

que nous prolongerons depuis y, = 7, à y, = x. 



230 H. Poincaré. 
ma 

19 ge 

2°. yi — 0, ay = Cun) v, = £i»(y:). 

7 
que nous prolongerons également depuis y, = 7, jusqu'à y, = 7 

3°. ys = 0, v, = $21 (Yr); v, = Yo2(Yo) 

que nous prolongerons depuis y, = 7, jusqu'à y, = i 

Ae. Ui = er GT) = $55 (42) % = 033 (Ys) 

: 20h | Cee lta) ary hel que nous prolongerons également depuis y, = 7, jusqu'à y, — %,. 

Dans ces formules nous avons posé: 
: k 

; am. 1 z T RUE pas) = $5, + vy B +--+ + Toul 

La premiére et la seconde de ces courbes se raccorderont et seront 

tangentes en un méme point à la courbe y, = 7,. 

La troisieme et la quatriéme courbes se raccorderont également et 

seront tangentes en un méme point à la courbe y, = #4. 

Ts: 

C'est ce qu’indique la figure 8 où les trois ares pointillés repré- 

sentent les trois courbes 

Y, a 459979 Ts» 

ou l'are AB représente la 1° de nos quatre branches de courbe, l'are 

AD' la seconde, l'arc B'C la 3"* et lare DC la quatriéme. 

Nous regarderons C, comme une donnée, mais C; est resté jusqu'ici 

arbitraire. Nous determinerons €; par la condition que la 1^* et la 3™° 

courbes se raccordent et que les points B et BD’ se confondent, ce qui 

sexprime analytiquement par les conditions: 

(1) Elm) = €xi(7). Cos) = €s3 (0: 
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Ces deux équations ne sont d'ailleurs pas distinctes et se ramenent 

à une seule. 

. En nous appuyant sur le théorème III du $ 8 nous pourrions dé- 

montrer que si Cj est déterminé par les équations (1), les équations 

ee) Van) = eu) £is Qi) = sa) 
k+1 

seront aussi satisfaites aux quantités prés de l'ordre de 5? ; c’est à dire 
me que la 2% et la 4"* courbes se raccorderont aux quantités prés de cet 

ordre, ou que la distance DD’ est un infiniment petit de méme ordre 
k+l 

que 5^. 

Mais je dois faire ici la méme observation que plus haut; les séries 

auxquelles on parvient de la sorte ne sont pas convergentes bien qu'elles 

puissent rendre des services si on les manie avec précaution. 

Il existe done des régions, où, au moins pendant uh certain temps, 

y (dans le cas où l'on suppose », = 0) on zy, — 7, i, (dans le cas général) 

conservent des valeurs finies. C'est ce fait que les astronomes expriment 

d'ordinaire en disant qu'il y a libration. On peut se demander si ces 

régions de libration sont sillonnées de solutions périodiques. 

On peut s'en rendre compte par les considérations suivantes. 

Ecrivons les équations: 

I 7 a + sx. 

D 
SE 

7, — at + Jp SF] + €) + m. 

Ces équations sont à des quantités prés de l'ordre y celles de surfaces 

que nous avons construites (voir figure 8); elles satisfont done approxima- 

tivement aux équations (3) du $ r7. - Quant a wj c'est une fonction de 

y, et de y, qui ne différe de x) que par une fonction de y, de telle 

sorte que 
dus dx} 

Cette fonction «2 doit d'ailleurs rester toujours finie. 

Je me propose de modifier la forme de la fonction 7/' qui entre 

dans nos équations différentielles de façon que ces équations (2) satis- 

fassent eractement aux équations (3) du § 17. 
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Je cherche done une fonction F* telle que les équations: 

de, — dF* dz, ^ dF* 

die si uupdye! dto dy, 
3 
(3) dy, __ dF* dy, —— dF* 

TE dz, s dip da, 

admettent des surfaces trajectoires représentées précisément par ces équa- 

tions (2). 

Voici comment nous déterminerons cette fonction F*. 

Observons d'abord que x} et x) sont déterminés par les deux équa- 

tions simultanées 

dr, 
ÆE, (x: . Bi dat LX 

On peut tirer de ces deux équations x) et x) en fonctions de C. 

Nous regarderons donc désormais x} et x) comme des fonctions connues de C. 

D'autre part [F,] est une fonction de y,, de x} et de x, ce qui 

nous permet de le.regarder comme une fonction connue de y, et de C. 

Les équations (2) nous donneront par conséquent x, et x, en fonc- 

tions de y,, de y,, de C et de C,. 

Remarquons que si x, et x, sont définis par ces équations 

x dy, + x,dy, = dS 

est. une différentielle exacte, de sorte que: 

da, — dui 

dy, ~ dy, E 

Résolvons maintenant les équations (2) par rapport à C et C, il 

viendra 

C — Rie e E 

Ne pe 
C, ae. (2 i» La» Yy 3 Yo): 

La fonction Æ* est ainsi définie et on aura en employant la nota- 

tion de JAconr: 

[F*, d*] = 6, 
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ce qui signifie que 
DE const, 

est une intégrale des équations (3). ; 

La solution la plus générale de ces équations (3) s'écrit alors: 

as d S d S U das y 

(a) uy i pen Pes ad = € +1, dO, — 715 

C' et C; étant deux nouvelles constantes d'intégration. 

Cherchons à former effectivement. F* ou du moins à nous rendre 

compte de l'ordre de grandeur de la différence: 

Jn —— Ine 

Or x est défini pdr la condition suivante: 1 

Fa + pri, de + ax) —C 

doit être une quantité de méme ordre que py . (Cf. § 17.) 
dE 5 

Done comme j + est nul, la fonction 
das 

F(a + pri, 72 + Vus + pus) — C 

sera encore de méme ordre que py, quelle que soit la fonction wj. 

D'ailleurs on a identiquement: 

Fr + ei, + Vom + pus) = C. 

Done la différence 
R= 

et de y, est de l'ordre regardée comme fonction de a, de C, de C,, de y, 

de pp. 

Posons maintenant: 
„0 NL = La — 23. 

Des deux équations (1) on tirera facilement C, et C en fonctions 
' 

1 
= 4 l . 01 3 Gans à] ? Ta "em Atvo de z,,6,,9,, y, et p; on voit alors sans peine que C et C, peuvent être 

développés suivant les puissances positives de yj, les coefficients étant 

met dew 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 14 octobre 1890. . 30 

des fonctions finies de a,, de &,, de y 
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Nous venons de voir que F— F* est une fonction de p, de y,, de y,, 

de C et de ©, dont le développement suivant les puissances de y com- 

mence par un terme en pp; si nous y remplacons C et C, par leurs 

valeurs en fonctions de p, de x,, de &, de y, et de y,, nous verrons que 

cette différence F— F* est une fonction développée suivant les puis- 

sances de p, dont les coefficients dépendent de z,, £,, y, et y, et qui 

commence par un terme en fip. 
Par conséquent la fonction: 

F— F* y 
SR Pp, 9$; & Ii » Yo) 

ENE 

ne devient pas infinie pour y = o. 

Par le changement de variable que nous venons de faire les équa- 

tions (3) deviennent: . 

dz, _ dF* dy, dF* 

ditur dy. div cry qr t8 

S dev OE dy, _ dl* 

dt Vuay, dt Vade, 

De méme les équations proposées: 

de, _ dF dy; dF 

dt dy; Em de, 

doivent se réduire à: 

dz, dF dy, | dF 

di ^ dy,’ Gis wy Pier 
) 

(4 dé, dF dy, —— dF 

dt Vrdy, | di Vedé, 

Nous formerons en outre les équations suivantes: 

dx, dE 5 d dy d : = 
ee Gé el" cna = ee 1% E z 

dt dy, 4 7i ) dt da, (F als I ) 

(5) à N 
eg OR, TERRE u ER. 
dt E ) dt WTA ere 

(y qui se réduisent à (3" pour ¢ =o et à (4) pour € = p yp. 
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D'aprés ce que nous avons vu plus haut, les équations (3) et par 

conséquent les équations (3^ peuvent s'intégrer exactement; nous en avons 

donné par les équations (a) la solution générale. 

Si l'on diseute cette solution générale et si on cherche à la con- 

struire en conservant le méme mode de représentation géométrique que 

dans les paragraphes précédents, on verra qu'il existe une infinite de 

surfaces trajectoires fermées. 

Ces surfaces qui ont pour équation: 

vy + vr Vir + €) + opus 

(6) SHE a + pe i 

different peu des surfaces que nous avons construites dans le § 17 et dont 

ae + n Vin 05) 
a SS à 

(7) E a a? 

l'équation s’eerivait: 

Elles ont méme forme générale que les surfaces définies par l'équation 

(7. Si done nous faisons les mémes hypotheses que dans le $ 17 au 

sujet des maxima et des minima de [7], deux de nos surfaces (6) seront 

des surfaces fermées à courbe double; ce seront celles qui correspondent 

aux valeurs — e£, et — c, de la constante C,. Les autres se composent 

de une ou deux nappes fermées. : 

La surface fermée à courbe double sera ‘pour nos équations (3!) 

une surface asymptotique et elle partagera l'espace en trois régions comme 

nous l'avons dit plus haut. 

Parmi ces régions, je distingue la région À, comprise entre les deux 

nappes qui est une région dite de libration et je me propose de montrer 

que dans cette région, on peut tracer une infinité de trajectoires fermées 

correspondant à des solutions périodiques. 

Revenons en effet aux équations (a) qui nous font connaitre la so- 

lution générale des équations (3) et (3). D’apres la forme des équations 

(2) nous pouvons écrire: . 

S = ay, + by, + 6, 9) + ve if Ir) + Cay, 
L 
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a et b étant des fonctions de C et de C, seulement et 6(y, , y) une fonc- 

tion réelle et périodique de y, et de y. 

On en déduit: 

jos dS. c dau x db sts Mer rhe 
Le dt db, s dC, LE c X 2N WIE + €) [F. + C,) ; 

Nous donnerons à C, une valeur déterminée qui devra étre plus 

petite que — ce, puisque nous nous supposons placés dans la région R,. 

La surface fermée qui correspond à cette valeur de C, présentant 

les mémes connexions que le tore, nous pouvons en faire le tour de deux 3 

manières différentes: 1° en regardant y, comme constant; 2° en regardant 

ij, comme constant. 

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y, comme 
; ds : 

constant, jy, aura augmenté de 2z et jg &uüra augmenté de 
1 

Quand on aura.fait le tour de la surface en regardant y, comme 

constant, y, sera revenu à la méme valeur, mais l'intégrale | 

3. dy, 
ver) + 0) 

aura augmenté d'une certaine période v définie comme il suit: 

Supposons que les valeurs de y, pour lesquelles le radical VF] + C,) 

est réel soient les valeurs comprises entre 7, et 7,, on aura: 

U— 2 1 dy, E 

vr] + ©) 

. , ds 

Quand notre intégrale augmentera de Dist augmentera de 
e - dC, 

H 

2N 3 
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Pour que la solution qui correspond à cette valeur de C, soit pé- 

riodique, il faut done et il suffit que ces deux quantités: 

Jj da ! 

PT Po et 1 V Be 2 "V 2N 

solent commensurables entre elles. 

Cette condition sera évidemment satisfaite pour une infinité de va- 

leurs: de, C. ; 

fermées, représentant des len: périodiques. 

notre région À, contient donc une infinité de trajectoires 

Ainsi si X est un nombre commensurable quelconque, l'équation: 

la D 
8 Dee m ta 
( ) : emo u 2N 

da 

do, 

nera une valeur de C, correspondant à une solution périodique. 

(qui contient C, parce que et v sont des fonctions de C,) nous don- 

Pour diseuter cette équation, il me faut chercher ce que c'est que 
da 

uo 
Il me suffit pour cela de rappeler que: 

—« + plz] 
et que: 

ES * 
F(a; jp po E v/t5) RE pF (a » 135015 Yo) 

doit se réduire à C aux quantités pres de l'ordre de p yp. On en conclut: 

pH) sd 
Zum uL UO 

d'ou 

— n [zi] — € — [^] + L5] = 

et: 
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da 

dC, 

tion (8) peut s'écrire 

est donc une constante, indépendante de C,, de sorte que l'équa- 

(8^) -— — const. 
Vu 

Pour discuter cette équation nouvelle, il convient de chercher com- 

ment varle v quand on fait varier C, depuis c, jusqu'à 9,. 

Pour C, = —¢,, v est infini; C, variant depuis — e, jusqu'à — e,, 

v décroit d'abord jusqu'à un certain minimum, pour croître ensuite de 

nouveau jusqu'à l'infini. 

Pour C, <—g,, v peut admettre deux valeurs correspondant aux 

deux nappes de la surface et que lon peut envisager séparément. (Of. 
figure 7.) 

La premiére nappe de la surface reste réelle quand C, est compris 

entre — £e, et —g,; la valeur correspondante de v décroit depuis l'in- 

fini jusqu'à un certain minimum quand C, décroit depuis — g, jusqu'à — g,. 

La seconde nappe de la surface reste réelle quand C, est compris 

entre — e, et —g,; la valeur correspondante de v décroit depuis l'infini 

jusqu'à un certain minimum quand C, décroit depuis — c, jusqu'à — g,. 

Ainsi v admet trois minima au moins et reste toujours supérieur à 

une certaine limite positive. 

‚Si done nous regardons l'équation (8" comme définissant C, en fone- 

tion de a, C, sera fonction continue de p, mais nous pourrons prendre 

pe assez petit pour que cette équation n'admette aucune racine. 

Ainsi il est certain qu'il existe toujours une infinité de solutions 

périodiques; mais quand on fera décroitre 5, toutes ces solutions dispa- 

raitront l'une aprés l'autre. 

Il résulte de ce qui précède que les équations (5) admettent pour 

s — o une infinité de solutions périodiques; les principes du chapitre III 

(1"* partie) nous permettent d'affirmer qu'il y en a encore une infinité 

pour les valeurs suffisamment petites de c. Comme y est trés petit, il 

semble trés probable qu'il existera une infinité de solutions périodiques 

pour s — pp, c'est à dire pour les équations (4) qui sont déduites par 

un changement de variable trés simple des équations proposées. 

Par conséquent, si nous revenons à ees équations proposées, nous 
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voyons que dans la région de libration R, il y a une infinité de trajec- 

toires fermées représentant des solutions périodiques. Nous allons d’ailleurs 

l'établir rigoureusement par une voie toute différente. 

Mais si faisant décroitre » d'une manière continue, on suit une de 

ces trajectoires fermées, on la verra se déformer aussi d'une facon con- 

tinue et disparaître ensuite pour une certaine valeur de p. Ainsi pour 

p = O toutes les solutions périodiques de la région À, auront disparu 

lune aprés l’autre. Ce n'est pas ainsi que se comportaient les solutions 

périodiques étudiées dans le chapitre III (1°° partie) et qui subsistaient 

encore pour y = O. i 

On peut démontrer que dans le voisinage d'une trajectoire fermée 

représentant une solution périodique, soit stable, soit instable, il passe 

une infinité d'autres trajectoires fermées. Cela ne suffit pas, en toute 

rigueur, pour conclure que toute région de l'espace, si petite qu'elle soit, 

est traversée par une infinité de trajectoires fermees,' mais cela suffit 

pour donner à cette hypothèse un haut caractère de vraisemblance. 

Ainsi que je viens de le dire, l'aperçu qui précède ne suffirait pas 

pour établir rigoureusement l'existence des solutions périodiques du 2* 

genre. Voici comment nous y parviendrons. 

Reprenons nos équations différentielles 

de; d e dy; dr 

AE S dyi ̂ qu de; 

et envisageons une solution périodique du 1 genre de période 7; quand 

t augmentera de 7,y, et y, augmenteront de »,T et de »,T; je sup- 

poserai comme plus haut: 

= er y 08 

Cela posé, de l'équation 

nous pouvons tirer x, en fonction de z,, y, et y,; en remplaçant x, par 

la valeur ainsi obtenue, on trouve: 

da: d f dy, "n dF dy, [Es ar 

dire, «dy, . dt da,‘ dt de, 

Les travaux récents de M. CANTOR nous ont appris en effet (pour employer le 

langage de ce savant géomètre) qu un ensemble peut être parfait, sans être continu. 
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les seconds: membres pouvant étre regardés comme des fonctions connues 

de #,,7%, et %. Enfin en éliminant dt il viendra: 

da, = du EU. 
(9) dy, E dy, Ta , 

X et Y étant des fonctions connues de 7,, y, et y,, périodiques de période 

27 par rapport à 7. 

Soit: 

é 2, = ejui) Vi 2 (Yı) 

la solution périodique considérée qui sera de période 27 par rapport à 

Y\3 je suppose que cette solution périodique soit celle que nous avons 

définie plus haut et qui était représentée approximativement sur la figure 

€,. Ce sera du $ 17 par la courbe fermée isolée de la surface C, = 

done une solution périodique stable, elle admettra deux exposants carac- 

téristiques a et — a égaux et de signe contraire et dont le carré sera 

réel négatif. 

Soit maintenant 

My = eii) +5 a — es(9i) 25 

une solution peu differente de la premiere. Soient conformément aux 

notations du chapitre III (1”“ partie) £, et f, les valeurs initiales de 

& et de & pour y, — o, et A + d, , £f, + d les valeurs de €, et de & pour 

y, = 2kz (k entier). La solution sera périodique de période 2kz si l'on a: 

(10) d, = d, = o. 

On sait que d, et d, pourront se développer suivant les puissances de 

f, et B, et que ces fonctions dépendront en outre de y. 

Si on regarde un instant f, %, et ~ comme les coordonnées d'un 

point dans l’espace, les équations (10) représentent une certaine courbe 

gauche et à chaque point de cette courbe gauche correspond une solu- 

tion périodique. Il est clair que d, et ¢, s'annulent avec f, et B,; en 

effet si l'on fait £& — o0, £ — o, on obtient, d'après la définition de &, 
et de £&, une solution périodique de période 27 qui peut aussi être 
regardée comme périodique de période 2kz. 

La courbe (10) comprend done d'abord l'axe des p tout entier. Je 



$ 20. Sur le probléme des trois eorps et les équations de la dynamique. 241 

me propose de démontrer que si, pour y — p,, ka est multiple de 2iz, 

il existera une autre branche de la courbe (ro) qui passera par le point 
vt 

PL = pw fi —= 05 P == © 

et par conséquent que pour les valeurs de p voisines de y,, il existe 

d'autres solutions périodiques que & — &, = o. 

Posons y -— p, = À et cherchons à développer 4, et d, suivant les 

puissances de A, de B, et de A. 

Caleulons d'abord les termes du i" degré par rapport à f, et à f. 

Je dis d'abord que pour À — o, c'est à dire pour y = pn, tous ces 

termes sont nuls. f 

En effet supposons que les & soient assez petits pour qu'on en puisse 

négliger les carrés Nous avons vu dans la 1°° partie que dans ce cas, 

les £ satisfont à un système de deux équations différentielles linéaires, 

que nous avons appelées équations aux variations des équations (9). 

Nous avons vu également que ces équations linéaires admettent deux 

solutions remarquables; que la premiére de ces solutions est multipliée 

par €^ quand y, augmente de 27, et que l'autre est multipliée par e ̂ 7 

Pour 4 — 0, ka est un multiple de 26. de sorte" que et 67 

sont deux racines 4^ de l'unité. Done nos deux solutions se reproduisent 

Jar 

quand y, augmente de 2kz. Comme l'équation est linéaire, la solution 

générale est une combinaison linéaire de ces deux solutions remarquables, 

et elle ne change pas non plus quand y, augmente de 2kz. 

Comme d, et d, sont précisément les accroissements que subissent €, 

et € quand y, passe de la valeur o à la valeur 247, d, et d, doivent 
l 

Atre qe ] ls ag "31 am = = à être nuls; mais cela n'est vrai que quand é, et & (ou fj, et B,) sont 

assez petits pour qu'on puisse en négliger les carrés; ce seront donc 

degré en B, et B, qui er seulement les termes de d, et d, qui sont du 1 

seront nuls. 

(QU BD. 
Soient: 

aß, + bf, les termes du premier degré de d, 

cP, ef, les termes du premier degré de d,. 

Nous venons de voir que pour À — o 

a=b=c=—e=o0. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 18 octobre 1890, 81 
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Soit encore pour À = o: 

da en db E de Mur - de A 

ie oe "pL Td dà da e 

Je dis que 

d +eé—=0o 

En effet l’équation en S 

(a — S)(e — S) — be — o 

admet pour racines: (cf. § 12) 

En SEN gts SD sil gum. 

pour À — 0, ces deux racines sont nulles; si A est assez petit pour qu'on 

puisse en négliger le carré, elles seront égales à: 

+ hr 33 À. 

L’équation en S: 
(a m S\(e’ i ) ipi l/c' — Oo 

aura done pour racines 

et comme ces deux racines sont égales et de signe contraire on aura: 

QUILT eM 

De plus a’, e',b’ et c’ ne seront pas nuls à la fois en général. En effet 

cela ne pourrait avoir lieu que si a était nul. Or y, est une 

quantité choisie de telle sorte que a (qui est une fonction de y) soit 

commensurable avec 2iz. Or = ne pourrait s'annuler pour toutes les 
n 

a " . . 

valeurs commensurables de — qu'en s’annulant identiquement; alors « | l ; 
217 

serait une constante (qui devrait d'ailleurs étre nulle puisque « — o pour 

p = 0) ce qui n'a pas lieu en général. 
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Nous avons vu que pour À — o les termes du 1% degré de d, et 

de d, sannulent identiquement. Supposons qu'il en soit de méme des 

termes du 2* degré, du 3° degré, etc., du m— 1° degré, mais que les 

termes du m“ degré ne s'annulent pas identiquement dans d, et dans d» 

pour A— o. Soit 6, l'ensemble des termes du #° degré de d, pour 

À— 0; soit 0, l’ensemble des termes du m“ degré de d, pour À — o. 

Ainsi 9, et 0, sont deux polynómes homogènes du m“ degré en f, et f, 

et de ces deux polynómes l'un au moins ne s'annule pas identiquement. 

Posons: 
b, = «3, + VB, +9, +0, 

CAB, — a'4B, + 0, + es. | 

Alors w, et «, seront un ensemble de termes qui seront: ou bien du 

(m + 1)" degré au moins par rapport aux f/ ou bien du second degré 
r au moins par rapport aux # et du 1* degré au moins par rapport à A, 

er ou bien du 1% degré au moins par rapport aux f et du 2° degré au 

moins par rapport a À. 

Je me propose de démontrer que l’on peut tirer des équations (10) 
I 

f. et f, en séries ordonnées suivant les puissances de 4" ' et dont tous 

les termes ne sont pas nuls. 

Mais il faut d'abord que je démontre que l'on a identiquement: 

d, du, 
= —* — © 
dj, df, 

En effet il existe un invariant integral positif. Nous en concluons qu'il 

existe une intégrale 

va , Bde, ds, 

qui a la méme valeur pour une aire quelconque appartenant à la portion 

de surface sans contact y, = O et pour toutes ses conséquentes. 

De plus la fonction ® est positive. Done (o, 0) n'est pas nul; 

en multipliant la fonction ? par un facteur convenable, nous pourrons 

donc toujours supposer: 

Mais le point: 

& = Bi + Di & = Pa + dà», y, = 2kr 
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est le 5^ conséquent du point: 

A = fr, & — Pa y; = ©: 

. On aura done pour une aire quelconque: 

JJ 9X8. + d. Be + PNGB, + dpı)lap, + Ags) = ff (B. , Px) AB. apr 

d'ou lidentité: 

KB, + bd +h) dB +H) dP + #)] h OV, en Pa 2 Pi 1 2 27 (1 1) d (B, =F € 5 P: E e| dg, df, df, df, 

= o (f, , £2 

Nous supposerons À = 0, nous aurons donc: 

d, — 06, +0, d, = 0, + c. 

Les 0 ne contiennent alors que des termes du m° degré et les w que des 

termes du (m + 1)" degré ou de degré supérieur. 

Il résulte de là que la différence: 

9(f, + drs B + $s) — DA, 8) 
ne contient que des termes du m“ degré au moins par rapport à f, et a 

Pa. Si lon convient de négliger les termes du m“ degré et de degré 

supérieur, on pourra écrire: 

d (f, xis d > P: si D.) = DR, E P). 

On aura, en négligeant toujours les termes du m“ degré: 

gitur ; 1 ; 

d(8, + 4,) dé, d(8, +4.) _ ab, 

dp, 7 dp, dB, dB, 
et 

UA +) + 4,)  d(B, + 4)d(B, + d.) do, , db, 
NL th sies T. df, df, df, dB, 
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de sorte qu'en identifiant dans l'identité (11) tous les termes de degré 

inférieur à m, on arrive à la relation: 

dt, db, 
(f, , f) E ae a —= © 

Dans le premier membre cette relation, nous ne devons conserver que 

les termes de degré m — 1 au plus de sorte qu'il reste: 

dà, , db, 
A Ro, 

dj, dj, 

Quo uR D: 

Posons: 
E m-—1 / "TOS x . 

1= +7", Bi = Fi; Be = 723 

on voit que @, et 0, deviennent divisibles par x" et ©, et w, par z"*!, de 

sorte qu'on peut poser: 

0, € 20. 0, — 220%, o, = Dis on = TD 

d see + 5" (ar, == by.) JE 7" 0, + 5 pm 

d lI + Yale TS QT) + HR 0; + yi o 

de sorte que nos équations (10) peuvent étre remplacées par les suivantes: 

( + (vn + b'7.) + 6; + yo; = o, 
I2 

SENT Wy») ibm 40, = O. 

Je dis qu'on peut tirer de ces équations 7, et 7, en séries ordonnées 

suivant les puissances de 7 et sans que ces séries solent identiquement 

nulles. 

En vertu du théoréme IV, $ 2, il nous suffit pour cela d'établir: 

1°. Que les équations (12), quand on y fait y = o, admettent au 

moins un systéme de solutions réelles: 

2°. Que si l'on fait: 

USE JA 
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le déterminant fonctionnel des premiers membres des deux équations (12) 
par rapport à 7, et y, n'est pas nul. 

Cela revient à dire que, pour les équations (12) réduites par la sup- 

position de 7 = o, la solution ; 

ni 0 ~~ n 

Mm ne WEIT 

doit etre une solution simple. 

Mais en vertu des theoremes V et VI du $ 2 et de leurs corollaires, 

on peut encore développer 7, et 7, suivant les puissances de 7, quand 

méme cette solution serait inultiple, pourvu que l'ordre de multiplicité 

soit impair. 

Nous sommes donc conduits à envisager les équations: 

+ (ay, Un) + 6, = 0, 

13 
si (cri Hz UT) + 0, = 0 

et nous devons chercher à démontrer que ces équations admettent au 

moins une solution réelle d'ordre impair. 

De ces équations nous pouvons tirer la suivante: 

(14) (ay, + O72) — (er — ar) = © 

qui est homogene et dont on pourra par consequent tirer le rapport ^. 

Il est clair que # et 0; sont formés avec 7, et 7, comme 6, et 6, 

avec A, et A,; on aura donc: 

dé! . dé! 
dy, dy, ne 

Cela prouve qu'il existe un polynóme f homogene et de degré m + 1 

en 7, et 7, et qui est tel que: 

df 
ONE, LE EE € 

dy; | 2 dy, 

De méme si nous posons: 

f, — z (Fr 2anp-— cn) 
NO) 
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il vient: 

df, ; , 
d Gir Cole 

df, 
QT, um b'y, m dy, 

de sorte que l'équation (r4) peut s'écrire: 

df, df df, df Eso 

dy, dy, a dy, dy, E; 

Considérons l'expression: 
fs 

H 39 ni +1 E 

f 

Elle est homogene et de degré o par rapport à 7, et 7; elle ne dépend 

done que du rapport “.° Je dis que le dénominateur f, ne peut jamais 2 

s'annuler. 

En effet l'équation: 

(a^ — Sy(e S) — ic =o 

doit avoir ses deux racines imaginaires, d’où: 

de — le! = — a’ — be <o 

d'ou: 
a” + bic’ > o, 

ce qui prouve que la forme quadratique f, est définie. L’expression H 
ne peut done jamais devenir infinie. Elle admettra done au moins un 

maximuin. Pour ce maximum on devra avoir: 

df, df df, df € 

ap ay, v ay DAG ow 

Ainsi l'équation (14) admet au moins une racine réelle. Elle sera en 

général simple. En tout cas, elle sera toujours d’ordre impair, car un 

maximum ne peut correspondre qu'à une racine d'ordre impair. 

Nous avons tiré de l'équation (14) le rapport “; nous pouvons donc q = 
2 

poser: 
fu, fo = u, 

N 

d, et à, étant des quantités connues. 
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Il nous reste maintenant à déterminer #. Pour cela dans la pre- 

miére des équations (13) je remplace ;, et y, par Au et d,u, il vient: 

qc UE (iE, = PER 

0; étant formé avec 9, et 0, comme # avec 7, et 7,; d'ou: 

(15) Ge Co) Bie ro: 

Cette équation doit déterminer w; si m est pair elle aura une racine réelle; 

si m est impair (et c'est d'ailleurs ce qui arrivera en général) elle aura 

deux racines réelles, ou pas de racine réelle; elle aura deux racines 

réelles si 6; et -r(w29,--0'0; sont de signe contraire; mais on peut 

toujours grace au double signe +, s'arranger pour qu'il en soit ainsi. 

L'équation (15) admet done au moins une racine réelle. De plus 

cette racine est simple. Il n'y aurait d'exception que si 

Oe o o 00 MU 

Mais dans ce cas on remplacerait l'équation (15) par la suivante: 

+ (c'0, — ad) + Oyu" = o. 

Il n'y aurait done plus de difficulté que si on avait à la fois: 

wo, + b'd, = co, — ad, = o 

ou bien 

(AU mm em. 

La premiere circonstance ne peut pas se produire, à cause de l'inégalité: 

a’? + be’ 2 o. 

La seconde circonstance pourrait au contraire se présenter. Il peut se 

faire que l'équation (14) admette une racine telle que 6; = 6; = o. Mais 

je dis que dans ce cas l'équation (14) admettra encore au moins une 

racine pour laquelle cette circonstance ne se produira pas. 

En effet on a identiquement: 

mf = 7.0, — 7142. 
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Si donc: 

on aura f — O et puisque f, n'est jamais nul 

Ee 

Il peut se faire en effet que l'expression H admette o comme maximum 

ou comme minimum. Mais cette expression n'est pas identiquement nulle 

puisque 8; et 0; ne sont pas tous deux identiquement nuls; de plus elle 

reste toujours finie; elle devient donc soit positive, soit négative; si elle 

devient positive, elle aura un maximum positif et différent de O; si elle 

devient négative elle aura un minimum négatif et différent de o. 

Ainsi l'équation (14) admet toujours au moins une racine réelle 

d'ordre impair telle que 6; et 6; ne s'annulent pas à la fois. 

Done les équations (13) ont au moins une solution réelle d'ordre 

impair. 4 

Done on peut trouver des séries qui ne sont pas identiquement nulles, 

qui sont développables suivant les puissances fractionnaires positives de 

p — p, et qui satisfont aux équations (10) quand on-les substitue à f, 
et ß,- 

Done il existe un systeme de solutions périodiques de période 2kz 

qui pour # = y, se confondent avec la solution 

% = e(9i), T, = e). 

Oe sont les solutions périodiques du 2* genre. 

§ 21. Divergence des séries de M. Lindstedt. 

Je voudrais terminer l'exposé des résultats généraux de ce mémoire 

en appelant particulièrement l'attention sur les conclusions négatives qui 

en découlent. Ces conclusions sont pleines d'intérét, non seulement parce 

qu'elles font mieux ressortir létrangeté des résultats obtenus, mais parce 

qu'elles peuvent, en vertu précisément de leur nature négative, s'étendre 

immédiatement aux cas plus généraux, tandis que les conclusions positives 

ne peuvent se generaliser sans une démonstration spéciale. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 21 octobre 1890 : 39 
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Je me propose d'abord de démontrer que les séries proposées par 

M. LixpsrEDT ne sont pas convergentes; mais je veux auparavant rappeler 

en quoi consiste la méthode de M. LixpsrEDpT. Je l'exposerai, il est vrai, 

avec des notations différentes de celles qu'avait adoptées ce savant astro- 

nome, car je désire, pour plus.de clarté, conserver celles dont j'ai fait 

usage plus haut. 

Mettons les équations de la dynamique sous la méme forme que 

dans la seconde partie du présent mémoire et écrivons: 

dar, dF dx, dF dy dr dy dF 
—* — —, er —L —= ——, ML D SS ee 

dt dy, dt dy, dt de, dt de, 

F sera une fonction donnée des quatre variables x, ,,, y, et y, et nous 

aurons: 
7 

P= Ff, + pk; 

F, sera une fonction de x, et de z,, indépendante de y, et de y,; y sera 

un coefficient trés petit, de sorte que af sera la fonction perturbatrice. 

C'est en effet sous cette forme que se présentent les problémes de 

la dynamique et en particulier les problémes de la mécanique céleste. 

Si p était nul, x, et x, seraient des constantes. Si y n'est pas nul 
1 

mais trés petit, et qu'on appelle & et €, les valeurs initiales de x, et 

de a, les différences x, — & et x, — £, seront du méme ordre de gran- 

deur que y. 

Le dF dF 
Si done nous appelons », et », les valeurs de a ° et de wd 2 

x 1 dE, 

pour 2, —€,, & = &,. les différences: 

dF dF 
— m Ch un: 

da, 1 de, 

seront du méme ordre de grandeur que y, ce qui nous permettra de 

P oser: 

—— — 2, = pe (a, , Lo) 

TRU — fü, = IC» (a, L 25); 

€, et c, étant des fonctions de v, et de a, qui ne sont pas trés grandes. 
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Les équations du mouvement s’écrivent alors: 

di, dr 
1 

dy, AT 
ga PP 

i Fay, 
, 

a) 

(¢ B da x 

da, dP, —_ — 4 ) dt dy, 
d 

d Fo ae 8 afp Te) 

to Cr re 

Supposons maintenant que æ,,%,%1,% au lieu d'être regardés di- 
rectement comme des fonctions de 7 soient regardés comme des fonctions 

de deux variables: 

, 

et que l'on pose: 

w, = At + &,, W, = Àt + ©. 

@, et i, seront des constantes d'intégration arbitraires: À et A, 1 2 o 1 2 

des constantes que la suite du calcul déterminera complétement. 

Les équations du mouvement deviennent alors: 

dx, 
À dw, 

Posons maintenant: 

Ah em 

de, 
SF AS 

dz, 
OUEST 

= dw, 
+4 

dy, 

+ A; dw, = 

dy 

ee du ES 2 

dF, 

May, 
dF, 

d P, 
n, — pe oe ) — 10: 

dF, 
AP: x ) = 6), 

= a+ pars + wait j'ai + ..., 

do + pt, + pas + j'ai + ..., 

en + wu 

= pys + ey 

+. 

+ pA wA 

— À + + 2; 

seront 
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Je suppose que les coefficients 4^ sont des constantes et que les 
coefficients y; et z^ sont des séries trigonométriques ordonnées suivant 
les sinus et.les cosinus des multiples de w, et de wy. 

Je supposerai d'ailleurs comme je l'ai toujours fait jusqu'ici que 7, 
est une série trigonométrique dépendant des sinus et cosinus des multiples 
de y, et de y, et que les coefficients de cette série sont des fonctions 
holomorphes de a, et de ,. 

Dans ces conditions, si dans les premiers membres des équations (1) 
je substitue à la place de 4, 4,,9, , yo, v, et ©, leurs valeurs (2), j'aurai 
quatre fonctions développées suivant les puissances croissantes de p et il 
est clair que les coefficients des diverses puissances de y seront des séries 
ordonnées -suivant les lignes trigonométriques des multiples de w, et wy. 

J'appelle: 
0,,0,. D; set © 

ces quatre fonctions. 

Cela posé, le théorème de M. Lrypsrepr consiste en ceci: 
Il est possible, quelque grand que soit g, de déterminer les 24 + 2 

constantes 

Ay AL, Al, 
0 1 
29 by, A, 

et les 4q séries trigonométriques: 

D» y » 4$, 

1 4 

y 51 

1 

UB ooo Ya 
de facon a annuler dans 

D}, D, D Met di 

les termes indépendants de y et les coefficients des g.premiéres puis- 
sances de p, de facon, en d'autres termes, à satisfaire aux équations du 
mouvement aux quantités prés de l'ordre de V Bic 

On trouve d'abord: 

{ ~ 30 0 ,0 = =, A, = Ny, a = § + €, % = $ + os, 
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€, et «c, étant des constantes- d'intégration que nous supposerons de 

l'ordre de y. 

Supposons que l’on ait déterminé par un calcul préalable: 

et que l'on se propose de déterminer 

Ni, th, 91,91, yf. 

.Pour cela, écrivons que le coefficient de mw” est nul dans ®,,®, et ®!, dI. , / 1 2 19 Po 

Il vient: 

da! dat V trier ital OS na dt 
! dw, cin “dw, Tu : 

das das 2 
n N,—— = AX, 

! dw, di ? dw, 2 

(3) 
GE dyi 

M — N A em E 
! dw, ? dw, RE 2 

dui dui 3 - 
dy Na —— AE SN 
‘dw, "gti dw, nc 22 

X,, X,, Y, et Y, étant des fonctions connues. 

~ X,,X,, Y, et Y, sont des séries trigonométriques en w, et wp. 

Pour que l'intégration des équations (3) soit possible, il faut: 
ni 

1° que le rapport — soit incommensurable, ce quil est toujours per- 
ur 2 - 

mis de supposer. 

2? que dans les series trigonométriques X, et X,, les termes tout 

connus soient nuls Il en est effectiveinent ainsi, mais la démonstration 

de ce fait important est délicate et ne saurait trouver place ici; je me 

borne à dire qu'elle doit étre fondée sur l'emploi des invariants intégraux. 

3° que dans les séries trigonométriques Y, et Y, les termes tout 

connus se réduisent à À et 47; comme A et A sont deux inconnues, nous 

déterminerons ces inconnues par cette condition, 
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L'intégration des équations (3) est alors possible. Leur intégration 
ó ^ . = = > * 
introduira quatre constantes arbitraires. A chaque approximation nouvelle, 

nous aurons ainsi quatre constantes d'intégration de plus; nous leur don- 

nerons des valeurs quelconques et nous ne conserverons d'autres constantes 

arbitraires que «c, , @,, ©, et à. 

Ainsi les séries de M. LixpsrEDT sont des séries trigonométriques en 

w, et w,; elles sont développées suivant les puissances de y et aussi 

suivant les puissances des deux constantes w, et @,. 

Ces séries d’après le théorème de M. LixpsrEDrT, satisfont formelle- 

ment aux équations du mouvement. Si donc elles étaient uniformément 

convergentes, elles nous donneraient l'intégrale générale de ces équations. 

Je dis que cela nest pas possible. 

En effet supposons qu'il en soit ainsi et que nos séries convergent 

uniformément pour toutes les valeurs du temps et pour les valeurs suffi- 

samment petites de yw, de w, et de ay. 

Il est clair que A, et A, sont aussi des séries ordonnées suivant les 

puissances de y, @,; et w,. Pour certaines valeurs de c, et w, le rapport 

"e Mm. "s 
7 est commensurable. Les solutions particulières qui répondent à ces 
et 

valeurs des constantes d'intégration sont alors des solutions périodiques. 

Nous avons vu plus haut que toute solution périodique admet un 

certain nombre d’exposants caractéristiques. Voyons comment on peut 

caleuler ces exposants quand on posséde l'intégrale générale des équa- 

tions données. 

Soit: Y 

qj — d, (E, 4, 5, 05, 6), Ly — D, 0, , Os , O1, 0), 

Yi = P(t, m, 2, G, , Gs), y dst, ©, , s , Q, , Gy) 

cette intégrale générale. 

 Supposons qu'en donnant à w,, @,, &, et &, des valeurs déterminées 

©), 05, 0, , 0», les fonctions ¢,, d,, di, d, deviennent périodiques en f. 

Pour avoir les exposants caractéristiques de la solution périodique ainsi 

obtenue, nous formerons les seize dérivées partielles: 
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da da, dy, da 
1 

) do, > do, do,’ 

de, “de, dy. À 

do,” do, do, 

Ger, the, hy hi 

deo," de, do, 2 
2 

do dd dus 

do, : do, 2 do, : do, 

et nous y ferons ensuite 

oO, = o), or — Os on Ne Ts == tse 

dx, . 
Alors par exemple prendra la forme suivante: 

do, 

dx, = "at A Got 4st A "t A du = e 86) + e" 6, (0) + ei) + e 0 (6), 
1 

les 4 étant des constantes et les @ des fonctions périodiques. 

Les a sont alors les exposants caractéristiques cherches. 

Appliquons cette régle au cas qui nous occupe. Nous avons: 

Li = ei(o, ; 05, W,, w;), 

c, étant périodique en w, et en w,. 

Il vient alors: 

da, E de, de, de, iy (ee de, da, de) 

E do, dw, do, dw, do, a dw, 2 do, da 

Les trois fonctions: 

de, de, ét da, de, dà, de, 

dw, ^ do, do, dw, do, dw, 

sont périodiques en w, et w, et par conséquent en é. 
; da, da, ie 

On trouverait pour et des expressions analogues. 
do, do, 

Cela prouve que les exposants caractéristiques sont nuls. 

Done, si les séries de M. Lindstedt étaient convergentes, tout les ex- 

posants caractéristiques seraient nuls. 
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Dans quel cas en est-il ainsi? 

Nous avons vu plus haut la maniére de calculer les exposants ca- 

ractéristiques (S$ 10 et 12). 

' Dans ce dernier paragraphe nous avons vu que les exposants ca- 

ractéristiques relatifs aux équations: 

dx; dF, dF, dy; dF, dF, 
dt EL 7? m" aa a EC de; P T 

pouvaient se développer suivant les puissances de yj; nous avons appris 

à former l'équation qui donne le coefficient a, de yp. 

appelons comment se forme cette équation: 

Nous avions posé dans le paragraphe cité 

zy d^F, 5 gen: 

" it da dz, ? ik — dy;dy, - 

Dans ces dérivées secondes on suppose x, et x, remplacés par zj et 2$, 

pendant que y, et y, sont remplacés par n,f + &, , n,t + 9,.' C, est 

done une constante et B une fonction périodique de ¢. J’appelle 5, le 

terme tout connu de cette fonction périodique. " 

. Posons ensuite: 

0 vo 10 0 z 
Cn b, 11 =e Dis Sto). AC aT SE b, 11 zm Do» 219 . 

€i = by Cj + V9 C5, Coy = On Cj + Dy» C5. 

L'équation qui nous donne a, s'écrira alors: 

: 
| eu — % €i 

z 2 
| En E99 — 0 

Pour que cette équation ait toutes ses racines nulles, il faudrait que 

l'on ett: à 

€ + € = 0 

Inutile de rappeler ici que ces valeurs de a], %, %,, %2 sont celles qui corres- 

xondent à la solution périodique étudiée: ce né sont pas celles dont nous avons fait usage I E 

] n 
plus haut daus l'exposé de la méthode de M. LiwpsrEDT. Le rapport — est done com- 

N, 

mensurable. 
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et 

(4) by Cy + 206505 + by Cy = 0. 

Or on a comme je l'ai démontré dans le paragraphe cité 

WD, -bmn0,-— nb -Lmnb,- o. 

Il faut done pour que l'identité (4) ait lieu ou bien que: 

(5) b, u9 

ou bien que: 

(6) | 7,0, — 2n,n,C), + nC, = o. 

Occupons-nous d'abord de la relation (5). Si nous faisons dans la 

fonction perturbatrice F 

0 À ; ,0 
% = 23, Ly = Xo , gi ntt, Yo = Nt + à» 

F, deviendra une fonction périodique de ¢. Supposons cette fonction 

périodique développée en série trigonométrique, et soit ¢ le terme tout 

connu; d sera une fonction périodique de &, et ©, et il viendra: 

d’y DR ae, 
dà da 

Nous devrons done avoir: 

d*o 

(7) | a= 0. dà, 

Nous pourrons toujours supposer que l'origine du temps a été choisi 

de telle sorte que &, soit nul et que d soit fonction périodique de o, 

seulement. 

De plus la relation (7) devrait être (si les séries de M. Linpstepr 

convergeaient) satisfaite identiquement. Et en effet si l'on admettait la 

convergence de ces series, il y aurait une infinité de solutions périodiques 
N, 

correspondant a chaque valeur commensurable du rapport 
2 

Si la relation (7) est une identité et si d est une fonction périodique, 

cette fonction devra se réduire à une constante. 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 18 octobre 1890. 3 38 
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Voyons ce que cela veut dire: 

La fonction perturbatrice F, étant périodique par rapport à y, et à 

Y, pourra s'écrire: 

Jt = 24 cos (m,y, + Mo) + Bees sin (MY; + m,y;), 

les m, et les m, étant des entiers, pendant que 4,,, et B sont des 

fonctions données de x, et de x... 

On aura alors 

minis 

o SY LN cos (mà, + m,@,) + Syra sin (m, ©, TY. m»), 

la sommation représentée par le signe S s'étendant à tous les termes 

tels que 2 
N, + n,m,- o, 

et 45, et Bym, représentant ce que deviennent Uo. ed 

y remplace x "d 

quand on mm. 

Y n ml > ^ o eubdn e Tate n (loue 

Comme les termes périodiques doivent disparaitre de &, on aura 

AU PRE Ho! mM, MyM, 

Ainsi les coefficients 4,, et B,, du développement de la fonction 

perturbatrice doivent s'annuler quand on y donne à x, et à x, des va- 

leurs telles que: 
nm, + NM, = O. 

. . . N 
Ou bien encore on doit pouvoir donner au rapport — des valeurs com- 

" 2 
mensurables sans introduire dans la fonction perturbatrice J’, des termes 

séculaires. 

Il est clair qu'il n'en est pas ainsi dans le cas particulier du probléme 

des trois corps que nous avons examiné et qu'on n'y peut donner au 

rapport des moyens mouvements une valeur commensurable sans intro- 

duire dans la fonction perturbatrice des termes séculaires. 

Passons maintenant à la condition (6) qui peut s'écrire 

| 
= d?F, dP, dF, d'F, (ee: am 
a — 5 
dx, / dej dx, dx, de, de, dx; / da, 
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Elle exprime que la courbe 

Fi m) —= const. 

a un point d'inflexion au point 2, = 2}, a, = 2}. 

Comme cette condition doit étre remplie pour toutes les valeurs de 
s Y N 

x; et de #} qui correspondent à un rapport — commensurable, la courbe 
n x 

2 

F(x, , 2) = const. devra se réduire à un systeme de droites. 

C'est un cas particulier que nous laisserons de côté; car il est 

évident que rien de pareil n'arrive dans le probléme des trois corps. 

Ainsi, dans le cas particulier du probleme des trois corps que nous 

avons étudié et par conséquent aussi dans le cas général, les séries de 

M. Lindstedt ne convergent pas uniformément pour toutes les valeurs des 

constantes arbitraires d'intégration qu'elles contiennent. 

8 22. Non-existenee des intégrales uniformes. 

Xepr : nos équations de la dynamique avec deux degrés de liberté: Reprenons nos equations de la dynamique avec deux degrés de liberté: 

di; ba! dr dy; = dF 

UR I dy; qas de; 

Ces équations admettent une integrale: 

Eu const. 

Cette intégrale F est une fonction analytique et uniforme de 2,, 2, , y, , Yo 

et y; périodique de période 27 par rapport à y, et à #. 

Je me propose de démontrer qu'il n'existe pas d'autre intégrale 

jouissant des mémes propriétés. 

Soit en effet: 
® = const. 

une autre intégrale analytique uniforme par rapport aux x, aux y et à 

pe et périodique par rapport aux y. 

Soit: 

I — eit). Ly = ¢,(t), hh = es (t), Y = ¢,(¢) 

une solution périodique (de période 7) de nos équations differentielles, 
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Soit: 

f,=9,(t) FE, u — ext) +- &, 4 = ext) + &, Yo = e(t) + &. 

Soit 5, la valeur de & pour £ — o; soit 5, + d, la valeur de €, pour 

( — T; nous savons que les d sont développables suivant les puissances 

croissantes des 3. Considérons l'équation en S: 

de, de, dé, dé, | 

dB, dj, df, df, 

dg, dé, Er dé, dé, 

df, df, df, dj, 

| .|=o dy, DE EE 
df, dg TE df, 

d did dd de, ; 

df, df, dg, df, ER 

Les racines de cette équation sont égales à. 

aT ET 
€ I, 

les a étant les exposants caractéristiques; deux de ces racines sont done 

nulles, et dans le cas particulier du probléme des trois corps que nous 

traitons, les deux autres racines doivent étre différentes de o. 

Je remarque d'abord que nous avons: 

d EF dy, dF dé, ar dé, dF d, Er 

da, dB, da, df, dy, df; dy, d gi = Dae. 
(1) 3 (i=1,2,3,4) 

d d, d d, d d, de de, 

dz, df, da, d dy, df, dy, df, UK 

Dans les dérivées de F et de ®, x,, v,, y, et y, doivent être remplacées 

par £;(T), ¢.(T), ex(T), ga(T). 
On peut en conclure ou bien que l'on a: 

dr dF dk dE 

dx, dx, dy, dy, 
2 — LI = = 

(2) d D d D do deo 

daz dx, dy, dy, 
1 
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ou bien que le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport aux f est nul 

ainsi que tous ses mineurs du 1” ordre. 

D'autre part on a, en désignant pas c;(/) la dérivée de ¢,(t): 

dd; dd i E d hi ; dd : ; 

(3) dg f pi (O) + D eo) + ag SC) + ; = pile) OD. Meena 

dF e dF , ap, | ae 

(4) de, ee.
.. 

4 
dq , do " dq ; do ; 

de, gi) n dz, ex(o) 
sl: dy, ¢3(0) T dy, Pa 

(0) EE 

De ces équations on peut conclure par un calcul trés simple dont on 

trouvera plus loin le détail que si les équations (2) ne sont pas satisfaites: 

ou bien on aura: 

(5) ei(o) = ¢:(0) = ei(9) = gi(0) = o; 

ou bien l'équation en S aura trois racines nulles (les quatre racines 

devraient méme étre nulles, puisque les exposants caractéristiques sont 

deux à deux égaux et de signe contraire). : 

Or nous savons que l'équation en S n'a que deux racines nulles; 

d'autre part les équations (5) ne peuvent étre satisfaites que pour certaines 

solutions périodiques trés partieuliéres (je veux dire pour celles qui sont 

étudiées dans la Mécanique céleste de Laplace, livre X, chapitre VI) et 

ou le troisiéme corps décrit comme les deux premiers une circonférence. 

Les équations (2) devront donc être satisfaites. Elle devront l'être 

pour: 

$, = fT), % = ¢,(T), p = gx, Ya = gı(T). 

Mais comme l'origine du temps est restée arbitraire, elles devront l'étre 

également quel que soit ¢ pour: 

a, = gi(t), Ly = a(t), yi = ext), Ya = e(t). 

En d'autres termes, elles le seront pour tous les points de toutes les so- 

lutions périodiques. Je dis maintenant que ces équations sont satisfaites 

identiquement. Posons par exemple: 

dbdF  dbdF. 
2 1 
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Il est clair que f sera encore une fonction analytique et uniforme; on 
aura f — o pour tous les points de toutes les solutions périodiques. Je 
veux établir que f est identiquement nul; pour cela je vais montrer que 

lon a identiquement pour y = o: 

df is d'f 

du dye 
o=f= 

En effet considérons une solution périodique quelconque du 1* genre; soit: 

% = e(t, p) mat), Vic esto UNESCO 

cette solution; les fonctions ¢ seront développables suivant les puissances 

de y et quand y tendra vers o, elles tendront respectivement vers: 

215 25,0. 0,, 0,6 -- Gi 

; n J m 
(æ et a} étant des constantes telles que — soit commensurable et &, et 

&, les quantités définies dans le $ 11). Tant que y n'est pas nul on aura: 

fleilés ms ef, np), Gals m) eat, p)] = o. 

Mais la fonction f étant analytique et par conséquent continue, on aura 

encore pour zu — © (bien que pour y = o les exposants caractéristiques 

s’annulent): 

f(a; , Ts , nyt + 0. Nyt a G:) 2. 

Mais si l'on considère un systeme quelconque de valeurs de x, et de x, 

on pourra toujours trouver un systeme a! et =) qui en differera aussi 

peu que l'on voudra et qui correspondra à une valeur commensurable de 
n 

t. Soit alors: 
T. 

A, et A, étant deux entiers premiers entre eux. Nous choisirons ¢ de 

facon que: 
mt + © = Yi + 2kz. (k entier) 
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On aura alors: 
À 

Not + © = Fr (y, + 2kz — 0) + ©. 
iil 

Si nous posons: 
Mt + 0, = Yÿ + 2k'x (k' entier) 

on devra avoir: 

f(x, de, Yi» Yo) = ©. 

Etant donnée ‘une valeur quelconque de y,, on peut choisir les entiers A 

et k’ de telle facon que la différence y, — y, soit plus petite en valeur 
> ZT . . oe g 

absolue que 3k Mais nous pouvons toujours choisir x} et x) de facon 
( 
1 

que ce systeme de valeurs diffère aussi peu que lon veut de x, et de «,, 
n 5 . 

et que le rapport — tout en étant commensurable soit tel que le nombre 
que 

entier À, soit aussi grand que Yon veut. Par conséquent, étant donné 

un systeme quelconque de valeurs de x, ,#,,%, et y, on pourra trouver 

un système de valeurs qui en différera aussi peu qu'on voudra et pour 

lequel f sera nul. Comme la fonction f est analytique elle devra donc 

être identiquement nulle pour y — o. 

Cela posé, comme 

flet, m) = o 

quels que soient £ et y; il vient, pour tous les points de la solution 

périodique: 
df df do, df de, df de, df do, ad 

7 zu dx, dp dp rm du dx, dy dy, dy dy, dy 

Cette relation sera vraie en particulier pour 

2 y, — Mt + o, Yo = Mot + Go. ==, Pi IE TR 

Mais, quand y est nul, f est identiquement nulle, par conséquent ses 

dérivées par rapport aux æ et aux y sont nulles. On a donc: 

df 
- —=6) 

eu 
4 

pour 4 — 0,27, — m", — nt 4- &;; et on en conclurait comme plus 

df 
haut que 5, est identiquement nul pour y = o. 

au 
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df 
i2 et les autres dérivées 
(eau 

4 

On démontrerait de la méme maniere que 

de f par rapport à y sont nulles pour y = o. 

Done la fonction f est identiquement nulle et les équations (2) sont 

des identités. 

Mais, sil en est ainsi, cela veut dire que ® est une fonction de F, 

et que les deux intégrales ® et F ne sont pas distinctes. 

Nos équations ne comportent done pas d'autre intégrale analytique 

et uniforme que /’ = const. 

Quand je dis que ces équations n'admettent pas d'intégrale uniforme, 

je ne veux pas dire seulement qu'elles n'ont pas d'intégrale qui reste 

analytique et uniforme pour toutes les valeurs de x, de y et de y. 

Je veux dire qu'en dehors de l'intégrale F, ces équations n'admettent 

pas d'intégrale qui reste analytique, uniforme (et périodique de y, et y,) 

pour toutes les valeurs de y, et de y, et pour les valeurs suffisamment 

petites de a, quand x, et x, parcourent un domaine quelconque, si petit 

d'ailleurs que soit ce domaine. 

On sait que Bruns a démontré qu'en dehors des intégrales connues, 

le probléme des trois corps n'admet pas d'intégrale algébrique. Ce ré- 

sultat se trouve done conformé par une voie entiérement différente. 
Jai annoncé plus haut que les équations (1), (3) et (4) entrainent 

forcément une des trois conséquences suivantes:.ou bien les équations (2) 

sont satisfaites, ou bien ce sont les équations (5), ou bien l'équation en 

S a au moins trois racines nulles. 

En effet formons la matrice suivante à 4 lignes et 5 colonnes 

(i#=1, 2, 3,4) 
- dé; dé, dd; dd; , 

(6) las ag, aa, ap, 0) 

Si les équations (1) et (4) sont satisfaites sans que les équations (2) le 

soient, nous devons conclure que tous les déterminants obtenus en suppri- 

mant dans cette matrice deux colonnes et une ligne sont nuls. 

Si maintenant l'on fait subir à z,, ,, y, et y, un changement line- 

aire de variables, les d et les # subiront ct méme changement linéaire 

et la matrice (6) pourra étre simplifiée. 

On peut toujours supposer qu'on a choisi ce changement linéaire de 

telle sorte que 
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de; T 

dg pm 
Oo pour à < k. 

Alors les produits trois à trois des quatre quantités 

dd, d^, d^, dé, 

dg, 2 dß, ; df, ? dp, 

sont tous nuls, d’ou il suit que deux au moins de ces quantités sont 

nulles. On peut toujours supposer que le changement linéaire a été 
3. 5 d. d : 5 

choisi de telle sorte que ce soient ne et E qui solent nuls. 
CPs UP. 

: 2 She. CU der, 
Si en outre une des deux quantités ig €t 7, est encore nulle, 

OP, CPs 

l’equation en S aura trois racines nulles. 

Si au contraire aucune de ces deux quantités n'est nulle, les équa- 

tions (3) permettent de conclure que 

En supprimant dans la matrice (6) la 3° et la 4° colonne et la 3° ligne, 

ou bien la 3° et la 4° colonne et la 4° ligne, i! vient: 

d, de, 1 dd, d, ; pe 

df, df, ¢3(0) ~ dB, df, ei ) XO 

ce qui ne peut avoir lieu que si 

gi(0) = g:(0) = e:(0) = ei(0) = 0, 

c'est à dire si les équations (5) sont satisfaites; ou bien si 

dd d 
1 2 — © ou Oo dj, TX 

c'est à dire si l'équation en S a trois racines nulles. 

(QU Feb; 
* 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 21 octobre 1890. ; 34 
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CHAPITRE IV. 

Tentatives de généralisation. 

8 23. Probleme des n corps. 

Est-il permis d'espérer qu'on puisse étendre les résultats précédents 

aux cas ou les équations de la dynamique comportent plus de deux 

degrés de liberté et par conséquent au cas général du probléme des n 

corps? | 

C'est possible, mais ce ne sera pas sans un nouvel effort. 

Je croyais, en commencant ce travail, que la solution du probléme, 

une fois trouvée pour le cas particulier que j'ai traité, se généraliserait 

immédiatement sans qu'on ait à vaincre aucune difficulté nouvelle en 

dehors de celles qui sont dues au nombre plus grand des variables et à 

l'impossibilité d'une représentation géométrique. Je me trompais. 

Aussi crois-je devoir insister un peu ici sur la nature des obstacles 

qui s'opposent à cette généralisation. 

Sil y a p degrés de liberté, la situation du systéme peut étre re- 

présentée par la position d'un point dans lespace à 2p — 1 dimensions. 

La plupart: des conclusions de la premiére partie sont encore vraies et 

n'ont à subir aucun changement. II existe done une infinité de solutions 

périodiques représentées par des trajectoires fermées et se classant en 

stables et en instables, ou méme en catégories plus nombreuses, d'aprés 

la nature de leurs exposants caractéristiques. I] existe aussi une infinité 

de solutions asymptotiques. 

Tai cherché également à étendre au cas général le caleul du $ 17 

en laissant de côté la question de convergence. Les séries qu'on obtient 

de la sorte peuvent en effet, méme lorsqu'elles divergent, étre utiles dans 

certains cas aux astronomes et peut-étre guider les géométres vers la so- 

lution définitive. 
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Supposons trois degrés de liberté et reprenons les équations (1) du 

§ 11 en faisant les mêmes hypothèses que dans ce paragraphe. 

Cherchons ensuite trois fonctions de y, , y, , ¥,: 
v3 

Hy = O yi , ys, Va) 

Lo = D, (y ; Ya Vs) 

satisfaisant 

ou, ce qui 

Nous 

puissances 

I = D. RU PD Js)» 

aux équations: 

hs HT ay Cha NIRE RÀ ct rea ict rta e ecu ead AN Lc a 
da, = dy, da, "r dy, da, 2 dy, > 

de, di da, dI! de, arp d p 

; : ur dx us E dy, de, dy, de, dy, dy, 

de, EP dx, di 

dy, da, dy, da, 2 

da, dE! dit ane clo) dy, da, du, 

revient au méme, aux équations: 

Eee de, ET dx, da, io dv, dx, dx, 

ae CER adie dy, — dy, dy sese i 

supposerons que .£, ,2,, x, peuvent se développer suivant les 

de # ou de yp et que pour y = o, elles se réduisent à des 

constantes x}, x), x} 

Nous poserons ensuite comme plus haut: 

dF, dp, dE, 
D sn, S emen = — c 
dax 1 day 20 da, 2 

19 5 

entiers, on peut développer 

Si entre % 

Gay MRC 
US 

nu, il my a aucune relation 

suivant 

linéaire à coefficients 

les puissances de y; 

chaque terme est périodique à la fois par rapport à y,, à y, et à y,. 

Mais il s'introduit de petits diviseurs. 
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Si entre n,,n, et n, il y a une relation linéaire et une seule à 

coefficients entiers: 

mn, + m,n, + MN, = 0, 

les calculs peuvent se poursuivre absolument comme dans le $ 18. Les 

trois fonctions z,, x, et x, se développent suivant les puissances de y 

et elles sont au moins doublement périodiques, je veux dire qu'elles ne 

changent pas quand y,, y, et y, augmentent d'un multiple de 27 de telle 

facon que my, + m,y, + m,y, ne change pas; il y a encore de petits 

diviseurs. 

Il reste un troisieme cas, le plus intéressant de tous, qui est celui 

ou il y a entre n,,n,,n, deux relations linéaires à coefficients entiers: 

mn, + Molo + mn, = O, 

minm, + min, + min, = o. 

On peut alors développer z,, x, et x, suivant les puissances de yj et de 
fagon que ces fonctions soient périodiques, je veux dire qu'elles ne 
changent pas quand y,, y, et y, augmentent d'un multiple de 2x et de 
telle sorte que m,y, + m,y, + my, et mj;y, + máy, + miy, ne changent 
pas. Il my a plus de petits diviseurs, mais le calcul de ces fonctions 
n'est pas sans certaines difficultés. 

En premiére approximation, la détermination de ces fonctions dépend 
de l'intégration d'un système d'équations différentielles qui ont la forme 
canonique des équations de la dynamique, mais avec deux degrés de liberté 
seulement. Dans presque toutes les applications, ces équations dépendront 
d'un paramétre trés petit par rapport auquel on pourra développer, de 
maniére qu'on pourra leur appliquer les conclusions des chapitres I et II 
(1** partie). 

Dans les approximations suivantes, on n'aura plus à effectuer que 
des quadratures. j 

Ce n'est pas tout; le probléme des » corps présente des difficultés 

spéciales qu'on ne rencontre pas dans le cas général. Sans doute ces 

difficultés ne sont pas aussi essentielles que celles dont j'ai signalé plus 
haut l'existence, et un peu d'attention doit permettre d'en triompher. 

Mais j'en dois dire ici quelques mots. 



§ 23. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 269 

Dans le probléme des » corps, F, ne dépend pas de toutes les va- 

riables linéaires x,; par conséquent, non seulement le hessien de F, o par 

rapport aux variables x, est nul, mais le hessien d'une fonction arbitraire 

de F, est encore nul. (Cf. page 121.) Cela vient du fait suivant: si 

fp = 0, c'est a dire dans le mouvement Képlerien, les périhélies sont fixes. 

Cette difficulté n’existait pas dans le cas que nous avons traité (1° 

exemple, § 15) parce que nous avions pris pour variable, non pas g longi- 

tude du périhélie, mais g — t. Elle n'existerait pas non plus avec une 

loi d'attraction autre que là newtonienne. 

Voici quelles en sont les étranges conséquences: 

Nous avons vu qu'il y a deux sortes de solutions périodiques: les 

solutions du 1* genre, dont nous avons parlé dans le chapitre III (1°° 

partie) et qui subsistent quelque petit que soit y, et les solutions du 2" 

genre dont nous avons parlé dans le $ 20 et qui disparaissent l'une aprés 

l'autre quand on fait décroitre y. 

Dans le cas du probléme des trois corps, si l'on fait p = o, les 

orbites des deux petits corps se réduisent à deux ellipses Képleriennes. 
er Que deviennent alors les solutions périodiques du 1° genre quand on 

fait y = o? En d'autres termes quelles sont les solutions .périodiques 

des équations du mouvement Képlerien? Les unes correspondent au cas 

ou les deux moyens mouvements sont commensurables. Mais il en est 

d'autres qu'il est plus malaisé d’apercevoir et sur lesquelles je dois 

insister. 

Si 4 — o, c'est que les masses des deux planètes sont infiniment 

petites et qu'elles ne peuvent agir l'une sur l'autre d'une maniére sen- 

sible, à moins d'être à une distance infiniment petite l'une de l'autre. Mais 

si ces planétes passent infiniment prés l'une de l'autre, leurs orbites vont 

être brusquement modifiées comme si elles s'étaient choquées. On peut 

disposer des conditions initiales de telle facon que ces chocs se produi- 

sent périodiquement et on obtient ainsi des solutions discontinues qui 

sont de véritables solutions périodiques du probléme du mouvement Kép- 

lerien et que nous n'avons pas le droit de laisser de cóté. 

Telles sont les raisons pour lesquelles j'ai renoncé, au moins momen- 

tanément, à étendre au cas général les résultats obtenus. Non seulement 

le temps me fait défaut, mais je crois qu'une pareille tentative serait 

prématurée. 2 
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En effet, je n'ai pu faire encore du cas particulier méine auquel je 

me suis restreint une étude suffisamment approfondie. Ce n'est qu'aprés 
bien des recherches et des efforts que les géometres connaitront complete- 

ment ce domaine, où je n'ai pu faire qu'une simple reconnaissance, et 

qu'ils y trouveront un terrain solide d’où ils puissent s'élancer à de nou- 
velles conquétes. 
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AVANT-PROPOS. 

Nous avons réuni dans ce tome les deux mémoires couronnés par 

S. M. le Roi le 21 janvier 1889. 

A notre grand regret, nous ne pouvons y joindre que l'un des deux 

rapports présentés à leur sujet à S. M. par la Commission du prix. 

M. WzrERSTRASS avait bien voulu se charger de rédiger le rapport sur le 

mémoire de M. PorwcAmÉ; mais, souffrant depuis plus d'un an, il lui a 

malheureusement été impossible jusqu'ici de l’achever. Il nous autorise 

à dire que son rapport sera publié des que l’état de sa santé lui aura 

permis d'y mettre la derniére main. 

Nous insérons ci-dessous le rapport de M. Hermire sur le mémoire 

de M. ArPELL. 

Le Rédacteur en chef. 

Rapport de M. Hermite. 

Les expressions des fonctions elliptiques par des séries simples de 

sinus et de cosinus, telles que les donne la formule de Fourier, ont à 

bien des points de vue une grande importance en Analyse. Elles ont été 

employées avec succés et jouent un róle important dans beaucoup d'ap- 

plications du calcul à la physique et à l'astronomie. Elles ont conduit 

Jacobi aux formules si remarquables du § 40 des Fundamenta, ou le 

grand géométre, allant au delà des propositions connues de l'arithmétique, 

obtient le nombre des décompositions d'un entier queleonque en 2, 4, 6 

et 8 carrés exprimé au moyen des diviseurs de ce nombre. D'autres 

résultats d'une nature plus cachée, sur le nombre des classes de formes 
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quadratiques de déterminants négatifs, devaient encore découler de la 

méme source analytique et mettre dans tout son jour, l'étroite corres- 

pondance des identités de la théorie des fonctions elliptiques avec la 

théorie des nombres. Nous les rappelons succinctement pour faire com- 

prendre quelles espérances on avait dü concevoir de la découverte mé- 

morable de Göpel et Rosenhain, lorsqu'on eut sous une forme entièrement 

semblable à celle des fonctions elliptiques, les fonctions quadruplement 

périodiques de deux variables, inverses des intégrales hyperelliptiques de 

premiére classe. Assurément il était possible de joindre aux expressions 

de ces nouvelles transcendantes par des quotients de fonctions 6, des 

développements en séries simples de sinus et de cosinus, mais la déter- 

mination effective des coefficients présente les plus grandes difficultés et 

n'a pu jusqu'à présent étre abordée. Elle est le principal objet du 

mémoire dont nous allons analyser les méthodes et les résultats. 

I. La solution donnée par Jacobi du probléme de la rotation d'un 

corps solide autour d'un point fixe, lorsqu'il n'y a pas de forces accé- 

leratrices, a été l’origine d'une notion analytique importante. Les ex- 

pressions de lillustre auteur présentent en effet, dans le cas le plus 

simple, l'exemple de fonctions qui se reproduisent multipliées par des 

constantes, lorsqu'on augmente la variable de lune ou de l'autre des 

périodes. On a reconnu qu'elles constituent un nouveau genre de fonc- 

tions plus générales que les fonctions doublement périodiques, dont le 

róüle comme élément analytique propre, se montre dans beaucoup de 

questions importantes. Elles s'offrent en particulier, dans la rotation d'un 

corps grave de révolution suspendu par un point de son axe, dans la 

recherehe de la figure de l'élastique gauche, dans le mouvement d'un 

corps solide dans un liquide indéfini, lorsqu'il n'y a pas de forces accé- 

lératrices, etc. Enfin elles donnent une méthode réguliére d'une applica- 

tion facile, pour effectuer l'intéeration des équations différentielles linéaires 

d'ordre quelconque, à coefficients doublement périodiques, dans tous les 

cas où la solution est une fonction uniforme. Sous un autre point de 

vue, ces transcendantes peuvent encore étre considérées comme provenant 

de lintégrale elliptique la plus générale qui aura été mise en exponen- 

tielle, en y remplacant la variable par un sinus d'amplitude. On peut 

aussi ne pas faire ce changement et conserver lintegrale qui suivant le 
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contour décrit par la variable est susceptible d'une infinité de détermina- 

tions. Ces valeurs multiples s'obtenant par l'addition de constantes, les 

expressions dont nous parlons auront la propriété de se reproduire, multi- 

pliées par des facteurs constants, lorsqu'on fait décrire certains chemins 

à la variable. Qu'au lieu de considérer la variable sur un plan unique, 

on recoure à la conception de Riemann, de maniére à remplacer par une 

fonction à sens unique, affectée de coupures, une expression à détermina- 

tions multiples, on parvient à une quantité dont les valeurs, lorsqu'on 

passe d'un bord à l'autre de la coupure, se reproduisent multipliées par 

une constante. Nous nous trouvons ainsi amené à l'idée fondamentale 

de l'auteur, à la notion analytique des nouvelles transcendantes, aux- 
, 

quelles il donne la dénomination de fonctions à multiplicateurs, et dont 

il établit les propriétés; voici succinctement les résultats auxquels il est 

parvenu. 

II. Son point de départ est dans la considération d'une équation 

algébrique de genre p, et de la surface correspondante de Riemann, 

rendue simplement connexe, au moyen de coupures; ce sont les éléments 

qui lui permettent de définir d'une manière complete et précise, les fonc- 

tions à multiplicateurs, d'aprés les conditions suivantes. Elles seront uni- 

formes sur la surface, elles ne présenteront aucune autre singularité que 

des poles, et elles prendront aux deux bords infiniment voisins d'une 

coupure, des valeurs qui me différent que par des multiplicateurs con- 

stants. Ceci posé, voici un premier résultat d'une grande importance: 

toutes les fonctions qui satisfont aux conditions posées, leurs multiplica- 

teurs étant des constantes données d'avance, peuvent s'exprimer au moyen 

des intégrales normales de troisiéme espéce qui sont attachées à l'équation 

algébrique. Viennent ensuite plusieurs théorémes, le suivant qui est une 

généralisation de la proposition célébre d'Abel, sur les intégrales de dif- 

férentielles algébriques, mérite une attention particuliere. Il consiste en 

ce que la somme des valeurs que prend une intégrale abélienne de pre- 

miére espèce, aux zéros d'une fonction à multiplicateurs, est égale à la 

somme des valeurs qui correspondent aux infinis de la méme fonction, 

augmentée d'une constante dépendant uniquement des multiplicateurs. 

Aprés avoir déduit de là d'importantes conséquences sur le nombre des 

constantes arbitraires d'une fonction qui a des multiplicateurs et des póles 
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donnés, l'auteur démontre qu'il existe en général p — 1 relations entre 

les póles et les résidus d'une fonction à multiplicateurs, et p dans un 

cas spécial, comprenant en particulier celui des fonctions algébriques. Ce 

cas spécial intéressant tient à l'existence d'une fonction sans zéros, ni 

infinis, et qui admet les multiplicateurs donnés. 

III. Les intégrales des fonctions à multiplicateurs sont ensuite le 

sujet d'une étude approfondie. L'auteur obtient à leur égard un ensemble 

de propositions qui correspondent exactement aux théorémes célébres de 

Riemann sur les intégrales abéliennes. Nous indiquerons comme exemples, 

leur classification en intégrales de premiére espéce qui sont toujours 

finies, en intégrales de seconde espèce n'ayant que des pôles, et en in- 

tégrales de troisieme espéce ou s'offrent des infinis logarithmiques. Nous 

citerons encore cette importante proposition, qu'en général il existe p — 1 

intégrales de premiére espéce, linéairement indépendantes, et p dans le 

cas particulier dont il a été question précédemment. Les modules de 

périodicité de ces intégrales, le long des coupures, sont liés aux multi- 

plicateurs par des relations qui deviennent identiques, lorsque les multi- 

plicateurs se réduisent à l'unité, et que les intégrales deviennent abéliennes. 

Entre les modules de périodicité de deux intégrales de premiére espéce, 

à multiplicateurs inverses, existe une équation qui coincide dans le cas 

particulier des multiplicateurs égaux a l'unité, avec la relation d'une 

importance capitale découverte par Riemann, entre les modules de pério- 

dicité de deux intégrales abéliennes de première espèce. Enfin l'auteur 

forme les intégrales normales des fonctions à multiplicateurs, de seconde 

et de troisieme espece, il établit des relations entre les modules de pé- 

riodicité de ces intégrales et leurs multiplicateurs, puis d'autres entre ces 

modules et ceux d'une intégrale de premiére espéce aux multiplicateurs 

inverses. L'ensemble de ces résultats rend manifeste l’analogie de la 

nouvelle théorie avec celle des intégrales abéliennes; la différence de 

nature analytique entre les deux genres de quantités apparait toutefois 

dans cette circonstance qu'il existe une intégrale de troisiéme espéce avec 

un seul infini logarithmique, tandis qu'une intégrale abélienne de troi- 

sieme espéce possede au moins deux infinis de cette nature. En dernier 

lieu nous signalerons dans la théorie des intégrales de seconde espèce ce 

théorème d'un grand intérêt, que toute fonction à multiplicateurs s'ex- 
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prine par une somme d'intégrales de seconde espéce ayant les mémes 

facteurs, et qui deviennent chacune infinie en un seul point. C'est comme 

on le voit la généralisation de la belle formule de Riemann-Roch qui 

représente une fonction algébrique quelconque par une somme d'intégrales 

abéliennes de seconde espéce. 

IV. Nous venons d'indiquer rapidement les points les plus essentiels 

de la théorie des fonctions à multiplicateurs. Nous avons montré qu'elle 

a pour premiere origine, les fonctions algébriques, leurs propriétés et celles 

de leur intégrales, telles que Riemann les a fait connaitre, nous avons 

montré qu'elles constituent par l'ensemble de leurs caractéres, de nou- 

veaux éléments analytiques, ou l'on retrouve dans un sens beaucoup plus 

général, toutes les propriétés des fonctions doublement périodiques de 

seconde espéce. Il nous faut maintenant revenir à la question principale 

que l'auteur a eue en vue en entreprenant ces belles et profondes recherches, 

où il a montré le plus remarquable talent d'invention. Son but était 

d'obtenir les intégrales définies réelles qui représentent les coefficients du 

développement par la formule de Fourier, des fonctions elliptiques et des 

fonctions abéliennes de deux variables, à quatre paires de périodes simul- 

tanées. Un changement de variables le conduit d'abord à des fonctions 

à multiplicateurs, et pour le cas des sinus d'amplitude qu'il traite en 

premier lieu, ses principes généraux lui permettent d'obtenir les coef- 

ficients du développement avec autant de simplicité que d'élégance. En 

appliquant ensuite la méme méthode aux transcendantes de Göpel et de 

Rosenhain, il trouve les coefficients sous la forme d'une fónction ration- 

nelle des constantes p,4,r qui figurent dans les fonctions @ à deux 

variables, multipliée par une intégrale définie ou entrent deux entiers 

indéterminés. C'est pour la théorie des fonctions abéliennes un résultat 

du plus haut intérét; il donne la solution d'une question restée jusqu'ici 

inabordable, sous une forme simple qui permettra d'en poursuivre les 

conséquences; il ouvre la voie pour l'étude approfondie des développements 

par la formule de Fourier des fonctions abéliennes, et obtenir pour ces 

fonetions des développements qui procédent suivant les puissances des 

trois quantités p, q,r. On peut donc attendre de voir ainsi se combler 

une grande lacune dans la théorie de ces transcendantes, on peut espérer 

de voir se rétablir autant que le comporte la nature des choses, l'analogie 
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avec les fonctions elliptiques, dans ce point d'une importance capitale oü 

elles se lient aux propriétés des nombres. Presse par la date fixée pour 

le terme du concours l'auteur a dû ajourner ces recherches qui auraient 

pu devenir le eouronnement de son beau et savant mémoire. Mais il 

a grandement accompli sa tàche en posant les fondements d'une théorie 

qui ajoute au domaine de l'analyse un nouveau genre de fonctions, dont 

il a encore indiqué une autre application importante, à l'intégration des 

équations linéaires d'ordre quelconque à coefficients algébriques. 

Nous pensons en résumé que le travail dont nous venons de faire 

l'exposé est l'oeuvre d'un géomètre de premier ordre, et qu'il sera placé 

au nombre des plus importantes productions mathématiques qui aient 

appelé dans ces derniéres années l'attention des analystes. 

Paris, 10 Janvier 1889. 

A-.-PP———————————————— 
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. Introduction. 

Les fonctions algébriques et leurs intégrales ont fait l'objet, depuis 
AnEL et Riemann, des plus profondes recherches des géomètres. En se 
plaçant au point de vue de Riemany, on peut définir les fonctions algé- 
briques comme étant wniformes sur une surface de Riemann et n'admettant 
pas d'autres singularités que des pöles; les intégrales de ces fonctions algé- 
briques ne sont pas uniformes sur la surface primitive de Riemann, mais 
le deviennent aprés qu'on a tracé sur cette surface des coupures appropriées; 
sur les deux bords d'une de ces coupures, les valeurs de l'intégrale ne 
different que par une constante. 

De méme qu'à cóté des fonctions doublement périodiques ordinaires, 
viennent se placer les fonctions que M. HrnurrE a nommées fonctions 
doublement périodiques de seconde espece et qui se reproduisent, multipliées 
par des facteurs constants, quand la variable augmente de l'une ou l'autre 
des périodes; de méme à coté des fonctions algébriques viennent se placer 
des fonctions qui sont uniformes sur une surface de Riemann rendue 
simplement connexe, qui n'admettent pas d'autres singularités que des póles 
et dont les valeurs aux deux bords d'une coupure ne différent que par 
un facteur ou multiplicateur constant. Nous nommerons ces fonctions: fonc- 

tions à multiplicateurs. 

Ces fonctions ont fait l'objet d'un mémoire de M. Arrzrr intitulé 
Généralisation des fonctions doublement périodiques de seconde espèce (Journal 
de mathématiques pures et appliquées, publié par M. Resa, jan- 
vier 1883). 

Dans le présent travail, nous nous proposons d'étudier les intégrales 
des fonctions à multiplicateurs, ce qui constitue une recherche entièrement 
nouvelle’ comprenant, comme cas particulier, la théorie des intégrales 

'* Nous devons cependant citer un Mémoire de M. Prym qui se trouve dans le Tome 
70 du Journal de CRELLE (p. 354) et dont nous n'avons eu connaissance que dans le 
courant de l'année 1889. 
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abéliennes, lorsque les multiplicateurs deviennent tous égaux à l'unité. 

Les intégrales des fonctions à multiplicateurs fournissent donc une extension 

naturelle des intégrales abéliennes. 

Ces intégrales se présentent aussi, comme nous le montrerons, dans 

la résolution d'un probléme d'une haute importance qui a, depuis long- 

temps, attiré l'attention des géométres, à savoir le probléme du développe- 

ment des fonctions abéliennes en séries trigonométriques. On n'a. jusqu'à 

présent rien publié sur ces développements qui doivent avoir, dans la 

théorie des fonctions abéliennes, un róle aussi important que les beaux 

développements en séries trigonométriques donnés par JAconr dans la 

théorie des fonctions elliptiques. En traitant plus particuliérement le cas 

des fonctions abéliennes de genre 2, nous calculons le coefficient du terme 

général de leurs développements en séries trigonométriques; ce coefficient 

est d’une nature plus compliquée que celui des développements de JAconr: 

il contient dans son expression une intégrale définie qui ne parait pas 

pouvoir se réduire aux fonctions élémentaires et qui comprend comme cas 

trés particulier les fonctions de Brssrr. 

Cette méme intégrale définie reparait lorsqu'on veut, à l'aide d'une 

série trigonométrique, faire l'inversion d'une intégrale hyperelliptique en se 

restreignant à des valeurs réelles de l'intégrale et de la variable d'inté- 

gration.’ La résolution de ce probléme trouve de nombreuses applications 

en. mécanique rationnelle. 

Pour bien faire saisir l'esprit de la méthode, nous traitons d'abord 

le développement en série trigonométrique de la fonction 

sn, 

c'est à dire de la fonction z de w définie par l'équation 

& dz P 
u= M , 

j VC — z’)(ı — k?z?) 
0 

et cela sans nous servir ni des propriétés des fonctions # ni de la theorie 

des fonctions elliptiques. 

' Voyez un Mémoire de M. Werersrrass: Uber eine Gattung reell periodischer 

Functionen, Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1866, 

p. 97. 
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La méthode que nous appliquons aux fonctions abéliennes peut aussi 

servir à développer en séries trigonométriques certaines racines carrées de 

fonctions abéliennes du genre 2, et certaines fonctions de plusieurs va- 

riables analogues aux fonctions doublement périodiques de seconde espece. 

Ce travail est divisé en trois parties: la premiére contient un résumé 

des principales propriétés des fonctions à multiplicateurs, la seconde est 

consacrée à l'étude des intégrales de ces fonctions, la troisiéme aux appli- 

cations et principalement au développement des fonctions abéliennes en 

séries trigonométriques. 

Nous suivons, dans ce travail, les notations et la terminologie de 

M. C. Neumann dans l'ouvrage intitulé: Vorlesungen über Riemann’s Theorie 

der Abel'schen Integrale, von Dr. C. Neumann, zweite Auflage; Leipzig, 

Teubner, 1884. 
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Premiere partie. 

Sur les fonctions à multiplicateurs.. 

Soit une équation algébrique 

(SEE) o 

du genre p et R la surface de Riemann correspondante. Désignons, avec 

C. Neumann (loc. cit. pages 175—185), par R,. cette surface de Rie- 

mann rendue simplement connexe par les coupures 

Gode dos Op Ory ange Cu Cg yess Cp 

^ Nous appellerons fonction à multiplicateurs une fonction uniforme et ré- 

guliére (c'est à dire, d'aprés Neumann, n'admettant que des póles) sur la 

surface R,,., cette fonction étant telle que ses valeurs sur les deux bords 

d'une coupure ne différent que par un facteur ou multiplicateur constant 

tout le long de la coupure. 

a Il est aisé de voir que, le long 

de chacune des coupures c, , €, , ... , Cp; 

ce multiplicateur est égal à l'unité. En 

effet, reprenons la figure de C. Neu- 

MANN (loc. cit. page 216) avec quel- 

ques additions, et supposons qu'une 

fonction à multiplicateurs ®(z) ad- 

mette le long de la coupure a, le 

multiplicateur m,, sur la portion 0; 

de la coupure à, le multiplicateur 
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ni, sur la portion b; de cette méme coupure le multiplicateur »j', enfin 

le long de la coupure c, le multiplicateur £,. Cela veut dire que, si l'on 

appelle, avec NEUwANN, A un point du bord gauche d’une coupure et 9 

le point situé en face de A sur le bord droit, l'on a les relations suivantes: 

le long de a,: 4(4) — m, O(p),: 

i le long de bi: 9(2) = nid(p), 

le long de 5i: D(A) = ni’ (po), 

le long de ¢,: 6(4) = k, O(p). 

Nous allons démontrer que 

= di ii) mm ipae 

Au point de croisement 4870 des coupures a, et b,-on a (voyez la fi 

gure page 8) 

O(a) = m, (6), Q(B) = m 0(7), 

(y) = ni 0(0), D(B) = n;' O(a), 

d'où lon tire immédiatement en éliminant ®(a), (8), ®(r)., ®(0) 

m, (mn — nj) = o : 

done 

V E 

car aucun multiplicateur ne peut étre nul. De méme au point de croise- 

ment ¢74 des coupures b, et c,, on a, en appelant maintenant n, la va- 

leur commune de » et ni’, 

$(s)— n 4(y, O(c) =n, (8), O(n) = k,9(0), 
d'ou il résulte 

Ainsi, comme nous l'avons annoncé, le multiplicateur le long de la 
coupure c, est lunité; la fonction @(z) prend les mêmes valeurs sur les 
deux bords de e,. Il en est de méme pour les coupures GIONE ey Coe 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 4 février 1890. 9* 
4 
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On pourra done supprimer toutes ces coupures c,, 6, ,..., c, sans 
que la fonction @(z) cesse d'étre uniforme.. 

En résumé,-une fonction à multiplicateurs ®(z) est uniforme sur la 

surface que C. Neumann appelle A,, et que l'on obtient en tracant sur 

la surface R.de Riemann les seules coupures 

a CATEROEROKLBHETON cn HB Sues 
1? p 

Le long de chacune de ces coupures la fonction (2) admettra un certain 

multiplicateur: 
le long de a,, le multiplicateur m,, 

le long de /,, le multiplicateur ,. 

Cela veut dire que, en appelant A un point du bord gauche d'une coupure 

et o le point situé en face de À sur le bord droit, lon a: 

le long de a,, (A) = m,d(p), 

le long de D, (A) = n, (p). 

Il y a ainsi en tout 2p multiplieateurs 

UD AO sav ecu ite, ER iu 

Le probléme que nous avons maintenant à résoudre est celui-ci: 

Former toutes les fonctions à multiplicateurs m, , n, (k = 1,2,...,p) 

donnés d'avance. 

Pour cela, désignons avec NEUMANN par 

w, (a) , w,(2)., wu (2) 

les intégrales abéliennes normales de premiére espéce relatives à la relation 

algébrique F(s, z) = o, et appelons (loc. cit. page 246) 

503 5 5c, 4) LA BO RS 

les modules de périodicité de Vintégrale w, le long des coupures 

(y Baty res Op Ust ? UN UN 
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' 

Nous aurons alors le tableau suivant pour les modules de périodicité 

* " = Coupures a, Deh. opi CAR Diets 0391-8 5905 

w, ke) NEN ae motas 

Wy An =O, (Uy = Tl, «y+ 4 0», = O bs, Bon ye + Dy, 

le u, (y, = 90, Gy =O; 2 m (ia pales PS 

avec 

b,; nr Dip: 

Les integrales normales que Brior designe, dans sa Theorie des fonctions 

abeliennes, par 
um, 2) (p) (TAS TAE 

sont respectivement égales à 

225.12 208 IR 200 

En continuant à suivre les notations de M. C. Neumann (loc. cit. page 

271) désignons par 

(0,5 2) 

l'intégrale abélienne normale de troisieme espèce qui devient infinie aux 

deux points a et # comme 

: log (2 — f) — log (z — a). 

Les modules de périodicite de cette intégrale sont 

le long de a: 6o4(4)— 0,(pP) = 0, 

le long de bi: 9,(4) — @,(p) = 2 po (B) — wala) 

Donc la fonction s 

| (2) = eves” 
est régulière sur la surface R,,: elle possède sur cette surface un pole ‘du 
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premier ordre a et un zéro du premier ordre 8; de plus elle vérifie les rela- 

tions suivantes 

le long de la coupure a: ,;(2) = ,,(p), 

le long de la coupure b,: D,g(A) = el" Poly (6). 

Cela posé, désignons par @(z) une fonction régulière sur la surface 

R, de Riemann’ et admettant le long des coupures 4,, b, des multipli- 

cateurs donnés m,,n, (k — 1,2,..., p) La dérivée logarithmique de 

cette fonction 
d log ®(z) 

de 

est une fonction de z uniforme et réguliére sur la surface À de Riemann, 

cest à dire une fonction algébrique de z rationnelle en s et z; cette 

fonction admet pour póles du premier ordre les zéros et les infinis de 

(z), les premiers avec les résidus + 1, les seconds avec les résidus — 1; 

cette fonetion peut d'ailleurs avoir d'autres póles placés aux points de 

ramification, mais les résidus correspondants sont nuls, car l'intégrale 

fd log (2) 

est finie en tous les points distincts des zéros et des infinis de @(z). 

Cette intégrale est done une intégrale abélienne n'ayant que des infinis 

logarithmiques: en la décomposant en intégrales normales de premiére 

et troisième espèce, on la mettra sous la forme 

ii d log ®(2) = @,,(2) + Gu (2) +... + mu (2) 
— 2[A,w,(2) + Aw(2) + ...+'A,w,(2)], 

À ,À,,...,2, desienant des constantes. On tire de là en intégrant 
; o2 2 ? o e 

( 1) D (2) zm Ces) $09.9, (2) tg, 32) — 2A wy (2)4 Ayw(z)+...+ Anton 2)] 

C étant une constante. Cette fonction $(z) admet q infinis a,,4,,...,2, 

et q' zéros f,,8,,..-,,. ll reste à exprimer que cette fonction (2) 
admet les multiplicateurs donnés m, et m, . D’après les expressions pré- 
cédemment rappelées des modules de périodicité des intégrales abé- 
liennes de premiére et troisiéme espéce (page 11), on a: 
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le long de la coupure 4, 

D( À ) en ex wi 

(o) ; 

et le long de la coupure 4, 

> Ar 
D( À ) 3 a Zw (85) —2wkCa5) | —2 Arla Auberge + ... + Anbor) 

Op) | : D- 

En écrivant que le long de a, le multiplicateur est m, et que le long 

de b, il est n,, on aura 

ART —— m À tie I loc ; i Gite (2) € = Mp5 hs; OE M,, (@&=1,2,...,P) 

puis 
[2x (85) — 2w1(23)] —2 Wi t A2bog- ... + Apbyr) 

NA 
— 

ei ES 

d'ou lon tire en prenant les logarithmes des deux membres et remplacant I 8 ¢ 

2 

5 I I 
Au Ay, A Par les* valeurs: (2) — 25; ORM, ; — 57; logm, A 

(3) Ebs(8) — (a) 
; 

log n, — = [b,, log m, + b,, log m, +... + blog] 
dole 

ou 

On a ainsi le théoréme suivant: 

Toute fonction d(z) aux multiplicateurs donnés m, , n, admet autant 

dünfiis a.,0,,..,, 4, que de 2éros B,, Bis... fy; ces Zeros et ces in- 

finis sont liés par les p relations (3) et la fonction elle-même est donnée par 

l'expression 

E 3 1 : 
Ue t 9,362) + ec Odo Ir zi [w,(2) log my+ w,(z2) log my +... + wp(e) log mp] 

(4) D(z) = Ce 

les logarithmes ayant les mêmes determinations que dans les équations (3). 
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Réciproquement, étant marqués sur la surface R de Riemann deux 

systèmes de points a,,4,,---, 4, et B, Pas ..., By qui vérifient les p rela- 

tions (3), il existe une fonction ®(z) réguliére sur R,,, devenant infinie aux 

points a,,4,,-.-,4,, nulle aux points B, , B,, ..., B, et admettant les mul- 

tiplicateurs m, et n,; cette fonction est donnée par l'expression (4). 

Les relations (3) constituent, pour les fonctions à multiplicateurs, 

un théorème analogue au théorème d'Anzr pour les fonctions algébriques 

rationnelles en s et z. On obtient le théorème d’ABEL en supposant que 

les multiplicateurs m, et », deviennent tous égaux à l'unité. 

Remarque. Le quotient de deux fonctions aux mémes multiplicateurs 

est évidemment une fonction uniforme et réguliére sur toute la surface 

H de Riemann, c'est à dire une fonction algébrique de z rationnelle en 

s et z. On en conclut que: 

Si d(z) est une fonction déterminée aux multiplicateurs m, et n,, l'ex- 

pression generale de toutes-les fonctions aux mêmes multiplicateurs est 

R(s , 2) désignant une fonction rationnelle de s et z. 

Cas spécial Supposons que les multiplicateurs m, et n, puissent 

étre identifiés avec les multiplicateurs d'une exponentielle de la forme 

E(z) Ic e Pu) AG) +... Apep(2)] 

où À, .,À,;.....À, désignent des constantes: en d'autres termes, supposons 
1 2 + e ? 

qu il existe p constantes 2, , 2,,..., À, telles que l'on ait 

—2lıri —92[A hobon +... + Apb, . (5) n, E 2Àk 22 N; = 6 [Aime 22621 + Appr), (71,2, ..., P) 

Alors lexponentielle E(z) est une fonction partout finie possédant les 

multiplieateurs m; et »,; toute autre fonction régulière possédant les 

inémes multiplicateurs sera égale au produit de cette exponentielle par 

une fonction rationnelle de s et z. 

Ce cas spécial se présentera lorsque les multiplicateurs m, et m, 

vérifieront les p relations que nous allons former en éliminant 4,,À,, ..., À, 

as E E d 
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entre les équations (5). Designons par N,, N,...., N, des nombres 

entiers: nous aurons 

log m, = — 2À,7i — 2.N, zi; 

puis, si nous désignons par M,, M,,..., M, des nombres entiers, nous 

aurons de méme 

. logn, = 2M,zi — 2 [Ab, + Abs +... + 2,5]. 

L’elimination de A, ,4,,..., 4, donne donc 

I 
log n, — z; Uu logm, + b, log m, + ... + b,, logm,] 

ii 
(6) LD | mm 

— Mimi Ni b Nb. ND 

ou 

Telles sont les p relations, entre les multiplicateurs, qui caractérisent le 

cas spécial dont nous nous ‘occupons. Dans ce cas, les relations (3) entre 

les zéros et les infinis d'une fonction aux multiplicateurs m, et n,, se 

réduisent aux relations bien connues entre les zéros et les infinis d'une 

fonction algébrique rationnelle en s et z. (Voyez C. Neumann, loc. cit. 

page 275.) 

Si lon suppose le genre p égal à l'unité, on retrouve les fonctions 

doublement périodiques de seconde espéce d'une forme spéciale, qui ont 

été signalées par M. MrrrAG-LEFFLER. (Comptes rendus des séances 

de l'Académie de Paris, Tome 9o, page 177.) 

En revenant maintenant au cas général ou les multiplicateurs m, et 

n, sont quelconques, nous allons démontrer quelques propriétés fondamen- 

tales des fonctions à multiplicateurs. 

Nous avons vu précédemment que les infinis 4, ,4,,...,a, et les 

zéros 3, , f,,...,[$, d'une fonction aux multiplicateurs m, et n, sont liés 

par les p relations (voyez page 13) 

(3) X[e.(4) — w,(a;)] ' 

Im 
log n, — zzi Un log mj + db, log m, + ...+ 5, logm,], 
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où , 

ER PA TRS US 

Si q est supérieur ou égal à p, les infinis a, , 4,,...,a, et (q — p) 

des zeros 3,415 is... B, peuvent être choisis arbitrairement; les p autres 

zéros B, , Pas ++, f, sont déterminés par les équations ci-dessus (3). 

La fonction ®(z) aux multiplicateurs m, et », avec ces zéros et ces 

infinis est donnée par la formule (4) 

- z = 1 
9a AC) TO g. (2) +...4+09, 6 (2) += [tey(z) log mı + w,(z) log mo+...+ wp(z) log my] 

() ^ e(s) m Qut etr rtg teen | 

elle contient done (2g — p + 1) constantes arbitraires à savoir 

. . U Ga ee, Dr Pen UE 1 

On trouve ainsi l'extension, aux fonctions à multiplicateurs, de théorèmes 

bien connus de la théorie des fonctions algébriques (rne C. NEUMANN, 

loc. cit. pages 258 à 265). 

Examinons d'abord les cas particuliers de q = p et q = p +1. 

Si q est égal à p, on peut choisir arbitrairement les infinis a,,2,,..., 2: 

alors les zéros sont déterminés, et la constante C seule reste en outre ar- 

bitraire. Une fonction aux multiplicateurs donnés devenant infinie seule- 

ment en p points est donc déterminée, à un facteur constant prés, par la 

connaissance de ces p infinis. 

Si q est égal à p+ 1, on peut choisir arbitrairement les infinis 

Gi, Us... X,4; et un zéro f,,,: alors les autres zéros sont déterminés, 

et il reste à prendre arbitrairement la constante C. Une fonction aux 

multiplieateurs donnés, devenant infinie seulement en (p + 1) points 

donnés, contient encore deux constantes arbitraires 8,,, et C. Il existe 

deux fonctions ,(z) et ®,(2) linéairement indépendantes admettant les mul- 

tiplicateurs donnés et les (p + 1) infinis donnés a,,2,,..., %41; loute 

autre fonction O(z) ayant les mêmes multiplicateurs et les mêmes infinis est 

une fonction linéaire homogene à coefficients constants de ®,(z) et ®,(z) 

O(2) = p, 0,(2) + p, 4(2), 
, et a, désignent des constantes. En effet, supposons que la fonction 

®,(z) soit obtenue en donnant au zéro arbitraire A,;, une certaine posi- 

où p 

auis ZR 
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tion et la fonction ®,(2) en donnant au zéro arbitraire f,,, une autre 

position ne coïncidant avec aucun des zéros de ®,(2). Ces deux fone- 

tions @(z) et (2) sont linéairement indépendantes puisqu'elles n'ont 

pas les mêmes zéros. L'expression 

tt, D, (2) + 1m 9;(2) 

admet, quelles que -soient les constantes y, et ,, les multiplicateurs 

m,,n, et les infinis & ,4,,...,4,,13 On pourra toujours disposer du 

" à y 5 ? ’ ^ 
rapport * * de facon que cette expression admette un des zéros d'une fonc- 

rn 
[23 

tion quelconque (2) aux mêmes multiplicateurs et aux mêmes infinis. 

Le rapport des constantes y, et p, étant ainsi déterminée, l'expression 

1 9 (2) + n 0,2) 

aura les mêmes zéros que ®(z), puisque les (p + 1) zeros sont détermi- 

nés dés que l'un d'eux l'est Cette expression ayant les mémes zéros et 

les mêmes infinis que la fonction @(z) n'en differe que par un facteur 

constant, pouvant être supposé égal à l'unité, puisque jusqu'à présent le 

rapport de y, à yw, est seul déterminé. On a done, comme nous l'avons 

annoncé, 

O(2) = p 0 (z) + p 0.) 
pour l'expression générale d'une fonction admettant les multiplicateurs 

donnés -m,,.”, et les (p-]- 1) infinis a,, a,,.--+, 6,41. 

D'une manière générale, si Von suppose 

gs js Ur 

il existe (r + 1) fonctions lineairement indépendantes 

DC) OA). D. (2) 

admettant les multiplicateurs donnés m,,m, et les infinis a, ,a,,...,4a,,,. 

Toute autre fonction D(z) ayant les mêmes multiplicateurs et les mémes in- 

finis est de la forme 

D(z) = p 9,(2) + m Be) + ee + fry Paz). 

Ps Pos ees Pru désignant des constantes. 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 5 février 1890. . 3% 
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Ce théoréme général se démontre comme le cas particulier (r — 1) 

que nous venons de traiter d'une facon détaillée. On peut aussi le rat- 

tacher à un théoréme connu relatif aux fonctions algébriques ration- 

nelles en s et 2. 

Soit, en effet, ¢(z) une fonction déterminée ayant les multiplicateurs 

m,,n, et les infinis donnés a,,a,,.-., 44,3 Soit, comme ci-dessus, ®(z) 

la fonction la plus générale admettant ces mémes multiplicateurs et ces 

mêmes infinis. Le quotient 

est une fonction algébrique rationnelle en s et z admettant (yp + 1) in- ) 

finis à savoir les zéros de ¢(z). Or on sait que la fonction la plus gé- 

nérale rationnelle en s et z admettant (p + r) infinis donnés est une 

fonction linéaire homogene à coefficients constants de (r + 1) fonctions 

particulières rationnelles en s et z et admettant ces mêmes infinis, en 

convenant de compter parmi ces fonctions particulières une constante 

comme admettant les infinis donnés et des zéros identiques aux infinis. 

Nous pouvons toujours appeler 

(2) ®,(z) P,+1(2) 

ACRI wol o(z) 

ces (r + 1) fonctions particulières rationnelles en s et z, et nous avons 

la formule 

Q(z) .. ®,(2) ®,(z) ®,+1(2) 
ae) = In AG ap 5 Gta) Ir ec raa zm 

qui, aprés suppression du dénominateur ¢(2), donne la relation à de- 

montrer. 

La formule 

D(2) = p, d, (2) + n, 9, (2) +... + Br aa) 

que nous venons d'établir, contient comme cas particulier la formule de 

décomposition en elements simples indiquée par M. Arrezz (Journal 

de mathématiques de M. Rzsar, 3""* série, Tome 9, page 8, $ 5). 

Nous ne reproduirons pas ici cette formule qui, tout en étant intéressante, 

est encore imparfaite, car l'élément simple de M. Arrzrr devient infini, 
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non pas en un seul point, mais en p points dont (p — 1) sont étrangers 

à la question. Nous donnons dans la deuxiéme partie une formule 

beaucoup plus satisfaisante destinée à remplacer celle de M. Arrrrr. 

Les théorèmes que nous venons d'établir sont (comme les théorèmes 

analogues sur les fonctions algébriques) sujets à des exceptions, quand 

les (p +») infinis donnés sont des groupes particuliers de points. Il 

arrive alors qu'il existe plus de (r + 1) fonctions linéairement indé- 

pendantes admettant les infinis et les multiplicateurs donnés. En effet, 

le raisonnement qui sert à établir ces théorémes repose sur ce fait que, 

les (p r) infinis 2,,9,,.... 2,., étant donnés, on peut choisir arbitrai- 1 / 152 p? , 

rement v zeros ,.,, B, 5... Pox, et déterminer les p zéros restants à 

l'aide des équations 

j-d 

(3) 2-[w, (f, ) — w,(2;)] 

I I 
= - log Me [^,, log m, + y log m, +... + b,, log my «=12...,n 

ce qui conduit à la résolution du probleme d'inversion de Jacosr. Mais 

il est bien connu que les équations d'inversion présentent une indétermina- 

tion dans certains cas (voyez Brior, Fonctions abeliennes, p. 96); dans 

ces cas d'indétermination un zéro de plus peut étre choisi arbitrairement 

et il existe plus de (r + 1) fonctions linéairement indépendantes admet- 

tant les multiplicateurs et les infinis donnés. Quand, par la suite, nous 

appliquerons les théoremes précédents, nous devrons vérifier chaque fois 

que ce cas d'indétermination ne se présente pas. 

Nous venons d'examiner ce qui se passe quand le nombre des in- 

finis simples a, ,4a,,. .;a, est supérieur ou égal à p. Si ce nombre q 

est inférieur à p, les infinis a,, 2,,..., a, ne peuvent plus étre pris arbi- 

trairement, ainsi qu'il résulte des p relations (3) rappelées plus haut. 

Une fonction admettant les multiplicateurs donnés ne pourra alors de- 

venir infinie gwen des groupes particuliers de q points. Nous laissons de 

côté l'étude de ce cas (g <p) et la recherche de ces groupes particuliers 

de .g points. Cette question est d'ailleurs entiérement semblable à celle 

que M. Werersrrass traite dans son cours à propos du probléme ana- 

logue relatif aux fonctions alvébriques. 
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Dans le cas spécial ou les multiplieateurs sont ceux d'une ex po- 

nentielle de la forme | 

E(z 3 e —?[A21m4)4 22022) 4... E AptCy(2)] i(z) =e 

si lon cherche une fonction admettant ces multiplicateurs et devenant 

infinie en p points arbitraires 2,,2,,...,4,, on trouve que les zéros 

Bis fas. f, de cette fonction sont confondus avec ses infinis et que 

cette fonction se réduit à l'exponentielle E(z) qui n'a ni zéros ni infinis. 

Une fonction admettant ces multiplicateurs spéciaux et devenant effecti- 

vement infinie en p points ne peut exister que si ces points sont choisis 

d'ine facon particulière. Nous n'insistons pas sur ces théorèmes qui se 

ramenent immédiatement aux théorémes analogues relatif aux fonctions 

algébriques, puisque toute fonction admettant les multiplicateurs de H(z) 

est égale au produit de cette exponentielle E(z) par une fonction algé- 

brique rationnelle en s et z. 

M. Appetit a montré que, dans le cas où les multiplicateurs sont 

queleonques, les póles et les résidus d'une fonction à multiplicateurs sont 

liés par (p — 1) relations: et que, dans le cas où les multiplicateurs sont 

ceux d'une exponentielle comme F(z), les pôles et les résidus sont liés 

par p relations (Journal de mathématiques de M. Resar, 3*"* série, 

Tome 9, page 22, § 11). Nous dirons un mot de ces relations à propos 

des intégrales de premiére espéce. 
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Deuxieme partie. 

Sur les intégrales de fonctions à multiplicateurs. 

Soit (2) une fonction uniforme et régulière sur la surface R,, de 

Riemann, admettant le long des coupures «a, et b, les multiplicateurs 

respectifs m, et n, (k — 1,2,...,p). L'intégrale de cette fonction” 

f O(2z)dz 

possede des propriétés intéressantes qui la rapprochent des integrales abeli- 

c 

ennes. 

Tout d'abord, nous pourrons étendre à ces mtégrales la classification 

des intégrales abéliennes. Nous dirons d'une intégrale de fonction à multi- 

plicateurs: 

qu'elle est de premiere espèce, si elle est partout finie, 

quelle est de deuxième espèce, si elle n'a que des infinis algébriques, 

qu'elle est de froisième espèce, si elle a des infinis logarithmiques. 

Integrales de premiere espece. 

Pour que l'intégrale 

[ 4(2)dz 
t 

soit de premiere espèce, il faut et il suffit: (en supposant comme d'habitude 

que l'infini n'est pas un point de ramification) 

1° que la fonction @(z) devienne à l'infini infmiment petite de 

I 
l'ordre de —; 

Lo 
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2° que les infinis de ®(z) coincident avec des points de ramification 

et que, dans le voisinage d'un de ces points z = & la fonction 

® devienne infine comme une puissance de —— inférieure à 
- 

l'unité. 

En désignant par w(z) une intégrale abélienne de premiere espèce et par 

(2) la fonction algébrique qui est la dérivée de cette intégrale, on voit 

que les conditions précédentes reviennent à celle-ci: 

D(z) Re E ent bes : os : 
Le rapport E est fini à l'infini et aux points de ramification; il ne 

devient infini qu'aux zéros de w'(z) situés à distance finie. 

Nous allons, d'apres cela, former l'expression de ce rapport qui est 

évidemment, comme son numérateur 4(z), une fonction aux multiplica- 

teurs m, et n,. : 

On sait que la fonction algébrique w'(z) devient nulle à distance 

finie en (2p — 2) points 

fJ:farct:c pq B 

dont (p — 1) sont arbitraires; ces points sont liés par les relations sui- 

vantes bien connues 

(7) wi) + wer) +... b rs) m 6; (21,2, ) 

les lettres C, , G,, ..., G, désignant des constantes et le signe — indiquant 

que l'égalité a lieu à des multiples pres des modules de périodicité. 

(Voyez Brior, Théorie des fonctions abeliennes, p. 147 et 149, où ces con- 

stantes sont désignées par K, et 2€.) 
OG) ee : : 

Pour former le rapport wi “, il faut done former la fonction la plus 
WZ) 

générale régulióre sur R,,, admettant les multiplicateurs m, , », et deve- 

nant infinie aux (2p — 2) points 

N» Ta» = +3 fon 

Cette fonction admettra aussi (2p — 2) zéros 

Bose ee 
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* 

et sera donnée par lexpression 

« 1 
ysp—ader „(2)+ — [ey (2) log my + 10,(2) log mat... + wp(2) log my 
en de I zi 2 RU . 

(2) On c 2 
T, V1 2 = OP ; (2)+ ©, dr wit OQ, 

les zeros et les infinis étant liés par les p relations 

j=2p—2 

[w,(B;) — w.(7;)] 

I 
log n, — = [^ log m, + b,,logm, +... + 6, log m,] 

j=l 

D | = 

où 

\ En vertu des relations (7) de la page précédente qui lient les infinis 

Vus fas Jane) les relations ci-dessus s'écrivent plus simplement 

(8) => wf) 

à I ] 
= G, + -log n, — = [5 log m, + bs, log m, +... + 5, logm,] 

ou 

r 

Ces relations montrent que, sur les (2p — 2) zeros 

f , f 35:1:1995 Pop—2 

d dz) E 
de la fonction "uo on peut en prendre (p — 2) arbitrairement, par ex- 

We : 

emple-8,.1 8573113) Papa} 468-2» Zéros restants 

EURE EE de) p 

seront déterminés par les équations (8) au nombre de p. La fonction la 
ae, D(z) 3 : 

plus générale SUY contiendra donc dans son expression (p — 1) constantes 
WZ 

arbitraires, à savoir les (p.— 2) zeros arbitraires 8,,1, Bi, --., Pop» et 

le facteur constant C. Comme nous l'avons fait remarquer à la page 

19, il faut s'assurer que les relations (8) déterminent effectivement p des 
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, 5 7 XE , at Am = es zeros fj,f,,...,fj des qu'on connait les (p— 2) autres $,,, , Ar: 3 
ß: E Pour cela écrivons ces relations sous la forme 

fen 
j=2p—2 I I 

pr oo ase [bu log m, + blog mn, +..+ 6 b log m,] — > w,(ß;); 
2 2 TU 

&=1,2,...,p) 

or, l'on sait que des équations de cette forme déterminent 7, . 5,,..., f, 
excepté dans le cas spécial où les quantités 

- log n, — [^ log, + by logm, +... + b,, log m,] 

seraient nulles à des multiples pres des modules de périodicité. (Voyez 

Brior, Théorie des fonctions abéliennes, page 96, $ 56.)  Ecartons pour le 
moment ce cas Spécial qui a été examiné aux pages 14 et 15 de ce mé- 
moire et dans lequel les multiplieateurs sont ceux d'une exponentielle de 
la forme E(z); alors, ce cas étant écarté, on peut choisir arbitrairement 

(p— 2) zéros B,,1, Puis. Bop» et déterminer les p zéros restants à 

l'aide des équations (8) de la page précédente. En donnant aux (p — 2) 

zeros arbitraires différentes positions, on obtient une infinité de fonctions 

ayant les infinis et les multiplicateurs donnés. Soient 

91(2) , P,2) s ora) 

(p — 1) de ces fonctions supposées linéairement indépendantes: expression 
ole 

la plus générale de la fonction - ME ayant les mémes infinis et les mémes 

multiplicateurs sera 

@(2) 
wa) hf) + sm) + + aga) 

OU /n,[h,....[t., désignent des constantes arbitraires. En effet, cette 
fonction 

n9;(z) Fr Ip) vizi els Io, (£) 

possède les infinis et les multiplicateurs donnés et lon pourra disposer 

des constantes u, , p, , ... , p , de facon qu'elle s'annule en (p — 2) points 
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donnés. Il est d'ailleurs évident qu'il existe au moins (p — 1) fonctions 
linéairement indépendantes admettant les infinis et les multiplicateurs 
donnés, puisque (p — 2) zéros peuvent étre pris arbitrairement. (Voyez 
à ce sujet les théorémes des pages 16 et 17.) 

En résumé: 

Pour que Vintégrale f 4(z)de reste finie il faut et il suffit que la fonc- 

tion ®(z) soit de la forme 

O(2) = w'(2) [p e. (2) + mese) + --- + 191 (2)] 

[ho Hao s tp, étant des constantes arbitraires. 

Théoréme. En dehors du cas spécial ou les multiplicateurs m, , n, sont 
ceux d'une exponentielle E(z) (page 14), il existe (p — 1) intégrales de 
première espèce linéairement indépendantes 

o,(2) = fw(z)g(z)da,  w,(2) = [w(z)e,(2)dz, 
€ P 

a 

> (e) | wi(2)e, 1(2)ds; 
c 

toute autre intégrale de premiere espèce w(z) est de la forme 

e (2) = p,o,(z) + wo,(z) +... + 10, (2) Ct. 

His Ha s +++ > fy étant des constantes. 

Cas spécial. Placons-nous maintenant dans le cas spécial examiné 
précédemment (page r4) oü les multiplicateurs sont ceux d'une ex po- 
nentielle de la forme 

E(2) = e Ayw,C) + sro(z) +. + AU (2J]- 

À ,2,,...,2, désignant des constantes. Alors toute fonction, régulière 

sur la surface de Riemann R,, et admettant ces multiplicateurs spéciaux, 
est de la forme 

où Ris, z) désigne une fonction algébrique rationnelle en s et z. Pour 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 5 février 1890. 4* 
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obtenir les intégrales de premiere espece, il faudra déterminer cette fone- 

tion K(s, z) de facon que l'intégrale 

f E(z) Rs , ade 

soit partout finie. Comme Jl'exponentielle 7/2) n'a ni zéros ni infinis, 

pour que l'intégrale ci-dessus soit finie, il faut et il suffit que l'intégrale 

RE, ds 

le soit, c'est à dire que cette dernière intégrale soit une intégrale abéli- 
D 

enne de premiére espèce 

> 

| R(s, dd = mw) + pue) + --- + nw, (e) + 0%; 

d'ou en différentiant et appelant w;(z) la dérivée de, w,(z) 

R(s,2z)-pmwi(2) + pue) + E wwe) 

Si l'intégrale : 

[ERG , 2)dz 

est de premiere espèce, elle est donc de la um 

p o, (2) + po, (2) +... + p o,(z) + C*, 

à condition de poser 

ez) = f E(z)w;(z)dz; | eos (z) = f E(zyw:(z)dz, 

‚ @,(2) = f E(z)w;(2)de: 
* 

Dans ce cas spécial il y a done p intégrales de première espèce linéaire- 

ment indépendantes et non (p — 1) comme dans le cas géneral. 

Mais, dans ce cas spécial, i| y a entre ces p intégrales de première 

espèce une relation fort simple qui permet d'exprimer l'une d'entre elles 

au moyen des (p — 1) autres et de l'exponentielle E(z). En effet, en 

différentiant l'équation 

Et >) c e iny( 2) + Am 2) +... + Aptepl2)] 
N 
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on a 

dE(2) = — 2h (2)[A wi (2) + Aw,(2) +... + Aw) (2)] dz; 

d'ou, en intégrant, 

(9) E(2) = — 2 [A e (2) + 2,@,(2) +... + À, e, (&)] + C"; 

ce qui est la relation annoncée. 

Relations entre les pôles et les résidus d'une fonction Piz) aux 

multiplicateurs donnés m; et mn. 

Soit une fonction ®(2) aux multiplicateurs m, et n, admettant les 

poles 4,,4,,...,4, que nous supposons, pour simplifier, du premier ordre, 

distincts. des points de ramification et situés a distance finie: appelons 

h,, R,,..., R, les résidus relatifs à ces pôles. Construisons par la mé- 

thode que nous venons d'indiquer, une fonction .2(z) ayant les multipli- 

cateurs inverses de m,,»",, c'est à dire admettant le long de la coupure 

or I SS 
a, le multiplicateur et le long de la coupure 2, le multiplicateur 

m, ui 

I Sur x ust 
—; formons en outre cette fonction £'(z) de telle facon que l'intégrale 
To = 

Q(z) = f 9'(z)dz 

soit finie partout, c'est à dire soit de première espèce, Cette fonction (2) 

devient alors à Vinfini infiniment petite comme —; elle devient infinie 

aux points de ramification, mais de telle façon que son intégrale reste 

finie. Dans ces conditions le produit 

d(2)9'(z) 

est une fonction régulière et uniforme sur la surface A de Riemann, par 

suite une fonction algébrique rationnelle en s et z; en effet le long d'une 

coupure, «a, par exemple, on a, en appelant comme toujours À un point 

du bord gauche de la coupure et p le point situé en face de A sur le 

bord droit: 

OD) =m, Doy BO) = — (0) 
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d'ou l'on conclut 

0(A)9'(4) = d(p)9'(p). 

On pourra done supprimer la coupure a, sans que le produit 

D(z) 2'(z) 

d'étre uniforme; on pourra répéter la méme chose pour la coupure 

b,. Done ce produit est uniforme sur la surface primitive À de Rie- 

mann; il est une fonction rationnelle de s et z. Cette fonction rationnelle 

u 
> 

de s et z devenant à l'infini infiniment petite comme —, la somme de 
Nt 

ses résidus est nulle d’après un théorème bien connu. Or les pôles de 

ce produit 
d (z)9'(z) 

sont: 

1° les pôles a,,a,,...,a, du premier facteur ®(z); en ces pôles 

le produit a ues Padus respectifs À, 2’(a,), À, 9'(a;), ..., R,2'(a,); 

2° les poles du second facteur &’(z) qui sont tous situés aux points 

de ramification; en ces pôles tout les résidus sont nuls puisque 

l'intégrale 4(2) est partout finie. 

La somme des résidus du produit devant étre nulle, on a la relation E 

N > Q'( , I (10) R, Q'(o,) + Ra) + ... + R,9'(a,) = o. 

Lorsque les multiplieateurs m, et m, ne sont pas de la forme spéciale 

(page .14) qui permet de les identifier avec ceux d'une exponentielle 

E(z), leurs inverses ne sont pas non plus de cette forme spéciale. La 

"fonction 2’(z) est alors une fonction linéaire à coefficients constants ar- 

bitraires de (p — 1) fonctions particulières (2), @:(2),..., 9; ,(2), et 

l'on a 

£'(2) = male) + m Q;(z) +... + y a9, a2) 

Is fH 5s fp désignant des constantes arbitraires. La relation (10) 

donne done, entre les póles et les résidus, (p — 1) relations distinctes 

RA) +4) 2.04 B Sap) =o; 

RO) + nu se); =O, 

R,9 (o) + Re) +... + R,97 s (u,) = 
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Lorsque les multiplicateurs m, et », de ®(z) sont ceux d'une exponen- 

tielle de la forme 
es vd = Qu SE 

= & [Aw (2) + Agwo( 2) +... + Apwp(z) | 
Ext ’ 

En, : I I , 
les multiplieateurs inverses — et — sont ceux d'une exponentielle EG) 

Mm; ng 2 

de la méme forme. La fonction £'(z) est alors une fonction linéaire à 

coefficients constants de p fonctions particuliéres 

£'(2) = m2) + m9; (2) + -.. +, 9; (2), 

Hs [Hue [tj étant des constantes arbitraires. La relation (10) se dé- 

compose donc, dans ce cas, en p relations distinctes que l'on peut écrire 

&9,(a) + RA) +... + R,9,(a,) — o 

\ 
ou 

Dans ce cas special, on pourrait aussi obtenir ces p relations en remarquant 

que le quotient , 

Q(z) 

est une fonction algébrique et écrivant les p relations bien connues qui 

lient les póles et les résidus d'une fonction algébrique. 

Nous n'examinerons pas ici comment il faut modifier ces relations 

quand certains póles deviennent multiples ou viennent coincider avec des 

points de ramification. Ces modifications sont les mémes que dans les 

questions analogues relatives aux fonctions algébriques. (Voyez le Mé- 

moire de M. APPezr, Sur les fonctions uniformes d'un point analytique, 

Acta mathematica, Tome 1, et une Note de M. Gounsar, Sur la théorie 

des intégrales abéliennes, Comptes rendus de l'Académie des Sciences 

de Paris, Tome 97, page 1281.) 

Pour avoir un exemple tres particulier des théoremes précédents, 

prenons le cas de p — 1. Nous verrons alors quil n'y a aucune relation 

entre les résidus d'une fonction doublement périodique générale de seconde 

espèce, mais qu'il y a une relation entre les pôles et les résidus d'une 

fonction doublement périodique de seconde espece de la forme spéciale 

€" f(w), f(u) étant doublement périodique et À constant. 
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Modules de périodicité des intégrales de première espèce. 

Pour simplifier l'étude des modules de périodicité, nous allons par- 

ticulariser le système des coupures 4,,4,,...,a,,b,,0,,..., bp Cas Gy OE TTC, 

de Riemann reproduit par C. Neumayy. En nous reportant à la figure 

schématique donnée par C. Neumann (Riemann’s Theorie der Abelschen 
j ^u ; CU ; ' EAT 

Integrale, zweite Auflage, Leipzig 1884, page 184), figure que nous re 

produisons ci-dessous, 

Y \ ré a Ze Va N: 
LEA LR f 24 LR if D IR E UEES- Sit 

A "i wi 1 we 7A N 37 / Ja / 3, HN NN | "AR i / 
C JAN. RR CU M ou) 

; ay S Le a. L^ Se ar 
Seen 2 IE > 

- 

nous voyons que nous pouvons faire partir la coupure c, d'un point 

quelconque de D, pour la faire aboutir en un point quelconque de a,; 
nous conviendrons, dans tout ce qui suit, de faire partir la coupure c, 

du point de croisement des coupures D, et a, pour la faire aboutir au 

point de croisement de D, et a,; puis nous ferons partir la coupure c, de 

ce dernier point pour la faire aboutir au point de croisement de à, et 

4,3 et ainsi de suite, comme le montre cette nouvelle figure 

- ^ SEN — 

4 | b ]- 0. / À b : JA A * | // j p Ja 

Er e Se VIE {2 AD SALES // 

74 “Ny x D uS diy s / SE 
OD \ m 7 / p? )) Nan nf Am Po y { Ties T, ie | / 

N p AN ten (Sy il \ er J) € 17 | ap NX a. 
See ne m e. SS e 5 M65 cM ect es tos 

> ^ X - -— 

Pour achever de préciser la disposition que nous adoptons pour les cou- 

)UTeS ¢,,C,,...,6,,-reprenons l'exemple traité par-C. NEUMANN (loc. 2 3 P l 

cit. page 178) dans lequel l'équation entre s et z est pag 7°) 1 1 

sie =.(2 = 9) Fe hy )(2 = 9,8 hy )(2 Is)(2 3 h,)( 2 = hy). 
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L'on modifiera alors la figure donnée par Neumann (loc. cit. page 179) 

comme il est indiqué ci-dessous: 

Pour ne pas surcharger la figure, nous n'avons pas tracé en entier les 

coupures a, et a, sur le feuillet inférieur de la surface; nous avons, 

comme NEUMANN, marqué d'un trait plus épais le bord gauche des cou- 

pures et ponctué les coupures situées sur le feuillet inférieur. 

Cela posé, soit 
a 

o(2) = | w'(z)dz 
t 

une intégrale de premiere espéce formée comme nous l'avons vu plus 

haut, la fonction «c'(z) admettant les multiplicateurs m, ct n,. Comme 

cette fonction o'(2) est uniforme sur la surface de Riemann Z,, rendue 

simplement connexe à l'aide des coupures 

10920502 p? 

D Dee uU 

Can onan Cos 

et comme les résidus de cette fonction sont tous nuls, l'intégrale w(2z) 

est aussi uniforme sur la surface de Riemann R,,. et d'après sa formation 

méme elle reste finie partout. i 

Considérons la coupure 4, et appelons A un point situé sur le bord 

gauche de cette coupure, p le point situé en face de A sur le bord droit. 
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La fonction e'(z) admettant le long de cette coupure a, le multiplicateur 

m,, on a 
o(}) = m,o'(p). 

Pour un déplacement effectué le long de la coupure on a 

di = dp, 

puisque les points À et o sont en face l'un de l’autre. On a donc aussi 

o'(4)dÀ — m,o'(p)dop = o 

et, en intégrant, on a tout le long de la coupure, 

o (A) — m,o(p) = À,, 

la lettre A, désignant une constante. Nous appellerons cette constante le 

module de périodicité de l'intégrale w(z) le long de la coupure «,. 

De méme, les deux valeurs de l'intégrale w(z ) én deux points À et 

p. Situés en face lun de l'autre sur les bords gauche et droit de la 

coupure 6,, sont liées par la relation 

o(A) — n,o(p) = B,, 

ou B, désigne une constante que mous appellerons module de périodicité de 

l'intégrale w(z) le long de la coupure 5,. 

Enfin, sur les deux bords d'une coupure c,, on a comme nous l'avons 

vu à la page 9 pour toute fonction à multiplicateurs 

w'(A) = w'(p), we (4)dÀ — w'(p)do = o, 

d'ou 

w (2) Br w(p) = C,, 
‘ 

C, étant constant tout le long de la coupure c,. Cette constante C, sera 

appelée module de périodicité de l'intégrale w(z) le long de la coupure ¢. 

Done: 

L'intégrale de première espèce w(z) possède (3p — 1) modules de pé- 

riodicité, à savoir les modules 

A, , A, de mlesong desteoupures fuc T 

B;; B,,y- B; le! long! des; coupures; ib, Une mb; 

Cr. EC Me en des coupures EN We; 
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cest à dire que l'on a 

le long de a,: w(A)— m,o(p) = A,, (E—1,2, ..., p) 

le long de b,: w(d) — n,.o(p) = B,, (&=1,2,...,p) 

le long de ce: e(4)—  e(p) =C,. (n=2,3,...,p) 

Mais ces (3p — 1) modules de periodieite sont liés par p relations 

linéaires et homogénes permettant d'exprimer p d'entre eux à l'aide des 

(2p — 1) autres. Voici comment on obtient ces relations. 

Figurons le point de croisement des coupures a,, 5, 0, , Cj, et ap- 

pelons 
ye 

a file Feo Gore 

les sommets des six angles formés .par les bords de ces coupures, comme 

le montre la figure suivante: 

ots 
IN 

Nous aurons, d'aprés la definition des modules de périodicité, et puisque 

l'épaisseur des coupures est infiniment petite, les relations suivantes 

o(a)—-n,o(ß) = B,, 

ef = Cua 

Multiplions ces équations respectivement par + 1,],,7,. — mj), , — ii, 
Acta mathematica, 13, Imprimé le 6 février 1890. 5* 
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— 1, puis ajoutons-les membre à membre. La somme des premiers 

membres est nulle et l'on obtient la relation 

(11) B,(1 — mj) — A,(1 — n,) — min, C, + n, C,,, = o. 

En supposant, successivement, b = 1,2,..., 5, on aura ainsi p relations. 

Comme il n'existe ni coupure €, ni coupure €,,,, il faudra dans ces rela- 

tions considérer les constantes C, et C,,, comme étant alles. En écri- 

vant ces p relations en détail, nous aurons 

B,(1 — m,) — A,(1 — nj) zen. Eo, 

B,(1 — m,) — A,(1 — n,) — m,n,C, + n,C, = o, 

B,(1 Fr Wn.) S Aa ze n.) cu m,n; C. + n.C, 10; 

> \ x Y , 
Br) A (u na) m 00 nal, er 

Z y —— B,(1 — m,) — A,(1 — n,) — in, n, C, =O. 

Ces relations permettent d'exprimer C, , C, ,..., C, en fonction des modules 

de périodicité 4,, D, et des multiplieateurs m,,»,. Dans le cas par- 

ticulier où tous ces multiplicateurs m,,, seraient égaux A l'unité, l'inté- 

grale w(z) deviendrait une intégrale abélienne de première espèce, ct les 

relations ci-dessus montreraient que les constantes C,, C,,...,C , seraient 

toutes nulles dans ce cas. 

En éliminant les (p — 1) constantes C,, C,,..., C, entre les p rela- 

tions (12), on obtiendra une relation entre les modules de périodicité 

dS vl, een AD DEDE cp, ;," Pour cela, multiplions la premiere 
N 5 I I pies 

des équations (12) par —, la seconde par -—, la troisieme par 
m, n4 m.m. Ny 

I I * I I : 
————_-— ,... la AFS par ——————.:—,..., et ajoutons-les: nous ob- 
m,m,m, N, MM, «My Ny = 

tiendrons l'équation ; 

k=p A A 
(13) NEA ES 6 

> E MM, ... Mr Ny 2 

equation qui est une identité dans le cas particulier des integrales abéli- 

ennes, puisque dans ce cas tous lesemultiplicateurs sont.égaux à l'unité. 

mb ee n 

PR m il 
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L'intégrale 

e(2) = [o'(2)dz 

prise sur tout le contour de la surface de Riemann À, est évidemment 

nulle. Or la valeur de cette intégrale est facile à caleuler en fonction 

des modules de périodicité et des multiplicateurs. Si l'on égale cette va- 

leur à zéro, on obtient une relation qui n'est pas nouvelle mais qui est 

une conséquence des relations précédentes (12). 

Cas spécial. Lorsque les multiplicateurs m, et m, (k— 1,2,..., p) 

sont ceux d'une exponentielle de la forme 

E(2) a en NO hu z)4... Kruste], 

il existe, comme nous lavons vu, p intégrales de premiere espece 

o,(2) = | E(z)w;(2)dz. @=1, 2) 0052) 

Une quelconque d'entre elles, w(z), aura (3p — 1) modules de périodicité 
| 1 9 Non 42. ] / l 

liés par les relations que nous venons d'indiquer. Les modules de pério- 

dicité de l'intégrale 4,c, (2) sont égaux et de signes contraires aux sommes 

des modules de périodicité correspondants des (y — 1) autres intégrales 

Aje,(2), Lw,(z),...,2, 10, (2). C'est ce qui résulte immédiatement de 

l'identité (p. 27) 

(9) 2[A,o,(2) + A,0,(2) + ... + Aem, (2)] = — H(z) + C* 

dans laquelle les modules de périodicité du second membre sont tous nuls. 

Relation entre les modules de périodicité de deux intégrales 

de premiere espèce aux multiplicateurs énverses. 

La relation que nous allons établir est l'extension, a nos integrales, 

de la célébre relation qui lie les modules de périodicité de deux inté- 

grales abéliennes de premiere espéce. Nous la démontrerons en suivant 

la méthode que RIEMANN a donnée pour les intégrales abéliennes. 

Soit, comme précédemment, w(z2) une intégrale de première espèce 

d'une fonction aux multiplicateurs m,, n,, et solent 

; Y Kl 21D 

A Be C, Cars) 
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les modules de périodicité de cette intégrale. D'autre part, désignons 
par 2(z) une intégrale de premiere espèce d'une fonction aux multi- 

plicateurs m; et n, inverses de m, et n,: 

BI a dz StS LUE. 
N. = - HL = — (E15 255-2 

s T E Tg E 

et solent 
, , , LES RES 

A; , D; ) C, n HA 

les modules de périodicité de cette seconde intégrale 4(2). 
L'intégrale 

(14) à: I = f 9(z)do(z) 

prise. sur le contour de la surface de Riemann A, est nulle, car la 
fonction 

92(2)o'(z) 

est sur cette surface uniforme et réguliére ct a tous ses résidus nuls. 
Pour calculer cette intégrale J, appelons avec C. Neumann, À un 

point du bord gauche d'une coupure et o le point situé en face de 2 
sur le bord droit. Lorsque la variable d'intégration z parcourt le con- 
tour de la surface R,,. dans. le sens positif, elle parcourt les deux bords 
d'une méme coupure en sens contraire. Les parties de l'intégrale rela- 
tives aux deux bords d'une méme coupure seront 

f E90)do (2) — Q(p) do(p)]. 

l'intégration étant faite dans le sens positif le long du bord gauche. 
L'intégrale / sera done 

k=p 

l= >} fie 1(A)dw (2) — 9(p)do(po)] + ft (4)do (4) — 4(o)dw(p)] 
k=1! ak - be 

h=p 

= | [9(2)do (2) — 9(p)do(p)] 
h—2 cn 

les indices «,, b,, c, signifiant que les intégrales qui en sont affectées sont 
prises le long des coupures a,,D,,c,. Or, sur la coupure @, on a 

Q(A) Lu (p) + Aj, w(2) = m, (p) + 4,, 

| 

| 
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d'ou lon déduit 

4(2)dow(2) — 9(p)de(p) = Ajde(A) + (mm, — 1) (o)do(p); 

mais, comme les multiplicateurs m, et m, ont été supposés inverses lun 

de l'autre, on a 7 

ny; STINET NO. 

et l'équation ci-dessus prend la forme plus simple 

2(2)do(2) — 2(p)da(o) = Adv (A) 

On a de méme le long de la coupure 4, 

Q(A) = n,2(p) + Bi, e(2) = n,o(p) + B,, 

d'ou l'on dedi puisque nm, — 1 = O, 

Q(2)do (2) — 2(9)dw(o) = B;do (A). 

Enfin le long de la coupure ¢,, on a 

Br) = Q(p) + C,, w(À) = ale) + €, 

d'ou l'on déduit 

9(A)do (A) — 9(p)do(po) = C,do( 2). 

D'aprés cela, l'intégrale 7 devient 

k= pire : 1 h=p 

Ge = > |A dw (A) + B; | do (A) TO J do(}). 
k= ar. br == ha oh 

Nous allons transformer cette expression et lamener à ne contenir que 

les modules de périodicité des deux intégrales 2(z) et w(z). Pour faire 

cette transformation, figurons les coupures «a,./,,0,,c,,, et les points 

descroisement, des coupbxes dh „DIN FON nodu SUDO SUME ee 

pelons (voyez la figure de la page suivante) a, 2,759, €,% les sommets 

des six angles formés par les bords des coupures «, tb "Or IE en leur 
, point de croisement; a’, B, 7’, 0’, e', 7 et a”, B", 7", 0", &", x" les'sommets 
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des angles analogues aux points de croisement des coupures «a, ,, 5, ;, 

Co Cg C6 0a s Vers Cet Gp 

ep S 
Lt | 

Q 

VE 
: 9 

À 
De seen Ki 

M 

Nous aurons » 

f do(À) —e(a)— e(ry,  ,fde(A)-— w(x) — w(a), 
ax Ux 

[do (2) = e(s) — e(ff), f d(2) = w(e”)— o(f), 
Ck cet 

car toutes ces intégrales sont prises sur les bords gauches des coupures 

dans le sens indiqué par les fléches. (Les bords gauckes sont marqués 
I na] Q "nae d'un trait plus gros.) 

En calculant ainsi tous les termes de l'intégrale J 

ak be Ch 

k=p ; h=p i | 

(15) 1 => | 4 [ do (2) + D! 5j ‘do( (A) AES jJ deo (A). | 

| | 
on aura l'intégrale J exprimée par une somme de termes où figureront 

les valeurs de l'intégrale w(z) aux sommets des angles tels que 4,/,7,0,e,7, 

formés par les bords des coupures en leurs points de croisement. Evaluons, 

dans cette somme J, les termes qui contiennent les valeurs de l'intégrale 

w(z) en l'un des six points 4,f#,7,0,e,% situés au point de croisement 

des coupures 8; , b,, €, €,,,: nous désignerons ces termes par J,. L'inté- 
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srale J sera la somme des quantités analogues à /,.évaluées successive- 

ment pour tous les points de croisement des coupures, et l'on aura 

D'aprés les. intégrales évaluées à la page précédente, les termes de 

l'intégrale 7 qui contiennent les valeurs de w(z) en l'un des six points 

@, Bo 7795 EM; sont 

I, = A,[o(a) — o(7)] + Bilo(n) — e(«)] + Cio (s) — Ci, op). 

Mais la figure de la page précédente donne d'aprés la définition méme 

des modules de périodicité 

e (a) = n,o(B) + B, e (Bg) = o(7) + Cus 

o (a) = m,o()- 4; o(n)=nmo(e) + B; 

lon tire de ces relations, en exprimant 

w(B), o(y), o(s) , o() 

en fonction de w(a) et faisant comme plus haut 

I 
, , 

— = NW. — = Ny, 
mix x n4 27 

e (f) = mo(la) — n, B,, o(r) = mo(a) — n,DB, — Crys, 

o (7) = m,o(a)—m,A,, e (s) = mın,o(a) — n,(m} A, + D,). 

D’apres cela, la quantité J, devient: 

I, = o(a)[A,(ı — ny) — B,(1 — m) + mm — n, C,,4] 

+ Am BD, + Cu) -— m; BLA, -— n; C, (m, A, + B) + n; Cu, B,. 

Le coefficient de w(a) 

A;(1— nj) — B,(1 — mj;) + men, C, — n; Cp, 

est nul, en vertu des relations (12) (page 34) appliquées aux modules 
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de périodicité de lintégrale £(2) dont les multiplicateurs sont m; et »;. 

Il reste alors 

I, = An, B, + Cu) — m; BA, — n; C, (mL A, + B) + m CL, D,. 

Tels sont, dans Vintégrale J, les termes provenant du point de croise- 

ment des coupures d,, bj, €, (4,1: l'intégrale J sera, comme nous l'avons 

déjà dit, 
k=p 

I—XlL. 
k=1 

Puisque cette intégrale / est nulle, on a donc la relation cherchée 

k=p * . 

(16) 2 [A.(m,B, + Cu) — m; BL A, — n, C; (mA, + B,) + n1 CLUB] — 0 

entre les modules de périodicité A, , B,, C, et A;, DB; , C; des deux inté- 

grales @(z) et 2(2) aux multiplicateurs inverses. Comme les coupures 

c et Cu Wemistent pas, il faudra, suivant des conventions déjà faites, 

-———————— NS supposer 
AY, LL Y "v 0—0—0,,—0G,-—0. : 

n——— Comme vérification, supposons que les multiplicateurs m, et n, devien- 

nent tous égaux à l'unité, alors leurs inverses m; et x; deviennent aussi 

égaux à l'unité, et les deux intégrales (2), 2(z) deviennent deux inté- 

grales abéliennes de premiére espéce. Dans ce cas limite, les constantes 

C, et C, sont toutes nulles, et la relation (16) que nous venons d'établir 

devient 
k=p 

i (A; B, — A, B) — o, 

ce qui est la relation bien connue liant les modules de périodicité de 

deux intégrales abéliennes de premiére espéce. 

Remarque. La relation (16) établie plus haut peut étre transformée 

à l'aide des relations (12) de la page (34): 

A,(1 — nj) — B,(1 — m) + m,n,C, — mCi. = 0, 

I AC — nj) — Bi — m) + m;n;C; — Ca = 0. 

C'est en se servant de ces relations que l'on pourrait montrer que la 
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relation (16) est symétrique par rapport aux deux integrales w(z) et 

Q(z), c'est à dire que cette relation ne change pas quand on y remplace 

A,, B,, C, , m,, n, par. A; , B;, Ci, m;, n; et inversement. 

Supposons, par exemple, les multiplicateurs n, et »; différents de 

l'unité (; = 1,2,...,p). Alors on pourra écrire les relations que nous 

venons de rappeler 

, 

A ne Cri — men, Ce + By(1 — mx) 

IT IG Wr 

ny Cyr — men, Cy + Bit — my) 
lh em 

P Du "c 

“1 I I 
ou, en remplacant dans la premiere n, et m, par — et — 

2 nj; mae 

PUR Xm my Cg, i — Cy — ni By(1 — mx) 

; ME(L — ng) 

L'on aura donc, en remplaçant dans 1,, A, et A; par ces valeurs et 

réduisant 

I, = Aj(niB, + Css) — m; BLA, — Ci (m, A, + Bj) + ni Ct, B, 

__ Bie (Cesar — Cy) + Bi(Ciaa — Cx) + nr (Cra Cri — Cx Ch) | 
£ m —= nj. 

La relation (16) 
k=p 

m = O, 

k=1 ] 

peut done s'écrire 

k- k=p / 
ne Br (Orr — Ch) + Bi(Cya3 — Cx) nj » 

(17) y pest HE ne E T "a — CC = O 

k=1 " k=1 x 

ou la symétrie se met aisément en évidence. En effet remarquons que 

la somme x 

> (Cry Me) ocr C, Cr) 

se réduit à 
Y Y wv 

C C, — GC 

c'est à dire à zéro, puisque 

Quo. 0. 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 11 mars 1890. = 6* 
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Ajoutons alors la moitié de cette somme nulle la relation (17), nous 

aurons 

aid y , ^Y k= : , 

Vo neBi(Ciei — €) + Bi(Cey — Ch) E Y Pli S ua Crus — 0,0) = o 
m 1m. 2 1 qe PLR vp Uk) = O, 

relation dont le premier membre ne fait que changer de signe quand. 

‚on remplace By, C;,m;,n, par B,,C,,m,,n, et inversement B,, C, , m, m; 

par B,,€,,m;,9. à 

Ainsi, en supposant le genre p égal à 2 on a la relation suivante, 

puisqu'alors 
CCC 0 

and 4 “aN Re Y^ ale 1 5L à 7 , (18) n, B,C) + B,C, "B.C + BC, 2 zug Ica I+ 2 Eur 

1|— m, it — bU LD IESU. I—n 

Integrales de troisieme espece. 

Soit ®(z) une fonction aux multiplicateurs m, et »,, Vintégrale de 

cette fonction 

[| ®(2)dz 

.est de troisiéme espèce, lorsqu'en certains points 2, ,2,,... de la surface 

de Riemann elle devient infinie comme 

K, log (¢ — 2,), VEDI Gra Cem tege 

dés, K,,... désignant des constantes. 

L'intégrale la plus simple de troisieme espece sera celle qui reste 

finie sur toute la surface de Riemann, sauf en un seul point z, ou elle 

devient infinie comme 

Une telle intégrale existe toujours, excepté dans le cas spécial où les multi- 

plicateurs m, et », sont ceux d'une exponentielle de la forme 

E(z) Em e JatG) Ae) + + Aptp(2)] : 

Dans ce cas spécial, toute intégrale de troisieme espéce a aw moins deux 

infinis logarithmiques z, et z,, comme nous le verrons plus loin. 

EE ml 
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En laissant de cóté ce cas spécial, nous allons former l'intégrale 

annoncée qui devient infinie en un seul point z, et cela comme 
0 

Soit 

cette intégrale. La fonction e(z,2,) devra étre uniforme et régulière 

sur la surface de Riemann R,,, admettre les multiplicateurs donnés m; 

et », et devenir en chaque point à l'infini infiniment petite comme —; 
2 

cette fonction pourra devenir infinie en certains points de ramification € 

comme une pulssance de inférieure à l'unité; enfin elle devra de- 

venir infinie au point z, comme . Pour former cette fonction ¢(z, 2,), 
ZB 

désignons comme précédemment par 

2 

w(z) = f w'(z)de 
t 

une intégrale abélienne de premiere espéce, et par 

112 Tate: 9 Jap? 

r \ 

les (2p — 2) zeros de la fonction algebrique w(z) qui sont situés a distance 

finie, zéros qui vérifient les p relations connues (page 22) 

j=2p—2 

> wy(r;) = G,. (15159, ..,2) 

Le rapport 
¢ (2, 2) 
w'(z) 

sera une fonction, réguliére sur la surface de Riemann R,,, admettant les 

multiplicateurs m, et m,, et devenant infinie aux (2p — 1) points 

26 > T1 Tao: > Tep—2- 

D'après ce que nous avons vu dans la premiere partie, cette fonction 

aura aussi (2p — 1) zéros 

Bos Br» Bas +++» Pope 
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et son expression sera 

1 
Día à. g (2)4+0y 3 (2) tee Lu 9 Go, o 2)- — lue) log m, + w2(z) log mz +... +40p(z) log mp] 
EU, 2, 070 nn 1/2p—2172; zei 

w'(z) ? 

les infinis et les zeros etant lies par les p relations 

j=2p—2 

W(Bo) — Wil 20) + lI Co: (8,) — w,(7;)] 

log n; — [bn log m, + 5, logm, +... + 5, logm,] 
D | = 

SR HT 
\ 

Comme l'on a 
j-2p—2 * 

2 wi (7) = G,, 

ces relations peuvent s'écrire 

j=2p—2 

(19) x milf) 
; 

log n — >= [bu log m, + b, logm, +.... + 2, log m,] W,( Zo) =F G, als 
tl 

ou 

RSR RARE TE 

On conclut de là que lon peut choisir arbitrairement (» — 1) zeros ? 

Pr» Bari» +++» Par par exemple, et déterminer les p zéros restants f,, 

Ai», Bp» en fonction des premiers et de z,. 

' Il est essentiel de montrer que la fonction 

p(2,2,) 
w'(2) 3 

ainsi déterminée devient effectivement infinie au point donné z,; pour cela 

il faut montrer que, les zéros B,, Brrıs ..-, Ba étant choisis arbitraire- 

ment d'une maniere convenable, aucun des p zéros restants 8, , f, , +--+» o, 

déterminés par les équations (19) ne coincide avec z,. Si lun de ces 

zeros, B, par exemple, coincidait avec z,, les équations (19) deviendraient 
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I I 
=G,+ = log n, — = Los log m, + b log m, +... + b,, log m,]- 

(5221,92, ..-,) 

et elles détermineraient £,, 8,,..., Pr-ı , f, en fonction de nets din 
Po»; elles établiraient done une relation entre Pat Ct Poet Pasay ce Osean 
ce qui est impossible puisque nous choisissons arbitrairement Boon Pera 
Bp+2» +. Papa: Il est donc absurde de supposer que A, coincide avec 
2, quand on choisit arbitrairement een Daran 

Il est cependant un cas special où les relations (20) ne détermi- 
neralent pas /5,,5,,...,08, ,,/4, en fonction de es ce 
c'est le cas où les seconds membres des relations (20) se réduiraient aux 
constantes G,, à des multiples prés des modules de périodicité des inte- 
grales abéliennes w,(2) , w,(2) ,..., w,(z), c'est à dire où l'on aurait 

I I 
(21) 5 log", son logm, + by, logm, +... + b, log m,] = o. 

. 

Les équations (20) présenteraient alors le cas d'indétermination déjà signalé 
(Brıor, Theorie des fonctions abeliennes, page 96, n° 56), et elles permet- 
traient de prendre arbitrairement Pus Paris «++» Papas tl n'y, aurait: done 
plus une absurdité à supposer que A, coincide avec z,. Mais, lorsque 
les multiplicateurs m, et m, satisfont aux relations (21), ils sont iden- 
tiques aux multiplicateurs d'une exponentielle de la forme 

E(z) pem e Areal) + Agte(2) +... + Aprop(2)] 

comme nous lavons vu dans la premiere partie (page rz) Done. en 5 , 

ecartant ce cas spécial qui sera examiné à part, on pourra former une 
fonction . 

1 [2 (z 2 2,) C 9, EAD Og 0 ec Get zin) log mı + (2) log ma--...--wp(z) log mp] 

w'(z) 

régulière sur R,,, admettant les multiplicateurs donnés, devenant infinie 
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du premier ordre au point z, et aux points 7,,7,,.-+, 7-2 qui sont 

les zéros de w’(z) situés à distance finie. La fonction 

A - ^ : 1 M 

(a (2 , 4) = Cw'( 2) e 80 rg OO st Py ofp o) Fue) log mi. wpe) log mp] 

a done, comme seuls infinis, le point z , et les infinis de w’(z); de plus 

elle devient à l'infini infiniment petite de l'ordre de =. Determinons le 
Bale 

facteur constant C de telle facon que le résidu de g(z, z,) relatif au 

point z, soit égal à l'unité, c'est à dire que la différence 

NE We esi 

reste finie pour 2=2. Alors l’integrale 
I 0 e 

& (2 , 2,) —f2G » &) dz 

sera une intégrale de troisieme espéce devenant infinie au seul point z, 

de telle facon que la différence 

@(z, 4) — log (z — 4) 

reste finie pour z= z,.. Nous employons, pour désigner cette intégrale, 

la lettre @ que l'on emploie aussi pour les intégrales abéliennes de troi- 

siéme espéce: mais il ne pourra pas y avoir de confusion, car l'intégrale 

abélienne de troisième espèce est désignée par G,,..(2) et la nôtre par 

& (2 , 2,). - 

Si nous appelons //(z, z,) l'intégrale la plus générale d'une fonc- 

tion aux. multiplicateurs donnés, admettant un seul infini z, de telle facon 

que la différence ^ 

Il(z , 2,) — log (z — 2,) 
“0 “0 

reste finie au point z,, cette intégrale sera de la forme 

Hl(2,2,) = o(2,2,) + mo(2) + pos, (2) + ::- + tao) + 0%, 

OÙ us fly res fin sont des constantes, w,(z), w,(2),..., € (2) les 
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intégrales de premiere espéce de fonctions aux multiplicateurs donnés. 

En effet la différence 

Mz, 2,) — ©(2, 4) 

est une intégrale partout finie, c'est à dire une intégrale de premiere espéce. 

Cas spécial Examinons maintenant le cas spécial ot les multiplica- 

teurs m, et n, sont ceux d'une exponentielle de la forme 

E (z) Lum e Mam G) Ago) E... E Apwp(2)] 

Alors une fonction réguliére sur la surface de Riemann R,, et admettant 

les multiplicateurs m, et n, est de la forme 

R(s, 2) désignant une fonction algébrique rationnelle en s et z. Comme 

le facteur E(z) est partout fini et différent de zéro, les infinis du produit 

E(z)R(s, 2) sont ceux de R(s,2). L’on sait que, si la fonction algé- 

brique R(s, 2) est en chaque point à l'infini infiniment petite de l'ordre 
I re . 

de —, la somme des résidus de cette fonction Z(s, z) sur toute la surface 
a ‘ 

de Riemann est nulle; cette fonction admet done au moins deux résidus 

différents de zéro, si tous ses résidus ne sont pas nuls. Par conséquent, 

si le produit E(z)R(s,2) n'a que des infinis d'ordre inférieur au second, 

il a au moins deux infimis du premier ordre, ou bien il men a aucun. Si 

done lintégrale 
fE@RG, z)dz 

ne doit avoir que des infinis logarithmiques, elle en a au moins deux, ou 

bien elle n'en a aucun: et est de premiére espéce. . 

Voici comment on obtiendra une intégrale de cette forme avec deux 

infinis logarithmiques. Soit, comme précédemment 

G,,,(2) 

l'intégrale abélienne de troisième espece devenant infinie aux points z, et 
3 — 2, 

2, comme log —— et 
A T Zo 
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la fonction algébrique qui est la dérivée de cette intégrale: cette fone- 

tion devient infinie aux points de ramification d’un ordre inférieur a 

l'unité, elle devient infinie du premier ordre aux points z, et z, avec les 

résidus — 1 et + r. L'intégrale 

&(2, 2, , %) = [E(2)o},(2)de 

sera l'intégrale de troisième espèce la plus simple formée avec une fonc- 

tion aux multiplicateurs spéciaux m, et m,. Cette intégrale est finie 

partout, sauf aux deux points z, et z, où elle devient infinie de telle 

facon que la différence 

az „fo 2) zx E(z) log (2 sy 4) =: E(z,) log (2 az 4) 

reste finie. 

L'intégrale la plus générale possédant cette propriété est 

&(2,2,, 2) + po. (2) + pos (2) +... + [yp Op (2) + const., 

Hills... désignant des constantes, w,(2), &,(2) , ... , e, (z) les inté- 

grales de premiere espéce aux multiplicateurs spéciaux m, et n,, intégrales 

qui sont au nombre de p. (Page 26.) 

Modules de périodicité des intégrales de troisieme espece. 

Prenons d'abord le cas ou les multiplicateurs m, et n, ne sont pas 

ceux d'une exponentielle E(z); soit, comme précédemment, &(z, z,) l'inté- 

grale de troisiéme espéce qui devient infinie au seul point z, de la sur- 

face de Riemann R,, de telle facon que la différence 

ac, 4) — log (* — 4) 
reste finie pour ¢ — z,. Si lon suppose tracées les coupures 

0,502 dio. ap Oy Oe gsi OU NOU ecu 

de. la méme façon que plus haut (page 31), on voit que l'intégrale 

&(2,2,) n'est pas uniforme sur la surface de Riemann Zi, ainsi obtenue; 

car, si le point z tourne autour de z,, cette intégrale augmente de 2zi. 

mop 

— 
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En suivant la méthode exposée par C. Neumann (loc. cit. pages 220 et 

suivantes) nous ajouterons aux coupures @,,0,,€, un lacet / entourant 

le point z, et nous supposerons, pour simplifier, que ce lacet / aboutisse 

au point de croisement des coupures «,,/,,c,, comme le montre la 

figure. Sur cette figure le bord gauche du lacet / est marqué d'un 

trait plus gros; A désigne, comme précédemment, un point du bord gauche 

de ce lacet ou d'une coupure quelconque et o le point situé en face de 

À sur le bord droit; enfin « et 3 désignent les deux points où la circon- 

férence o de rayon infiniment petit entourant le point z , se raccorde avec 

les deux bords de /. 

L'intégrale @(z, z,) est alors uniforme sur la surface de Riemann 

ainsi découpée que nous désignerons par /5,,. On voit, comme on l'a 

fait pour l'intégrale de premiere espèce (page 32), que l'on a: 

le long. de la coupure. a: .G(A, 2) — m,o(p,2,) — 4, «i5.» 

le long de la coupure 5: 66(A,2,) — m,o(p,2,) = Br, &=1.2,.. 

Je longsderla! eoupure 0, !olX,2) Ope ete NATU) 

les lettres I,, 88,, ©, désignant des constantes que nous appellerons mo- 

dules de périodicité de l'intégrale (2, z,) le long des coupures a, , 5, . c. 

Reste le lacet I. La différence 

ol, 2) XE a(p ? 2) 

des valeurs que prend l'intégrale sur les deux bords de ce lacet / est 

aussi constante, car sa différentielle est nulle. Cette différence constante 

le long du lacet / est égale en particulier à 

(a, 2,) — @(f, 2) 
Acta mathematica, 13. Imprimé le 1 avril 1890. Ius 
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(voyez la figure de la page précédente), c'est à dire a l'intégrale &(z, z,) ) g \ 
prise dans le sens négatif sur la petite circonférence à entourant le point 

z,: elle est done 
ar 
-7t, 

car la dérivée de @(z, 2) admet le point z, comme pôle de résidu + 1. 

Ainsi, l'on a, le long de la coupure /, 

O(A, 4) — O(p, 4) = — 27i. 

En résumé, l'intégrale @(z, z,) admet 3p modules de périodicité, à 

savolr 

15 95,..., d, sur les coupures 4,,4,,..., 4, 

5 00,5 oie ghee, Sur lesecoupures UE ise ce bs 

Cr, CUT les COBDHECS (NS NR UE 

— 2zi sur la coupure l. 

Relations entre ces modules de périodicité. 

En appliquant à Vintégrale @(z, 2,) les raisonnements appliqués aux 

pages 33 et 34 à l'intégrale de premiere espèce w(2), nous déduirons, de la 

considération de chacun des points de croisement des coupures, une rela- 

tion entre les modules de périodicité et les multiplicateurs correspondants. 

Le point de croisement des coupures a,, 4, ,e, et 1, (voyez la figure 

de la page précédente) donne ainsi la relation 

$8, (1 — m) — & (1 — n) + 2m,n,zi + n, G, = 0; 

le point de croisement des coupures «,,5,,c,, c, donne de méme la 
2 

relation 
€| © f o © — . B,(1 — m,) — A,(1 —n,) — mn, ©, + n,G, = 0; 

et ainsi de suite. 

On obtiendra en tout, comme aux pages 33 et 34, le système des 

p relations suivantes 

(22) B,(1 — m) — A,(ı — nj) — m,n, ©, + »,8,,, = o, 

ou l'on fait 

ie 
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en convenant que 
one: ; oM IL Qe) 2s Chi: = 0. 

L'élimination de €,,€,,..., €, entre ces p relations fournira faciletnent 

l'équation 

S&(r—m,;)— &(1—m;) 1 
.— = (s 

m,m,...my Nie Án ^v IL t3 à + id 

quil est intéressant de rapprocher de l'équation analogue relative aux 

intégrales de première espèce (voyez page 34, équation 13). 

Remarque. Il serait absurde de supposer ici les multiplicateurs m, 

et m, tous égaux à l'unité, car, dans cette: hypothèse, l'intégrale de troi- 

sième espece ó(z,2,) avec um seul infini logarithmique w’ewisterait plus, 

comme il est bien connu par la théorie des intégrales abéliennes. 

$ 

Relations entre les modules de périodicité de Vintégrale O(2, 2,) et 

ceux d'une intégrale de premiere espèce aux multiplicateurs inverses. 

Désignons, comme plus haut, par 4(z) une intégrale de premiere 

espèce d'une fonction aux multiplicateurs m; et »; inverses de m, et n,, 

et appelons 

Aj, Bi, €, Gas) 

les modules de périodicité de cette intégrale relatifs aux coupures «, , £j, cs. 

L'intégrale 

= [ &(z)do(z r2) 
E 

prise dans le sens positif sur le contour de la surface de Riemann Ru. 

(voyez page 49) est nulle; car, sur cette surface R,,,, la fonction 

do(z » 20) 

est régulicre et a tous ses résidus nuls. 

dz 

Si l'on appelle À un point du bord gauche d'une coupure et p le 

point situé en face de À sur le bord droit, les éléments de l'intégrale J 

correspondant à ces deux points seront: 

2(2)do (A, 2) — 9(p)do(p , 2,), 
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car les deux bords de la coupure sont parcourus en sens contraire par 

la variable d'intégration. Comme, outre les deux bords des coupures 

a, b, , c; et l, le contour de la surface R,,. comprend encore la circon- 

férence infiniment petite o entourant le point z, et raccordant les deux 

bords de la coupure {, il faudra avoir soin de prendre l'intégrale J sur les 

deux bords de toutes les coupures et sur la circonférence ¢. On a donc 

y 

=> | Su (A)dG(A, 2) — 9(p)do(p , 4)] 
[=a 

+ Tt (A )do( (A » 4 d) —— 2(p)d&(p , 2 

h=p 

+% f 12) dà (2 ea &(p)da(p , 4] 
Xr Ch 

+ EEC 1) dO (A, 2) — 9(p)de(p , %)] + f (2) )do(z, 4); 

les indices dont sont affectés les signes d'intégration signifiant que les 

premiéres intégrales sont prises le long des coupures marquées par lin- 

dice et la derniére le long de la petite circonférence o dans le sens de 

la fléche. Cette derniére intégrale est facile à calculer. En effet, dans 

l'intérieur de cette SuSE o la fonction soumise à lintégration 

O(2) 226 ; 2) 

dz 

^ 2 Ave da(z,z 
admet le pôle simple z, avec le résidu 2(z,), car le facteur AE 

dz 
admet ce pole avec le résidu + 1. On a done, puisque la circonfé- 

rence g est parcourue dans le sens négatif autour de 4,, 

2(2)dao(e, 2,) = — 2zi9(2,). 
t 
€ 

Quant à l'intégrale affectée de l'indice I 

fL(2)dS 2, 2) — 9(o)da (p , a). 
i 

elle est nulle; car le long de la coupure / on a 

20) = 2p), do(À, 2) = dü(p, 2,). 
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Enfin, la somme des (3p — 1) premiéres intégrales relatives aux coupures 

bd, ©, qui figurent dans l'intégrale J de la page précédente, peut 

étre déduite de la somme des intégrales analogues qui constituent linté- 

grale I envisagée à la page 36, en remplaçant dans cette dernière 

somme w(2) par @(z, 2). On en conclut, en répétant la suite des trans- 

formations que l'on a fait subir à l'intégrale J aux pages 37 et suivantes, 

que l'intégrale J a pour valeur 

k-p 

+ 2 [Ai (1,8, + Q,,,) — m; BA, — nC. (mjc, + By) + nr Be]. 

Cette intégrale J étant nulle, on a la relation 

1 

(24) 2 [Ai (mB, + Cu) — m; BLA, — nm, + 88) + n1 C, ,,88,) 

dont le premier membre se déduit du premier membre de la relation 

16 (page 40) en remplacant dans cette relation les modules de périodicité 

A,, D,, C, de l'intégrale de premiére espèce w(z) par les modules de 

périodicité &,,385,, €, de l'intégrale de troisième espèce &(z,2,) U 

faudra bien entendu faire 

yr ul o 

Ci — C4 = Cp —= & 

Quant à la constante €, elle doit être considérée comme égale à — 27i 

qui est le module de Mehodieis de o(z,2,) sur la coupure /, comme 

nous lavons déjà dit à la page 51. 

Cas spécial où les multiplicateurs m; et n sont ceux d'une 

exponentielle de la forme 

E(z) — g ym) Agni)... Apip(2)] 

Dans ce cas, comme nous l'avens vu plus haut (page 48), linté- 

grale la plus simple de troisieme espéce d'une fonction aux multiplica- 

teurs spéciaux m, et n, est donnée par la formule 

tà [S oz, À = f E(z) 2)@,,.,(2) dz, 
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&,.(z) désignant l'intégrale abélienne de troisieme espece devenant infinie 

aux points z, et 2, comme 

log - 2 

et 0. (2) étant la dérivée de cette intégrale. L'intégrale G(z, z,,2,) est s g 0° 71 
partout finie sauf aux points z,, 2, où elle devient infinie comme 

DT 

E() log (s — 4) — E(a,) log — 4). 
Pour obtenir une surface sur laquelle lintégrale 

(2 , 2,5 4) 

reste uniforme, nous suivrons encore la méthode exposée par C. NEUMANN 

(loc. cit. pages 220 et suivantes) et nous ajouterons aux coupures qd; , 5, , €, 

un lacet 1 + m dont les deux bords sont infiniment rapprochés et qui 

renferme deux petites ouvertures circulaires g, et e, entourant les points 

z, et z. Nous supposerons de plus que ce lacet parte du point de 

croisement des coupures a, ,b, , €,, comme le montre la figure; nous dé- 

signerons, avec C. NEUMANN, par Ra, la surface de Riemann ainsi dé- 

limitée. 

L'intégrale de troisieme espece 

ol, 23.2 — f E() (2). (2)dz 

est régulière sur cette surface R,,.;,,: elle possede (3p + 1) modules de 

périodicité à savoir: 

— liue € 
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endo oed le: long “des coupures) ^w/ a, Aa 
1 P) p [e] p? 

Spa ee ce, ale MON GesmcOUpUTes |: BD, 2.20% 

CC, "le long des: coupures CE een EQ 

£,91C le long des coupures /,m. 

Les constantes X et OÙ sont faciles à calculer. En appelant a et 5 les 

deux points ou la circonférence s, entourant 2, se raccorde avec les 

bords de la coupure /, on aura 

$— ab, 2, , 1) — ala, 2; 4) = f E(z)a:,. (2)de, 

l'intégration étant faite sur la circonférence o, dans le sens marqué par 

une fléche. Comme, à l'intérieur du cercle o,, la fonction intégrée possède 
, , o 0 

* 2 — ‘ > "AQ —— 7) 2 5 Le ^r à 1 Q HI 5 le pôle 2 —2, avec le résidu E(z), Yintegrale qui est prise autour 

de ce póle dans le sens négatif a pour valeur 

$ 2m). 

Quant à la constante SIT elle est égale a la difference des valeurs de 

l'intégrale ©(2,2,,2,) aux deux points 9 et a où les deux bords de la 

coupure m se raccordent avec la circonférence o,. (Voyez la figure de la 

page précédente.) 
N = o(0,2,,2) — 0(a,2,, &). 

D'autre part on a aussi, en considérant les deux points 3 et 7 où les deux 

bords de la coupure / rencontrent cette circonférence o, 

{= or ; E » 2) Ze) o(f , £p 4); 

d'où en retranchant 

MI — £ —o(0,2,,2,)— (y, 4,524) + 08,4, 24) — Ola, 4,24) 

Or le second membre de cette relation n'est autre chose que l'intégrale 

@(z, 2,,2,) prise sur la circonférence s, dans le sens de la fléche, Comme 

la fonction 

a, dans le cercle 5,, le seul pôle z, avec le résidu E(z,), l'intégrale de 

cette fonction prise dans le sens négatif sur la cireonférence s, est 

— 2i E(2,). 
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On obtient done la relation 

IC — £ — — 2ziEÉ(2), 

d'ou, d'aprés la valeur trouvée auparavant pour £: 

IT = 2zi[E(2,) — E(z,)]. 

Relations entre les modules de périodicité de l'intégrale O(2 , 2, , 2). 

La considération des p points de croisement des coupures donnera, 

comme pour l'intégrale de premiere espèce (page 34), les p relations 

CT — m,) — A,.(1 — nj) — mine, + n,8,,, = o 

où 

KE — 38s 26 ep 

avee la convention que 

Dat oe : lg ras BE 
= 2ri|E(z,) = E(2,)], Spt Ge Os 

L'élimination de C,, ©,,...,C, entre ces p relations fournira l'équation 

k=p 
Bit —— mp) — Gi nr (28) Bei ae vo = RE 

= MM, .. My qj. 

analogue à la relation (23) de la page 51. 

Relation entre les modules de périodicité de l'intégrale (2, 2, . 2) 

et ceux d'une intégrale de premiere espèce 2(2) 

aux multiplicateurs inverses. 

En écrivant que l'intégrale 

s 2(2)do(2 , 25 et), 

prise sur le contour de la surface de Riemann PR, est nulle, et trans- 

formant cette intégrale comme on l'a fait pour une intégrale du méme 

—Ü 
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genre à propos des intégrales de premiére (pages 36 à 40) ou de troi- 

sieme espece (pages 51 à 53), on obtiendra la relation 

k=p 

(26) 2 [Az (mB, + Cis) — m BA — mA + B) + ni] 

= azi[9(4) E(z,) — 9(4)E(4)]. 70 

Comme vérification, supposons que les multiplicateurs m, et », de- 

viennent tous égaux a l'unité, leurs inverses m; et n, deviendront aussi 

l'unité, l’exponentielle H(z) se réduira également à l'unité, enfin 2(z) et 

&(z,2,.2,) deviendront des intégrales abéliennes l'une de premiere l'autre 

de troisième espèce. Comme, dans cette hypothèse, les constantes @,, 

(ou e ee CC, C; e XC deviennent "nulles, les constantes © 
3 pl 

et C,,, étant nulles par convention, la relation (26) que nous venons de 

trouver se réduit à la relation bien connue 

(A, 8, — Bid) = 2zi[92(2,) — Q9(2,)] 
> ll = 

qui lie les modules de périodicité A,, &,, d'une intégrale abélienne de 

troisième espèce, aux modules de périodicité A; et B; d'une intégrale 

abélienne de premiere espèce (2). 

Intégrales de seconde espece. 

Soit @(z) une fonction aux multiplicateurs m, et n, (k= 1,2,...,p), 

l'intégrale 
e 

f 9(2)dz 
. 

sera de deuxième espèce si elle n’adınet que des infinis algébriques. D’apres 

cela, l'intégrale de seconde espece la plus simple qu'on puisse imaginer est 

celle qui ne devient infinie qu'en un point z, et cela comme 

Une telle intégrale existe toujours, quelle que soit la position du point 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 2 avril 1890, * cn 
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z, d condition que les multiplicateurs ne soient pas ceux d'une exponentielle 
de la forme 

- E(z) — e Dan) Ages) +... + Apwp(z)] 

non réduite à une constante. 
Supposons d'abord que les multiplicateurs ne soient pas ceux d'une 

exponentielle telle que E(z). Nous formerons alors, comme il suit, l'inté- 
grale de seconde espèce avec un seul pôle du premier ordre de résidu +1. 

Appelons, comme plus haut, w(z) une intégrale abélienne de pre- 

miére espèce et w’(z) la fonction algébrique qui est la dérivée de cette 

intégrale. Cette fonction algébrique w'(z) devient nulle à distance finie 

en (2p — 2) points 

T1 Pos es Topo 

liés par les p relations bien connues 

j=2p—2 

> w,(7;) == (Fs, (Et 2) Pe 

Formons une fonction ¢(z) admettant les multiplicateurs m, et n,, 

devenant infinie du premier ordre aux points 

firfartt]odxm-2 

et infinie du second ordre en un point z, donné arbitrairement. Cette 

fonction ¢(z) ayant 2p infinis, puisque z, compte pour deux, aura aussi 

2p zeros que nous nommerons 

"s 9 W,7, 5, Pa > ++» Popo 

D'après ce que nous avons vu dans la premiere partie, cette fonction 

f(z) sera 

E x - URL 
d ( z) Cent EU CORTA CO] 4 SEO ry, oop a )+ = [10(2) log m, + w(z) log m.,-r...-F we(z) log mp] 

4 c tx ^ > 

les zéros 

105,9, B. san ern 

et les infinis 

Lo > 0 9 is Ta ++ > Top—2 - 
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étant liés par les p relations 

j=2p—2 

wy (w) — w;(2,) + ws (v) — (20) + 2 Los() — wi(r;)] 

I I 
= „log en [5 logm, + b, logm, + ... + b, logm,], 

Comme la somme 
j=2p—2 

Y wily) 
= 

, est égale à la constante G,, les relations ci-dessus s'écrivent plus simple- 

ment 
j=2p—2 

wy(w) + w,(v) + Z w, (3) 
j= 

3 I I 
= 2w,(%) + G + = log n,— > [bu log m, +... + 6, log m,], 

ou 
=D ion De 

Ces relations montrent que, 2, étant donné, on pourra choisir arbitraire- 

ment p zeros 

U,V, fa , Po+2 Os) Pasa 

et déterminer par ces relations les p zéros restants: 

DC E 
On pourra toujours choisir les zéros arbitraires 

U , Vv , Ba , Bos P ORE) Pu 

de telle facon qu'aucun des zéros restants 

Bis Bas Pr 

ne coincide avec le point z,. Alers la fonction ¢(z) deviendra effective- 

ment infinie du second ordre au point z,. Si l'on considère le produit 

9 (2)w (2), 
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on voit qu'il ne devient plus infini en aucun des points 7, , 7,5 +--+) 722 

qui sont les zéros de w'(z); ce produit devient infini du second ordre 

au point z,; il devient aussi infini aux infimis de w’(z) et cela comme 

w'(z); enfin ce produit est, en chaque point à l'infini, infiniment petit de 
1 5 ROSE 

l’ordre de 4. On pourra disposer du facteur constant C qui figure dans 
au 

l'expression de ¢(z), de manière que le produit 

(2 — 4)*P(2)w'(z) 

tende vers — 1 quand z tend vers z,. Alors, dans le voisinage de 2 — z,, 

on aura pour d(z)w'(z) un développement de la forme 

I u 

@— 2) 23—-% 
d(z)w'(z) = — +B,+0,@—23)+:--; 

PRADA Ger etant des constantes dont la premiere est le residu de 

d(z)w'(z) au pôle z,. D'après toutes ces propriétés du produit ¢(z)w'(z), 

l'intégrale 

f4() w'(2)dz 

reste partout finie excepté au point z, où elle devient infinie comme 

I 
S + B, log (z — 2,). 

0 

zi & 

Puisque, par hypothèse, les multiplicateurs m, et n, ne sont pas ceux 

d'une exponentielle H(z), il existe une intégrale de troisième espèce 

dont la dérivée admet les multiplicateurs m, et », et qui devient infinie 

au point z, comme 
log (z — 2,)- 

Done la différence 

AC) = { p(z)w'(a)dz — P,ö(z, %) 

deviendra infinie au seul point z, et cela comme 
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Nous avons ainsi formé l'intégrale de seconde espéce 

t(2, &) 

partout finie excepté au pôle z= z, de résidu + 1. Nous désignons 

cette intégrale par la lettre ¢ que Rırmann et Neumann emploient pour 

désigner l'intégrale abélienne de seconde espèce. Cela ne pourra pas 

amener de confusion car notre intégrale est appelée ¢(z, z,) et l'intégrale 

abélienne avec le pôle simple z, est appelée par Neumann ¢,,(2). 

Cas spécial où ies multiplicateurs sont ceux d’une exponentielle E (z). 

Dans ce cas on pourra toujours former comme précédemment l'inté- 

grale ‘ 

J 4 (2)w'(a)de 

qui devient infinie au seul point z, comme 

I 

+ P log (e — 2,); € — 2%, 

mais alors il n'existe plus d'intégrale de troisième espèce ó(z,z,) deve- 

nant infinie en un seul point z, comme log(z — 2,). On ne peut donc 

plus former l'intégrale ¢(z,2,) comme dans le cas général qui précède. 

Dans le cas actuel cette intégrale n'existe plus: la constante P, ne peut 

étre nulle que pour des positions particuliéres du point z,. En effet, dans 

le cas présent, la fonction 
d(z)w'(z) 

E (z) 

est une fonction algébrique devenant à l'infini infiniment petite de l'ordre 
I . EG , . 

de —; et l'on sait que la somme de tous les résidus d'une pareille fonc- 
a 

2? 

tion algébrique est nulle. Or le seul póle de cette fonction, ayant un 

résidu différent de zéro, est le point z,: dans le voisinage de ce point on a 

, I P3 > D(z)w'(z) = "Uu E Fer u ase 

I = el) ue) +... FApwp(2)] 

E (2) 

I AE e 
ip — [A wi (20) + Aw) +... + 2,0, (2)] +... 
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Si l'on forme le produit 

et si lon écrit que dans ce produit, le résidu, c'est à dire le coefficient 

de , est nul, on a la relation 
2 

(27) P, = 2[Awi(2) + A w:(25) +... + 4,w;(20)] 

qui montre que P , nest nul que pour des positions exceptionnelles du 

point 2, 

Ainsi, dans le cas spécial dont nous nous occupons ici, il n'existe , I , 

pas d'intégrale de deuxiéme espéce devenant infinie en un point arbi- 
: I i : 

traire z, et cela comme . Une telle intégrale ne peut exister que 

pour des positions exceptionnelles du point z, vérifiant l'équation 

AU AS) + AS.) +... + A,w,(2) = ©. 

Mais, quel que soit z,, il existe alors une intégrale 

*( o) = fd (z)w'(z)dz 

devenant infinie au seul point 2 

u [5] 2 

et cela comme 

0)» 

0 

I 
Tu + P,log(z — 

4 — 29 Fe 

P, ayant la valeur (27) ci-dessus. Cette intégrale r(z, z,) est, d'apres 

notre classification, de troisieme espece; elle peut aussi étre formée de la 

facon suivante. Si l'on appelle, avec NEUMANN, 

t. (2) 
l'intégrale abélienne de seconde espéce admettant le seul póle z, au pre- 

mier degré et avec le résidu + 1, on aura 

I 
c (252. ) — gas J Et) 

En effet la fonction sous le signe f: 

dt, (z) 

dz 
E(2) 
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est une fonction aux multiplicateurs spéciaux m, et »,: dans le voisinage 

du point z, on a, en appelant E'(z) la dérivée de E(z), 

E(2) = E(z,) + (x—2)E(24) + ..., 

d'ou, en multipliant membre à membre, puis divisant par E(z,), 

H(z) dt.(2) _ I E'(2,) I 1i 

E(z) dz cR c Ma) (a — z,) di 

L'intégrale | = 

I 

E( 2,) [E(z)dt,(z) 

devient done infinie au seul point z, et cela comme 

car la constante appelee P, est precisement 

E'(z, 

E (2) 

— 
. 

Cette intégrale est, par suite, égale à r(z, z,), ou n'en diffère que par 

une somme d'intégrales de premiere espcce. 

Puisque, dans ce cas special ou les multiplicateurs sont ceux de 
2 - 

lexponentielle E(z), il n'existe pas d'intéerale de deuxième espèce avec I g I 
un seul pole du premier ordre, l’intesrale de deuxième espèce la plus 

simple aura au moins deux pôles du premier ordre z, et z,. Pour la 

former, appelons z(z, z,) l'intégrale qui devient infinie au seul point z, 

comme 

+ P, log(z — 2,), P, = 2[Awi(à) + Aw (e) + :.. + Aw(z)], 
a 4, 

et considérons l'expression 

UC en IR 
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où @(z,2,, 2,) est l'intégrale de troisième espèce devenant infinie aux 

points z, et 2, comme <0 581 

E(z,) log (2 Ta 2) en E(2) log (e mE zu). D 

Cette intégrale ¢(z,z,,2,) n'a plus d’infinis logarithmiques: en effet au 

point z, elle devient infinie comme 

I 

0 P,E(2)| — + P, log (e— %)|— P,P, EG) loge — 2) 
E S 

c'est à dire, en réduisant, comme 

DrB(2)- 
SUM ERIS Ta) 

go 8. 

de méme au point z, elle devient infinie comme 
1 

I ) ) E = a 

— PE(a)|; E PTE log(e—2)]-+ PP (z,) log (e — 2,) 

c'est à dire comme : 
P,E(z) 

ern 
1 

Remarque. Si lon suppose que, dans l'exponentielle 

E(z) == ex hate) Agtoa(2) +... + Apirp(2)] 

toutes les constantes À , A, , ..., A, sont nulles, cette exponentielle se réduit > 

à l'unité et tous les multiplicateurs m, et », (k = 1,2,...,p) devien- 

nent aussi égaux a l'unité. Alors la constante P, est nulle quel que 

soit z, et l'intégrale r(z, 2,) se réduit à l'intégrale abélienne de seconde 

espèce f, (2). 

Modules de périodicité d'une intégrale de deuxième espèce. 

Nous venons de voir que, dans le cas général où les multiplicateurs 

m, et n, ne sont pas ceux d’une exponentielle E(z), il existe une inté- 

grale de deuxième espèce 
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partout finie excepté au point z, qui est un pole simple de résidu + 1. 

Cette intégrale est régulière sur la surface R,,, de Rrmmann: elle possede, 

comme une intégrale de premiére espéce, (3p — 1) modules de périodicité 

à savoir: 

le long de la coupure a, le module de périodicité &;, 
(K=1, 2,...,p) 

le long de la coupure 5, le module de périodicité &;, 

le long de la coupure c, le module de périodicité Q;. @=2,,...,» 

Cela signifie que l'on a: 

le long de a: ¢(A, 2) — m,t(p , 2.) = 4, 
(K—1,2,..., p) 

le long de b,:, £(4,2,) — nt(p,2) = &, 

levlong de a. za) = mr (oral — Ce (h—2,8, p) 

Relations entre ces modules. 

La considération des points de croisement des coupures fournira entre 

ces modules de periodieite des relations identiques à celles qui ont été 

établies pour les modules de périodicité des intégrales de premiere espèce. 

(Pages 33 et 34.) 

L'on obtient ainsi les p relations 

(28) ai (r.— m,) — A,(1 — nj) — m,n, C; + n,G;,, —o 

ou 

et où l'on convient de remplacer Cj et C/,, par zéro. 

De ces relations lon déduit par l'élimination de ©), Ci,..., G7 

l'équation 
k=» , 1, 

< I — mz) — Yan) I 
> ———O, 
= MM, ... My Ne 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 19 avıil 1890. : 9* 
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Relations entre les modules de périodicité de Vintégrale de seconde 

espèce t(z, 2,) et ceux d'une intégrale de premiere espèce aux 

multiplicateurs inverses. 

Soit, comme plus haut, 9(;), une intégrale de premiere espèce aux 

multiplicateurs m; et », inverses de m, et n,, admettant les modules de 

périodicité 4; , Bi, Cj. 

L'intégrale 
4 \ 

T = f 2(z)dt(e , A) 
Rabe 

prise dans lé sens positif sur le contour de la surface de Riemann R,,. 
x 

est egale a 

— 2719" (2,), 

en désignant par 2'(7) la dérivée de 2(z) par rapport à z. En effet, 
sur la surface A, la fonction 

est uniforme et réguliére: elle admet le póle z, et, dans le voisinage de 

ce point, on a 

di(z, z,) I à 6 ‘ 
dg oF Ge a EE EEE 

1 : dt(z , nous . A - done, dans le produit Sei le résidu relatif au póle z, est 
C 

— lia — (25). 

Ce produit a d’autres pöles aux points de ramification mais leurs residus 

sont tous nuls; de plus il est à l'infini infiniment petit de l’ordre de 

I LN - ne 
5. Donc l'intégrale J’ prise dans le sens positif sur le contour de la E | 

surface ZA, est égale à la valeur de cette méme. intégrale prise dans le 
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méme sens sur une petite circonférence entourant le point z, c'est à 

dire à 
Qro \ — 27109" ( 2,), 

comme nous l'avions annoncé. 

D'autre part l'intégrale J’ se transformera exactement comme l’inte- 

grale J que nous avons traitée aux pages 36 et suivantes; et l'on trou- 

vera que cette intégrale est égale à 

k=p 

= [Aj (10,8, + Chi) — m, Bray, — n, CL (mz; "d BP + n, C, ,88,]. 

On a done la relation 

k= 

(29) » AB, + Crys) — m; Bey, — n; C, (mtd, + Bz) + n; C; , B; i] 
k=1 x 

= — 277i 2"(2,) 

avec la convention 

a Or 

C=C. = SG = Ga = 0 

Cas spécial où les multiplicateurs mx et n, sont ceux d’une 

i exponentielle E(z 

Dans ce cas lintegrale de seconde espèce ¢(z, z,) avec un seul pôle 

simple z, n'existe plus. Il faut la remplacer par l'intégrale appelée 

((z,2,,2,) définie par l'équation (page 63) : 

ia, 2,, 2) = FE), 4) — Ela) es) + P,P,o(e , a, » 4); 

ou encore, d'aprés les expressions des intégrales 

ta a) cene) EL, 25% 2), 

t(2, 2,4) = P, f E(a)dt, (2) — P, J'E(e)dt. (2) + P,P, f E(z)do.,, (2). 
P 

N 

Les constantes P, et P, ont les valeurs 

P,— 2[w (A) + At (ay) +... + As) 
P, = 2[Awi(z) + Aw(a) +... + Lu, 2)]. 
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Cette intégrale de seconde espece est, comme toute intégrale de seconde 

espece, uniforme et régulière sur la surface R,,. de Riemann; elle admet 

les deux poles simples z, et z 29 avec les résidus respectifs 1 

P,E (2) ra: P,E (2). 

Appelons encore 4; , 38, ©, les modules de périodicité de cette intégrale 

((2,2,,2,) le long des coupures a,, b,, c, (23:75). Ces modules sont 

liés entre eux par les p relations 

Si (1 — m,) — &;(1 — nj) — mn, C, + n,G;,, = 0 

ou . 

et 
o (oV, == , CCE 0 

Enfin, ces modules de périodicité 4; ,&@;, €; sont liés aux modules de 

périodicité .4;, B;, C; d'une intégrale de premiere espèce Q(z), aux 

multiplicateurs inverses, par la relation 

k=p 

2 [A7 (0,8, + Ci.) — m; BA, — n; C, (my, + Bi) + n; Cy, Bi] 

= 2zi[P,E(2,) 2(z,) — P, E(z,)2'(2,)]; 

que l'on obtient par la considération de l'intégrale 

J Ma) ae, 0:2) 

prise dans le sens positif sur le contour de la surface /,, de Riemann. ‘abe 

Formule de décomposition d’une fonction à multiplicateurs 

en éléments simples. 

De méme que, par la formule de Rırmanx-Roc# (Journal de 

Crelle, t. 84, pag. 294, et C. Neumann loc. cit. page 258), toute fonc- 

tion rationnelle de s et z, c'est à dire toute fonction réguliére sur la 

surface R de -Riemann, peut sécrire sous la forme d'une somme d'inté- 
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erales abeliennes de seconde espece, de facon que les pôles et les parties g , | 
principales correspondantes se trouvent en évidence; de méme toute fonc- 

tion à multiplicateurs peut s’écrire sous la forme d'une somme d'inté- 

orales de fonctions à multiplicateurs de premiere et seconde espece, de 8 I , 
facon à mettre en évidence les póles et les parties principales corres- 

pondantes. Cette formule que nous allons établir remplace avantageuse- 

ment la formule donnée par M. ArrELL (Journal de mathématiques 

pures et appliquées, publié par M. Resa, t. 9 (1883), page Un). 

La formule de M. ArrELL présente cet inconvénient que l'élément simple 

devient infini en —- I) points étrangers à la question, tandis que notre I 8 | , | 
élément ne devient infini qu'en un point. 

Soit @(z) une fonction admettant les multiplicateurs m, et m, 

(k=1,2,...,p) non spéciaux c'est a dire ne pouvant pas étre iden- 

tifies avec ceux d'une exponentielle Z(z); cette fonction est régulière sur 

la surface R,, de Riemann et admet sur cette surface un certain nombre 

q de póles 
eir for ee. Êq 

que nous supposons d'abord simples et distincts des points de ramification: 

soient 
Jide EN 
2 q 

les résidus relatifs à ces pôles. (Considérons la différence 

A = d(z) — Rtlz, 2) — R,t(z, 2,) —...— B,t(2, z) 

où {(2,2,) désigne, comme plus haut, l'intégrale de seconde espèce, d'une 

fonction aux multiplieateurs donnés, qui devient infinie au seul point 

> et cela comme Cette différence A est uniforme sur la surface y 
CE 

R. de Riemann, car chacun de ses termes l'est; elle demeure sur cette 

surface partout finie, car dans le voisinage du point z — 2, par exemple 

on a par hypothese 

d(g)—-——-rF«--Fae-—2a)Mv. 
ev rU Aa 

et 

R 
i NE) = +, + B(e—2) +..., 

2 - 
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ce qui montre que la différence A reste finie pour z — z,; enfin la 
1:3 

dérivée de A par rapport à z est régulière sur R,, et admet les multi- 

plicateurs m, et n,, puisquil en est ainsi de la dérivée de chacun des 

termes de A. Cette différence A est donc l'intégrale d'une fonction à 

multiplicateurs et, comme elle est partout finie, c'est une intégrale de pre- 

miére espéce: elle peut, par conséquent, se mettre sous la forme 

p ez) 2E pss) 3p ee 28 s ®p1(2) "E GE 

Has Host étant des constantes, ex(2), e,(2), ..., e, (2) les (p—1) 

intégrales de premiére espéce linéairement indépendantes. En égalant A 

à cette derniére expression, on obtient la formule cherchée 

(30) D(z) = Rt(z,2) + R,t(2,2,) +... + R,t(2,2,) 

+ pe, (2) + %0(2) + ----- pp 10, (2) + C", 

entiérement analogue à la formule de Riemany-Rocu. (Voyez C. Nev- 
Sdn in = E LO B MANN, loc. cit. page 258.) 

Pour etablir cette formule, nous avons supposé les pôles 2, ,2,,...,2, 

du premier ordre: si lun de ces pôles, par Sup 2,, était d'ordre n, 1? 

il faudrait remplacer l'élément 

Rte, 2,) 

par une expression de la forme 

ele „az, 2) uq otrid(a 
R(@,2)+ B DE Ry Y. epe — 

E az; 2 

comme il arrive dans toutes les formules de ce genre. Nous avons aussi 

supposé les points 2,,2,,..-, 2, distincts des points de ramification. ll 

erait trop long d’indiquer les modifications bien simples que devrait: 

subir la formule, si certains des pôles z,, 2,,..., 2, coincidaient avec des 

points de ramification; ces modifications sont sque: à celles qui se 

présentent dans des conditions analogues pour les fonctions algébriques 

et les intégrales abéliennes de seconde espéce. (Voyez une Note de M. 

Goursat Sur la théorie des intégrales abéliennes, Comptes rendus des 

séances de l'Académie de Paris, t. 97, page 1281.) 

On peut, comme vérification,. déduire de cette formule de décomposi- 
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tion, les (p — 1) relations qui lient les résidus R,, R,,..., R, et les , 1 2» ? q 

poles correspondants 2,,2,,...,2,, relations que nous avons établies 

directement (page 28). Pour cela, désignons par 

cy? Lys Ay? Oe Ci ee es 360; 

mr cr cep 
Sn Cain e a aie D, 

D’ or D’ 
Cor ? Cor , Cor 

les modules de périodicité de l'intégrale ¢(z, z,), 

B sco 2% 545 

et par 

Ange PES DELE Ar 

Er Soma 8.8 

Y Y Y CAC LRG ̂pj? 

les modules de périodicité de l'intégrale de premiere espèce c,(z), 

N W225, DT) 

Comme les modules de périodicité de la fonction ®(z) sont nuls, puisque 

@(z) est une fonction à multiplicateurs, la formule de décomposition 

établie précédemment (page 70) donnera immédiatement les (3p — 1) 

relations 

Rd + Rod +. + RI, + fn An + fa Ags He + mAh, = 9; 

(31) | Rs + RB, +... + RB, + p Bar + ph By +--+ Mp1 By a9, 

| R, 8j, + Rs +... + RIO, + t On + Ca + + ia Onna = Os 

ou 
aly aa OC EN I) EU 5 BGs 60.9 fe 

Soit, comme dans tout le cours de ce travail, 9(z) une intégrale 

de premiere espèce d'une fonction aux multiplicateurs m; et nj, inverses 

de m, et n,, et solent 

ABS aC: Gers) 
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les modules de periodieite de cette integrale. La relation qui lie les 

modules de périodicité des deux integrales de premiere espece 

aux multiplicateurs inverses est, comme nous l'avons vu (page 40) 

> [At (ni B, + Cu) — mB, A, — n; C, (mL A + Bi) + n; C; By] = 0, 

ou, en ordonnant cette relation par rapport à A,,, By, C,,,, et changeant 

les signes 

k=p 

(32) Z [A (m; By + min: Ci) 

+ B, (n; C; — m A — n; Ga) — Cry Ai] = ©, 

Y , , Ch s Do mE = ES 
jJ p 

En faisant successivement 

Jic ipe eR x) 

on obtiendra (p — 1) relations de cette forme. De méme la relation 

qui lie les modules de pérodicité de l'intégrale de deuxième espece 

t(z,2,) et de l'intégrale de premiere espèce 2(z) aux multiplicateurs 

inverses (page 67) peut s'écrire, si on l'ordonne ‘par rapport aux modules 

de périodicité de /(z,2,) et si on change les signes 

k=p 

(33) DE [Ai miB; + mint O0) + S (mC — ni Ai ml) — Gt, Ai) 

ou 

ip Sol Esso Che 

on obtiendra q relations de cette forme. Cela posé, multiplions cette 
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dernière relation (33) par R, et la relation précédente (32) par y, et 

faisons la somme des ¢ + p — 1 relations ainsi obtenues 

(Gua CR LOEO LEN] m NE RAUS Ei): 

Dans cette somme, le premier membre est nul, en vertu des relations 

qui expriment que les modules de périodicité de ®(z) sont nuls (eq. 31, 

page 71), et il reste 

RO = Roe. CER O(a) = of 

ce qui est la relation établie directement (page- 28) entre les pôles et les 

résidus d'une fonction à multiplicateurs. Cette relation, comme nous 

lavons vu, se décompose en (p — 1) relations distinctes. 

Cas spécial ot les multiplicateurs sont ceux d'une exponentielle 

de la forme 

E(z) = eV) + Api). Apeep (2) 

Dans ce cas, la formule de décomposition que nous avons établie 

ci-dessus n'est plus applicable, car l'intégrale de seconde espece ¢(z, 4) 

avec un seul infini simple n'existe plus. On pourrait alors établir une 

autre formule de décomposition en éléments simples, en prenant pour élé- 

ment Vintégrale de seconde espèce f(z, 2,, 2,) avec deux infinis simples 

qui devient infinie en ces deux points comme 

PE(@)  P,E(z) : 
CC) a Te 

On aurait ainsi la formule 

SUR 
D(z) = » P.EGS €: £,, 2) + p e,(2) + po, (2) +... + mo,(2) + C^, 

P, désignant la constante 2[A,wi(2,) + Aw:(z,) +... + Aw; (2,)], @,(2), 

e,(2),..., @,(2) les intégrales de première espéce qui sont actuellement 

au nombre de p. 

! Voir page 63. 

Acta mathematica. 18. Imprimé le 19 avril 1890. 9 10* 
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Mais il est bien plus simple de remarquer qu'une fonction aux 

multiplicateurs spéciaux m, et n, est de la forme 

D(z) = E(z)R(s, 2), 

R(s, 2) désignant une fonction rationnelle de s et z, et d'appliquer en- 

suite à cette fonction rationnelle Rs, z) la formule de Rirmann-Rocu, 

comme le fait M. Appetit. (Journal de mathématiques, publié par 

M. Resa, année 1883, page 13, N° 7.) 

Expression la plus générale d’une intégrale de fonctions 

a multiplicateurs. 

On démontre sans peine, comme on le fait pour les intégrales abé- 

liennes, que toute intégrale de fonction a multiplicateurs est une somme 

d'intégrales de premiere espéce, d'intégrales de troisieme espece, d'inté- 

grales de seconde espece et de dérivées de ces derniéres par rapport au 

paramètre. . C'est ce qui résulte de ce fait, qu'en retranchant, d'une inté- 

grale de fonction à multiplicateurs, des intégrales convenables de troisiéme 

espece et de seconde espece et des dérivées de ces dernicres par rapport 

au paramétre, on aménera la différence à rester partout finie. 
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Troisieme partie. 

Developpements des fonctions abeliennes en series 

trigonométriques. 

- 

Pour montrer, par un exemple simple, comment les intégrales de 

fonctions à multiplicateurs s'introduisent dans le probléme du développe- 

ment des fonctions abéliennes en séries trigonométriques, nous traiterons 

d'abord un exemple relatif aux fonctions elliptiques qui fera bien saisir 

l'esprit de la méthode. 

Considérons le relation algébrique . 

Feuassannnnoseneimemmmm 

où nous supposons A réel et plus petit que l'unité. La surface de Riemann 

correspondante possede deux feuillets et quatre points de ramification 
I I3, E 

+1,—1,+ RETIA situés sur l'axe des quantités réelles Or. On passe 
, : 
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d'un des feuillets à lautre en traversant l'une ou l'autre des lignes de 

passage (Ubergangslinien) 

y I LA 

"dL Ea ely, U; trig oy RM o 

On transformera cette surface de Riemann en une surface R,, simple- 

ment connexe à l'aide des coupures a et 5, comme le montre la figure. 

Le point de croisement des deux coupures est à l'origine O qui appartient 

au bord droit de la coupure a et au bord gauche de la coupure 5. 

Enfin nous supposerons que, dans le feuillet supérieur, la valeur de s 

est positive pour z — o. 
L'intégrale elliptique de premiere espece 

est uniforme sur la surface de Riemann R,, figurée à la page précédente. ab 

Le long de la coupure a, on a 

w(À) — w(p) = 4K 

et le long de la coupure 0 

w(A) — w(p) = 2i K', 

K et K' ayant la signification que leur donne JAconr et les lettres A, o 

désignant comme toujours deux points situés en face l'un de l'autre sur 

les deux bords d'une coupure, À sur le bord gauche et p sur le bord 

droit. En effet, si lon désigne par o,4,/,; les sommets des quatre 

angles formés par les bords des coupures a et à en leur point de croise- 

ment, la valeur ‚constante de la. différence w(A) — w(o) le long de la 

coupure a est égale en particulier à w(7) — w(o), c'est a dire à l'inté- 

grale w(z) prise le long du bord gauche de la coupure b depuis le point 

O jusqu'au point r, ce qui donne bien 4K; de méme la valeur constante 

de w(A) — w(p) le long de la coupure à est égale en particulier à 

w(o) — w(a) = — [w(a) — w(o)] 
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et la quantité entre crochets est l'intégrale prise de O en a sur le contour 

L qui contourne les deux points + 1 et + i dans le sens positif, inte- 

grale égale à — 2iA". 

En vue de ce qui suit, caleulons les valeurs de l'intégrale w(z) aux 

points à l'infini dans les deux feuillets que nous désignerons par /, et /,, 

le point 7. étant à l'infini dans le feuillet supérieur et 7, dans le feuillet J0 od 

inférieur. Pour cela remarquons que le long de l'axe Oz des quantités 

réelles on a, pour s, la suite des valeurs suivantes: 

feuillet supérieur: 

entre o eis -|- 7. Sis} 

I 

entre I et are 5 <O 

entre et +, S>0; 
mm 

feuillet inferieur: 

entre o et + I, s <o, 

entre r et Tg 25 O, 

entre et +, s «Oo. 

Les raisonnements qui conduisent à ces signes sont bien connus: ils sont 

détaillés plus loin à l'occasion d'une question analogue, à la page 88. 

D'aprés cela lon a pour lintégrale w(z) les valeurs suivantes aux 

points + 1 et Tg 

iB) AE w( 7) = K — ik’, 

car, pour aller le long de l'axe des x de l'origine au point il faut à 
I 

k? 

partir du point + 1 suivre laxe dans le feuillet inférieur de facon a 
i © : : : I 

passer sous la coupure b. Si maintenant à partir du point nde on 
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s'éloigne à l'infini le long de l'axe Or, on aura si l’on s'éloigne dans le 
feuillet supérieur j 

oo 

w() = w() + [ %, 

d 

| 3 ds | IE 

+ ya — 265 — Pa) 

les formules précédentes donneront donc 

w(j,) = 2K — ik’, w(j,) = — ik’. 

Ces préliminaires étant posés, faisons 

Bl, — 1 gr N en en: 
d'ou par l'inversion 

2 — gn, 

la fonction sn« admettant les deux périodes 4K et 2iÆ. Lorsque « 

varie par valeurs réelles de o a 4K, la variable z décrit sur la surface 

RH, de Riemann un chemin C composé de la portion ©, + 1 de l'axe 

des quantités réelles Or dans le feuillet supérieur, de la portion +1, — 1 

de ce méme axe dans le feuillet inférieur, enfin de la pontion — 1,0 

de ce méme axe dans le feuillet supérieur. La fonction périodique snw 

est done pour ces valeurs de « développable en une serie de Fourier de 

la forme 

- ud * a m 

2m nali ma. ds a^". 
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avec 
AK 

vrui 

ey ere 
), = — | ze du 
P ml : 

0 

l'intégration étant faite par un chemin réel ou un chemin infiniment 

volsin. Pour évaluer cette intégrale définie, faisons-y le changement de 

variable 
dz 

u = w(2), du — —; 

nous aurons 
> 

I 2d2 — 7 we) 
34 D, = — A (34) cM eeu 

t 

c 

l'indice C rappelant que la variable z doit parcourir, sur la surface de 

Riemann AR,,, le chemin appelé C et défini à la page précédente, ou un 

chemin infiniment voisin comme celui que nous figurons ici et qui va, 

du point O au point 7, aprés avoir contourné les deux points Æ 1, — i 

en s'écartant infiniment peu de l'axe Or. 

Dans l'intégrale (34) qui donne p,, la fonction sous le signe d'inté- 

gration 
vri 

zZ or 0) 

^ 
est une fonction à multiplicateurs, régulière sur la surface de Riemann À, 

Comme l'intégrale w(z) admet le long des coupures a et à les modules 

de périodicité 4K et 2;K', la fonction ®(z) admet le long de ces mêmes 

coupures les multiplicateurs 
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c'est a dire que cette fonction vérifie les relations: 

le long de la coupure a, ®(i) = (p). 

le long de la coupure D, (i) = g *#(p), 

en faisant, comme il est d'usage, 

Cette fonction à multiplicateurs @(z) rentre dans le cas spécial 

examiné à la page 14, car ses multiplicateurs sont ceux de l'exponen- 

tielle 

L'intégrale 

est done une intégrale de fonction à multiplicateurs. C'est une intégrale 

de troisiéme espéce admettant pour points critiques logarithmiques les 

deux points 7, et /, situés à l'infini dans les deux feuillets En effet, 

dans le voisinage du point 7,, c'est à dire pour des valeurs de z apparte- 

nant au feuillet supérieur et dont le module surpasse un nombre suffi- 

samment grand, on a 

Ze a, a, 
n TAS kz == 2? =F 2° =F D) 

nu eu | B, . B, 
B A pu 

Comme » 

w(j,) = 2K-—iK, 

ainsi que nous l'avons montré, on a, en multipliant les développements 

ci-dessus, 
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Done l'intéerale 
D 

et que l'intégrale &(z) devient au point 7, infinie comme 

v 

2 
—— U 

k = 

Nous pourrons appliquer à cette intégrale G(z) ce que nous avons dit 
aux pages 53 et suivantes: il suffira de supposer les points critiques lo- 

=, & r \ 7. RP.» . D E garithmiques z, et z, placés à l'infini aux points VOCE 

L'intégrale à (2) n'est pas uniforme sur la surface de Riemann R,,: 

[7 
mm. | 

ng 

——————- 

elle est uniforme sur la surface H,,, que l'on obtient en entourant les 
deux points 7, et 7, d'un lacet 7 + m, commencant et finissant au point 
de croisement des coupures a et b. Ce lacet est représenté dans la 
figure schématique ci-dessus où les points a l'infini 7, et 7, sont repré- 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 21 avril 1890 11* 
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sentés comme s'ils étaient à distance finie, l'un J, dans le feuillet supe- 

rieur, l'autre 7, dans le feuillet inférieur. Appelons 

a, B&B, 2, M 

les modules de périodicité de l’intégrale 
D 

c’est à dire, supposons que l’on ait 

le long de la coupure a: &(2)—  &(po) = €, 

le long de la coupure 6: oA) — q "o (p) = &, 

le long de la coupure 7: &(1)— G(p)=8, 

le long de la coupure m: @(A)— G(p) = M, 

car les multiplicateurs sont 1 et q *. La formule qui donne p, (page 
79) est 

l'intégrale étant prise le long du contour C qui va du point O au point 

y apres avoir entouré les deux points + 1 et — ı en s'écartant infini- 

ment peu de laxe Ox; on a donc 

: I a 
(35) p, = 4k lor) — 50)] CORDE 

Ains le calcul de p, se ramène au calcul du module 

de périodicité A. Or ce module est facile à calculer 

par les relations générales que nous avons établies 

et que nous allons reprendre pour le cas particulier 

actuel. Figurons les coupures / et m raccordées par 

deux circonférences infiniment petites a, et s, entou- 

rant les points URES He On a, pour le module de périodicité le long de 7: 

Co) 5) 
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Ce module £ est done l'intégrale G(z) prise sur la circonférence 9, dans 

le sens de la fléche: or, dans le voisinage du point j,, on a (page 81) 

On trouve ainsi 

La figure donne aussi 

9t = a(0)—a(y, ^ $— (e) a(n), 
d'ou en retranchant 

M — $ = (0) — o(s) + [9(2) — o(x)) 

ce qui montre que MT — $ est l'intégrale @(z) prise dans le sens de 

flèche sur la circonférence 5, entourant le point 7,. Comme, dans 

voisinage de /,, on a (page 80) 
y 

9r 
qas een 

l'intégrale 

öl) = f 9(«)d: 
"m 

prise sur la circonférence 5, dans le sens de la flèche est 

On aura donc, d'aprés la valeur que nous venons de trouver pour 

la 

le 
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Il va de soi que, comme les points j, et 7, sont à l'infini, la petite 

circonférence 5, entourant le point y, est en réalité une circonference 

trés grande de centre O située dans le feuillet inférieur et parcourue de 

p jusqu'en À dans le sens positif autour de O; il en est de méme pour o,. 

ou 

C'est ce qui résulte de la relation générale de la page 56; en voici 

d'ailleurs la démonstration. 

dules de périodicité, les 

s(f-  G(o)J-8, 
o(r)-q'o(f) + 8, 

o(f)-— a(e)+4, 

&(a)=  &(d) + 9K, 

&(0) = q'&(a) + 8 

Multipliant ces relations respectivement par + eee ee Gee n 

P. Appell. 

Le point de croisement des coupures a, b, m donne la relation 

é&B(1 — m,) — Alı — n) — m,n, dL = o 

relations suivantes 

et ajoutant, on a la relation cherchée 

d'ou 

d(r—q7)-4 Dig” = o, 

On a, d'aprés la définition méme des mo- 
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c'est à dire, d'après la valeur trouvée pour SIC 

2zí q + 
= I — I Ie on 

Enfin comme le coefficient p, est égal a 

a 

AK" 

on a 
ce ih (e 

Dy KR v HIE 
Lm 9 

qeesee qu. 

il a pour valeur 

Pi. ced see 
QUE 

On a donc pour le développement cherché 

y= + yrui 
y—-ro yzui Ti 2K 

2K T € 

2—snw-— pet = — ce a! D Re 
y=—D 9 > 2 ed elg 

» ne prenant que des valeurs impaires 2% + 1. En réunissant les termes 

qui correspondent à des valeurs de » égales et de signes contraires, on 

obtient enfin 

Kk Gee | — gti se 2K 
n=0 

ce qui est le développement bien connu que JAcopr a donné pour sinam w. 

Tl nous parait remarquable que l'on puisse ainsi obtenir ce développe- 

ment sans se servir des fonctions @ ni de la théorie des fonctions elliptiques. 

La méthode que nous venons de suivre donnerait, de méme, les dé- 

veloppements en séries trigonométriques de toute fonction de w exprimée 

par une fonction rationnelle R(s,z) de s et z, c'est à dire de toute 



86 P. Appell. 

fonction elliptique. Le caleul des coefficients se raménera au calcul des 

modules de périodicité des intégrales de fonctions à multiplicateurs de la 

forme spéciale 
> 
| Ris 2 AN a 

: 

Ces modules se calculeront par les méthodes générales que nous avons 

données dans la deuxième partie. 

Plus généralement on pourrait, en suivant la même voie, calculer 

les coefficients du développement en série trigonométrique d'une fonction 

doublement périodique de seconde espèce admettant la période 4K et se 

reproduisant, multipliée par un facteur constant arbitraire, quand la va- 

riable # augmente de 2:K. 

Mais nous laissons de côté ce cas particulier, où p — 1, qui ne 

pourrait nous donner que des développements plus faciles à obtenir par 

d'autres méthodes, et nous entrons dans un ordre de recherches entiére- 

ment nouveau, en abordant les problémes analogues pour les intégrales 

ultraelliptiques (p — 2) et les fonctions abéliennes de deux variables qui 

naissent de leur inversion. 

Intégrales ultraelliptiques et fonctions abéliennes de genre 2. 

. 

Employons les notations de RosENHaIN dans son Mémoire couronné 

(Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des sci- 

ences de Paris, Tome 11, 1851, page 361), et considérons l'équation 

algébrique 

s? = z(1 — z)(1 — K^z)(1 — A?z)(1 — uz) 

ou en abrégeant 

s* = (2h). 

La surface de Riemann correspondante possede deux feuillets et six points 

de ramification 

Figurons ces points en supposant les quantités &, 2, réelles positives et 

LS k> AS p 
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de plus figurons le point à l'infini comme s'il était à distance finie sur 

la partie négative de l'axe des quantités réelles. Il y aura trois lignes 

de passage d'un feuillet à l’autre (Ubergangslinien d'après C. NEUMANN), 

à savoir les lignes 

I I I 
ODD p 99 = ; „RR. 

Nous conviendrons de prendre la valeur positive de 

8 = \(ekıp) 

en tous les points du feuillet supérieur situés sur l'axe des quantités réelles 

Ox entre o et 1. Alors les valeurs de s aux différents points de l'axe 

Ox des quantités réelles sont de la forme suivante: 

Oc d I n MES ol 

I s 
Leg UU Ecce) 

I en 
pg So Sie Oh 

Feuillet supérieur. 

2 réel BEIN I 8 
& Teel. € 2 «— 3-249 

m 
1 

S 
E 
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ON ENT SO; 

I 8 
n, < 33 zB 

id L 

I I 
—— € i oe D ANG} 

1 ER: k À 
Feuillet inférieur. 

I 8 
.& réel. = < 8 <— RIO, 

Les valeurs de ce tableau résultent de la proposition elementaire suivante, 

Soit un point « sur Ox et o une détermination du radical y; — 4; en un 

point s infiniment voisin de a situé à gauche de a; si la variable z 

décrit autour de « comme centre, avec ae comme rayon, un demi-cercle 

situé au dessus de Ox, ¢Ce’. la valeur o du radical y; — 4 au point z' 

sera 

En effet sur le cercle on a 

[02 | N | x 

di 

ve — a = vre?. 

Supposons qu'au point e on prenne @ = z, alors 

7i 

C= re? = ivr; 

quand z décrit le demi-cercle ¢Ce’,@ décroit de z a o, et le radical 
, vz—a prend‘en e' la valeur 

On a done, comme nous lavons annoncé, 

, 
o = —ig. 

Si, au lieu de décrire de e en e’ un demi-cercle au dessus de Ox, la 

variable z décrivait un demi-cercle au dessous de Ox, la valeur de yz — a 

au point e’ serait + io. 
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Il suffira d'appliquer ce résultat successivement à chacun des points 

INIMA ET 
, k^ 2? , we 

de Ox, telles qu'elles sont indiquées dans le tableau des pages précédentes. 

de ramification ©, 1 pour avoir les valeurs de s en tous les points 

Surface de Riemann R,,. Pour rendre la surface de Riemann con- 

sidérée simplement connexe, il faudra tracer deux coupures a, et a,, deux 

coupures b, et b,, enfin une coupure c,. Figurons ces coupures avec la 

disposition que nous sommes convenus d'adopter (page 31). 

(2 
£m oum mm um mom e um nc am m m um M s ems n m s n m m RR UR GU m m m 277 Jg 

—» 1 

a<— 

ung 

8 

a ee es (m m Um m UR UD D UD GS DG Um m m WR m 

s 

(eS SSS Ege ese Serre un 
L 

I 
et se trouve sur le feuillet La coupure b, entoure les points BIR 

supérieur; la coupure D, entoure les points 0,1 et se trouve sur le 

feuillet supérieur. - Les coupures a, et «, sont en partie sur un feuillet, 

en partie sur l'autre: les portions de ces coupures situées sur le feuillet 

inférieur sont ponctuées. Enfin la coupure c, va du point de croisement 

des coupures aq,, b, à celui des coupures 4, , 5 
1 2* 

Appelons V(z) et W(z) les intégrales abeliennes normales de pre- 

miére espece correspondant a la relation algebrique 

s? = z(r — z(1 — E'z(r — A2)ı — pu). 

Ces intégrales sont, en adoptant les notations de Rosexham (Mémoire 

couronné loc. cit. pages 432—435) 

z z 

NS 3 FR 
AUT AES = (em, ne--j — 

Acta mathematica, 13, Imprimé le 12 aoüt 1890, . 12* 



90 P. Appell. 

B,C, B', C désignant des constantes définies par les équations 

: 1 1 1 1 
» Ll 

i BA dh HE erae 
2 a $8 b 8 $8 

u 

0 0 0 0 

16 1 1 1 1 

(36) = = 7 às 
Li a 

Gp dz —— C zdz mop dz Rs ada 

s 8 2 E 8 
u t c 

= 1 1 1 1 

ou les intégrations sont faites le long de l'axe des quantités réelles et 

ou s est pris positivement. 

Ces relations montrent que B et C sont des quantités purement ima- 

ginaires positives, c'est à dire des quantités de la forme 

LP, 

P étant réel positif. En effet la troisième de ces relations écrite sous 

la forme 
1 

E 

o — [Sa 

montre que (B — Cz) s'annule pour une valeur réelle de z comprise entre 
I 1 B ; m x T 
peg donc le rapport g est réel et supérieur à i. La premiere rela- 

tion (36) montre alors immédiatement que B et C sont, de la forme iP, 

la quantité P étant réelle positive. 
De méme l'équation 

1 

BUE Ole 
O — | — da 

[L3 $ 2 

0 

tr le 1: mE st réel sitif et ind t alors l'é ti montre que e rappor C est ree post 1i et moindre que I, et alors equa lon 

l 1 

. L a 

cq de — C adz 
2 S 8 

4 
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montre que DB’ et C' sont purement imaginaires négatifs c'est à dire de 

la forme 

mero. 

P étant réel et positif. 

Les valeurs de ces quatre constantes B,C, B’, C' sont d'ailleurs 

données par RosENnArN (loc. cit. page 433). 

On a de plus les quatre équations 

1 

0 = 
1 SBC: =B Oz 
5 log p = er, Au (az, 

4 t 
27 

(37) : 
0 ie 
"B' — Ot I «B' — On A= [La logs = | =e 

= 1 

s , . , . . 
avec -<o. (RosENHaIN, Mémoire couronné, loc. cit. page 435.) Ces in- 

[A 

tégrations sont encore faites le long de l'axe Or des quantités réelles, s 

est alors purement imaginaire et son signe est fixé comme il suit. 

Dans la premiére intégrale qui est égale à -logp, la quantité 
D | = 

(B — Cz) est purement imaginaire positive d'aprés ce qui précède; comme 

la valeur de l'intégrale est négative, puisque p est réel positif et moindre 

, Sn 1s . . . 8 . 
que l'unité, il faut prendre pour s une valeur imaginaire telle que = soit 

négatif. Dans la dernière intégrale qui est égale à - logg, la quantité 
bole 

B' — C'z est purement imaginaire positive; comme la valeur de l’inte- 

grale est négative puisque g est réel positif et moindre que l'unité, il 
. . , Ss , . 

faut aussi prendre dans cette intégrale - négatif. Enfin, dans les deux 
u x e 

intégrales qui donnent A, les numerateurs 

B— C2, B' — C'z 
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restent purement imaginaires négatifs; nous prendrons, dans l’une. et 
, : 8 . , . oy: 
lautre, le signe de s de facon que ; Soit négatif; alors 4 sera positif. 

En résumé dans les quatre intégrales (37) de la page précédente, 
$8 2 . 

nous prenons - négatif. 
u 

Modules de périodicité des integrales normales. 

Les deux intégrales 

Viz) = ET: W(z) = — | ———dz 
: 

sont uniformes sur la surface de Riemann Z,, figurée à la page 89. 

Leurs modules de périodicité le long de la coupure c, sont nuls, d’apres 

une propriété générale des intégrales abéliennes. (Voyez C. NEUMANN, 

loc. cit. p. 216.) Caleulons les modules de périodicité de ces intégrales 

le long des coupures a, , a, , 5, , 0,. 

Prenons d'abord l'intégrale V(z). Le module de périodicité de V(z) 

le long de la coupure a, est la différence V(4) — V(p) constante tout 

le long de a,; ce module est donc en particulier V(8) — V(a), a et B 
étant les points où laxe Ox rencontre les bords de la coupure a,. Or 
cette différence 

V(8) — V(a) 

à —,. (0 
Ix — dg 

est l'intégrale 

6 
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prise du point a jusqu'au point # sur un contour entourant les deux points 
I I $8 , : ] ; \ 
T comme celui que nous avons figuré; et cette intégrale est égale à 2? Be? 

prise le long de l'axe Ox sur le feuillet supérieur. Mais cette derniére 

intégrale est nulle, en vertu des équations (36) de la page 90. Done le 

module de périodicité de V(z) le long de a, est nul. 

Le long de «, le module de périodicité de V(z) est de méme 

V(6) — V(y), y et à étant les points où l'axe Ox rencontre les bords de 

la coupure a,. Il est donc égal à l'intégrale 

1 

R= Ob 
2 | ———dz 

See 
e 

0 

prise le long de l'axe Oz dans le feuillet supérieur (s > 0), c'est à dire à zi. 

Pour l'intégrale 

‘(B’ — O'z) dz 

le module de périodicité le long de a, est W(f)— W(a) c'est à dire 

l'intégrale 

1 

k 

prise le long de l'axe Or dans le feuillet supérieur (s < 0) (d’apres le 

tableau de la page 87); ce module est donc zi, car l'intégrale 
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ou s est positif est égale à ^. Enfin le module de périodicité de W(z) 
2 

le long de a, est nu. 

Passons maintenant aux coupures b, et b,. Le long de 5, le module 
de périodicité de V(z) est égal à ; 

V(a) — V(e) 

c'est a dire à l’integrale 

prise depuis le point e jusqu'au point a sur le contour £T7'a qui entoure 
: MA ane D 

les deux points de ramification EE 

Cette intégrale se réduit à son tour à 

fi 

pr ^ 

|, 
‘$s 

1 

22 

integration étant faite le long de l'axe Ox des quantités réelles sur le 
. pare ' . s , . IRQ 

feuillet supérieur, c'est à dire - ét#ht pris positivement (tableau de la 
u 

page 87) Oron a 

= | BUS dg 
S 

avec : négatif: donc le module de périodicité de V(z) le long de b, est 

— 24. 

Le module de périodicité de W(z) le long de la coupure b, est égal 
à lintégrale 

"B—C zu | Smart 1) 
» 8 
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prise sur le méme contour z7'/'a, c'est à dire a 

lintégration étant faite le long de l'axe des quantités réelles dans le 
. rye S 

feuillet supérieur E = o). Comme on a (page 9r) 

Be O's eai s 
ES da Os (} <0), 

le module cherché est logg. 

Il nous reste à calculer les modules de périodicité de V(z) et W(z) 

le long de la coupure 6,. Le module de périodicité de V(z) est égal à 

la différence V(9) — V(z), c'est à dire à l'intégrale 

D 

RC 
{ de 

s 

2 

prise sur le contour 7SS’é qui entoure les deux points de ramification o 

et — oo. Cette intégrale se réduit, comme il est bien connu, à 

— © 

2 | Dan, 
s 

prise dans le feuillet supérieur le long de l'axe des quantités réelles 

C > oJ. Or on a (page 9t) 

le module de périodicité cherché est done log p. 
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De méme le module de périodicité de W(z) le long de b, est 

— o 

^ p' DT 

— 2 [ a, (; >0), 
m S 0 

0 

c'est à dire (page 91) — 24A. 
En résumé les modules de périodicité des intégrales V(z) et W(z) 

sont donnés par le tableau suivant 

Sur la eoupure | Sur la eoupure | Sur la coupure | Sur la coupure 

d, a, b, b, | 
= _. nn. 

V(2) o zi — 24 log p 

W(z) zi [e log q — 24 

Il importe, en vue de ce qui suit, de calculer les valeurs des inté- 

grales 
z z 

V(2) = | Sa, W( = — (=n 
S 

ec se 

; Taie I 
aux points de ramification co et ES 

Calculons d'abord V(co) et W(co). Pour aller du point o à l'infini 

sans traverser une coupure, il suffit de suivre l'axe des quantités réelles 
TN. . UAE /8 

négatives dans le feuillet inférieur G < 0). On aura done 

—2 — o0 

Bet p TENTI Vs = (* ds W()== | ES 
0 0 

dz, 

TEE ee ; - FA T T Use 
l'intégration étant faite le long de l'axe des quantités réelles et - étant = 

pris négativement. On a donc, d’apres les formules (37) de la page gt 

V(co) — —logp, Wo) = 4: 
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Nous avons de méme "( 

I 

{ 

et me) en allant du point O au point 

ji le long de l'axe des quantités réelles Or dans le feuillet inférieur, de 

facon à passer sous les coupures. Done 

W(is) = 
"Bo = Oz ‘BP Gis 

de — | — 12€ 
Ss 

les intégrations étant faites sur laxe Ox et s étant pris négativement 
s DE I ae 

entre o et I, - positivement entre I et E Dans ces conditions on a 5 a 

1 

t 

0 

"BC 
| ? dz 

8 n 

Puis, d'après des formules dues à Jacont et reproduites par ROSENHAIN 

(Mémoire couronné, loc. cit. page 381, formules 29), on a 

1 
n 

B — Cz "B= OF 
See dz, 

8 a | 8 

1 

1 

s : r . 

ou on prendra partout = > 0. Done, en vertu des équations (37) de la E) 

S A . 

page 91 dans lesquels ; est négatif, on aura actuellement: 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 13 aoüt 1890. 
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ke 

(a = —jlogp— A, 

1 é 

E 

[ e = — 4 hog : 
Ss 2 

1 LJ 

Par conséquent 

Vi) ee p A WES ee te qi aa EID pesci t 

Cela posé les équations différentielles de JAconr sont les suivantes 

(d'après Rosenuain, loc. cit. page 432) 

dv = dV(z,) + dV(z,), 

dw = dW(z) + dW(z,) 
ou 

BEIC: B — Cz 
— Zr o PT DE ER av = = dz, + E dz,, 

Y 2 

B' — C'z BIO, 
oe — — dz, — ——— dz,, 

8 O8 

en faisant, pour abréger, 

Ser (2, Kap), Sy, m V(z,kan). 

Dans ces équations on remarquera que le second membre de la seconde 

a un.signe contraire au signe du second membre de la seconde équation 

de RosENHAIN: ce petit changement nous est imposé par la disposition 

des coupures et le choix des intégrales normales V(z) et W(z) qui en 

résulte. La variable que nous appelons w est done égale à celle que 

ROSENHAIN appelle w changée de signe. Nous n'en pourrons pas moins 

appliquer toutes les formules de ROSENHAIN à condition d'y changer partout 

le signe de A. Ainsi nous écrirons la fonction 90, w), (voyez RosEx- 

HAIN, Mémoire couronné, page 388) 

m-—-4o n=—+0 v 

Cx (0 ; ww) = 2n Di e" loge Qe logge mn t HRS 

Wee m=—ı n-——o 4 

EEE 
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en mettant — 4mn4 au lieu de 4mnA; et de méme pour les autres 

fonctions ¢,,. En effet, changer le signe de A revient à changer le signe 

de w, comme on le voit en changeant » en — n. " 

Intégrons maintenant les équations différentielles de JACOBI écrites 

à la page précédente, et prenons pour valeur initiale de z, la valeur o 

I 

et pour valeur initiale de z E la. valeur nous aurons, puisque 
1 

[= "eo ro PB) 
(38) = 

| w= W(2)+ W(z,)— WC): 

L'inversion de ces équations donne, d'après RosENHAIN (Mémoire couronné, 

page 422), 
2 

Pao ; — khuz,é,, 
€o,o(U s w) 

(39) 
FC, w in 5 
ern ee (y oy Ja — k’2, 
ol, w) — nh 

où nous n'écrivons que la premiere et la troisième formule de ROSENHAIX. 

Les fonctions 
£1,0(0 » W) , Es,1(V 3 w) 

s'annulent pour 
D 050, (RosENHAIY, loc. cit. p. 416) 

de sorte qu'alors on a 

ce qui est bien d’accord avec la facon dont nous avons fixé les valeurs 

initiales de z, et z, en écrivant les équations (38). 

Reprenons la surface de Riemann de la page 92 et appelons, comme 

plus haut, a, B,7,0 les points où laxe Ox des quantités réelles. ren- 

contre les bords des coupures a, et a,. Si l'on suppose Z, — f, 2, — a, 
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les variables v et w prennent des valeurs v, et w, données par les équa- 

tions 

% = VG) Va) rg), = Wr) + Wa)— Ws) 

Supposons ensuite que z, parte de y, décrive la portion 71 de laxe Ox 

dans le feuillet supérieur, la portion 1,0 du méme axe dans le feuillet 

inférieur, et enfin la portion od du méme axe dans le feuillet supérieur; 
A RER . I 

supposons en méme temps que z, parte de a, decrive la portion a: de 

du méme axe dans 
= : pov. . I I 

laxe Ox dans le feuillet supérieur, la portion 3p 

le feuillet inférieur, et enfin la portion pP du méme axe dans le feuillet 

supérieur. Alors les variables v et w définies par les équations de -JA- 

COBI 

u — V(z,) + nern Va) 

w = W(a) + Wa) — W (s) 

partent des valeurs v, et w, qui sont purement imaginaires (c'est à dire 

sans partie réelle) et varient par une suite continue de valeurs purement 

imaginaires de v, et w, à v, + ix etw, + iz. Cela résulte immédiate- 

ment de ce que, sur laxe des quantités réelles, dans l'un et l'autre 

feuillet, les intégrales 
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. ^B re SS 5 <= 

W(z) = — (ar, |" | 
vene 

7 r( À y: qui Zz LAE ecd dec ee eens 
E Y 

sont purement imaginaires, (pages 90 et suivantes) et de ce que l'on a 

V(8) — V(a) = o, V(d) — V(r) = zi, 

W(B) — W(a) = zi, W(e)— W(7,) = >. 

Inversement, comme, par l'inversion, 2,2, et z, + z, deviennent des fonc- 

tions uniformes de v et w, lorsque v et w varient par valeurs pure- 

ment imaginaires de v, et w, à v, + zi, w, + zi, les points 2, et z, 

restent sur laxe Ox des quantités réelles et décrivent: le point z, un 

chemin Z, formé de la droite 71 dans le feuillet supérieur, de la droite 

1,0 dans le feuillet inférieur, enfin de la droite od dans le feuillet 

fone . . a 5 . I 
supérieur, et le point z, un chemin Z, formé de la droite Cx dans le 

— dans le feuillet inférieur, enfin de la 
A s = I 

feuillet superieur, de la droite i 

ST ; pte 
droite pP dans le feuillet supérieur. Nous avons, dans la figure de la 

page précédente, représenté ces chemins L, et Z, par des contours 

fermés voisins de l'axe des quantités réelles: d'aprés ce que nous venons 

de dire, ces contours doivent étre supposés infiniment voisins de cet axe. 

La fonction abélienne 

Qi (v , w) 
PAR) kÀnz,z, 
€», o(0 , w) 
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admet par rapport à chacune des variables la période zi et reste finie 

quand v et w partent des valeurs purement imaginaires v, et w, et va- 

rient par valeurs purement imaginaires de v, et w, à v,+ zi et w, + zi. 

On a done, par la série de Fourier, 

m=+0 n=+» 

ee) Bri. E 
m et n étant des entiers qui prennent toutes les valeurs de — oo a + co 

et P,, un coefficient indépendant de v et w. 

Ce développement est valable pour toutes les valeurs purement ima- 

ginaires de v et w: il aura encore lieu pour des valeurs de v et w suffi- 

samment voisines de valeurs purement imaginaires. En d'autres termes, 

si lon fait 

v — v' + i", w= w + iw" 

et si lon représente les variables imaginaires v et w sur deux plans 

v'Ov" et w'Ow", le développement sera valable pour les valeurs de v 

situées dans une bande parallele à l'axe Ov" et les valeurs de w situées 

dans une bande paralléle à l'axe Ow". Ces deux bandes sont ombrées 

sur la figure. 

Le coefficient P,,,, est donné par l'intégrale double 

Votri wg zi 

> aS 
I DU , w) ATUS 

(41) T2 n RIS | dv [& — ee, 

" 
R €. o (V > W) 

Wo 

l'intégration étant étendue a des valeurs purement imaginaires de v et w, 

de sorte qu'il suffirait de poser 

- sft 013. —— > "n 9 — V0, + WwW", w= w, + tw 

pour avoir une intégrale double étendue a des valeurs réelles v" et w". 
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Le caleul de cette intégrale double se raméne au caleul des modules 

de périodicité d'intégrales de fonctions à multiplicateurs. Pour le montrer, 

faisons-y le changement de variables défini par les équations de Jacost' 

= V(z) + V(a) — VS): 

w = Wa) + We) —W (33); 

en prenant pour nouvelles variables z, et z,. Comme nous l'avons expliqué 

en détail, pour faire varier v et w par valeurs purement imaginaires de v, 

et w, à v, + iz et w, + iz, il suffit de faire varier z, par valeurs réelles 

de r à 1 dans le feuillet supérieur (voyez la figure de la page 100), 

puis de 1 à o dans le feuillet inférieur, puis de o à 2 dans le feuillet 

supérieur, et de faire varier z, par valeurs réelles de a à P dans le 

»- 
I . . DNO 
B dans le feuillet inférieur, enfin de 

I 
3x feuillet supérieur, puis de > 

PEN 4 . phe . . 
p? B dans le feuillet supérieur. Ainsi que nous en sommes convenus, 
Ü 

nous dirons, pour désigner d'une maniére abrégée ces successions de va- 

leurs réelles de z, et z,, que les variables z 

eben. 

Nous devrons alors, en appliquant les régles élémentaires du change- 

, et z, décrivent les contours 

ment de variables réelles dans une intégrale double, remplacer 

do dv 

par 
Ov Ow Qv dw 
(= ee )da,dz;. 
ee, a 94; 

Or les équations 

y — Vie) V (4) — V (s): 

w =W(2) + WE) (5) - 
! voir page 99. 



TAC. — Di dz, Wie — —— de 

0 d 

Ov B — Cz, av B — Cz, 

92, > rj , oz. = s ? 
1 91 2, 8, 

ow B'— Cz, CURE B' — Cz, 

92, rs 8, i 02, E" * S, ? 

d'ou 

di b Ue Be Cpe 
8,8, 

Nous devrons done faire, dans lintegrale double, 

dodo = (BC — CB’)? dz da, 

Comme dv et dw sont purement imaginaires positifs, le produit doduw est 

réel négatif; dans le second membre, le facteur (BC' — CB’) est réel po- 

sitif d'après les valeurs de B, C, B’, C', la différence z, — 2, est négative 

5 ; : ; : I 
puisque z, est réel et compris entre O et 1, z, réel et compris: entre E 

Eau dz dz + : : 
et a enfin —* et — sont tous deux positifs d'aprés la suite des valeurs 

A S 8% 

que prennent z, et 2, dans les deux feuillets, s, étant pris positivement 

quand z, croit et négativement quand z, décroit, et de méme s, à l'égard 
1 

de z,. Comme on a de plus 

l'intégrale (41) qui donne le coefficient P, devient, aprés le changement 
ES 

m,n 

de variables, 

| 2,2, (2, ar 21) nl VC) + VG] 2n[ Wizy)+ Med dz dz,, 

la lettre A désignant le facteur constant 

_ kw 
| 
"m 

A (BC' ERIT CB’) 

f 

E 
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donnent, puisque < 

f? — Cz B' — Cz 
1 FOU SM 2 
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- et les indices L, et L, rappelant que les variables réelles z, et 2, doivent 

décrire sur la surface de Riemann les chemins définis plus haut et appelés 

L, et L,. ll se présente une petite difficulté à propos de cette trans- 

formation, c'est que les éléments des deux intégrales se correspondent 

bien deux à deux, mais les éléments appartenant à la limite de l'une 

n'appartiennent pas à la limite de l'autre. Pour montrer la légitimité 

de la transformation, nous allons vérifier que la nouvelle intégrale (42) 

est bien équivalente à la premiére (41). 5i l'on pose: 

LEE DE, : 
4, = 75008 U, + Sin u,, $, = sinu, COS V, A,u,, 

DM ARTE, al su, A, 2, = sin’u,, $, — sinw, COSY, Au, 

ou A,u, et A,u, sont des quantités qui restent réelles et positives pour 

ete chemin L, 

le chemin L, en faisant varier «, et «, de o a z par valeurs 
2 

toutes les valeurs réelles de w, et w,, on fera décrire à 2 

et à 2, : 

réelles. L’intégrale double (42) deviendra ainsi une intégrale double 

étendue aux valeurs réelles de u, et w, telles que 
1 

OUT; OT Sax 

D'autre part, posons comme précédemment I 

v=v Fri, w=w, + wi, 

v" et w” étant réels, et désignons par P un point ayant pour coordonnées 

v [23 et w” par rapport a deux axes rectangulaires Ov", O"w”. 

0" A” v 

On peut alors dire que l'intégrale (41) est étendue à l'aire du carré 

O"A".B"C" dont les cotés sont égaux à z. Les éléments des intégrales 

(41) et (42) sont égaux; pour comparer les champs d'intégration, donnons, 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 31 octobre 1830» - 14* 
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dans l'intégrale (42), à w, une valeur constante et faisons varier x, de 

o à z: le point P. de coordonnées v" et w" décrira une courbe P,PP, 

telle: que le segment P,P, soit parallele à l'axe O"v" et ait pour longueur 

z; car si, dans les équations (38) de JAconr, on laisse z, constant en 

faisant décrire à z, le contour Z,, w revient à la méme valeur et v aug- 

mente de zi. A chaque valeur constante donnée à w, correspond ainsi 

une courbe P,PP, dans le plan v" O"w"; si l'on fait varier cette valeur 

constante donnée.à w, de o à z, la courbe P,PP, se déplace ct se dé- 

forme d'une manière continue depuis la position O” Q, A" correspondant 

aa, — 0, jusquà la position C" Q, B" correspondant à u, = x, de facon 

à recouvrir une fois et une seule fois l'aire O" Q, A" P, B" Q,C" P,O". Cette 

aire est limitée par quatre courbes: la courbe C" Q, B" se déduit de O" Q, A" 

en augmentant les ordonnées de cette dernière courbe de x (Q,Q, = =), 

et la courbe A” P, B" se déduit de O" P,C" en augmentant les abscisses 

de cette dernière de 7 (P,P, =z). L'intégrale double (42) est done égale 

à l'intégrale double (41) étendue à l'aire curviligne O"Q, A" P, B" Q, C" P, 0"; 

mais, comme la fonction de v et w qui figure dans l'intégrale (41) admet 
n" par rapport à v" et w" la période z, la valeur de cette intégrale étendue 

à l’aire curviligne est é 
e 
gale à la valeur de cette méme intégrale étendue 

r 

au carré O"A" B"C". c'est à dire aux valeurs 

VEN Sur OUEN: 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Il est done bien établi que la premiere intégrale double (41) donnant 

72 

la un premier point d'une grande importance, dans cette nouvelle intégrale 

nn peut être remplacée par la nouvelle intégrale (42); mais, et c'est 

double, les variables se séparent, ef l'intégrale se ramène à quatre intégrales 

simples. En effet, si l'on pose 

?* 9 

ando e c Le zidz o TEE Hl, = | 2, dz, eet DUAE a | 1 Zr gm Y 2n Wen 

bi 

Ly Lı 

'z, d "2d 2,42, “om V(z.)42n We 2,022 om Vie.)4+9n Wle d Ds) pem Wis) Fan Wes) OL — £323 gm V(z2--2n W(z2) 
GO H 2 " > 

e = ES = 
L Le 

on à 

mr 1 —92nW n 

p rA ie) 4 a, — 4%); m,n 
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ou encore, puisque (d'aprés pag. 98) 

CT ) I ity I 
V (qs) = —T—;108p — 4, W (5) = 4 + ; loga, 

(43) Be. I (— ij Age e ama (4,4, on EIE 

Le calcul du coefficient P,, est ainsi ramené au caleul des quatre 

intégrales définies 

zoe AB ese e 2* 

Or ces quatre constantes sont les modules de périodicité, le long des 

coupures a, et a,, des intégrales de fonctions à multiplicateurs 

$8 Ss 

Va) 1 * s 1 

| AL em V(z)--2n coe | CRUE gin VG) 2n we) 

€ 

Pour le montrer, considérons l'exponentielle 

E(z) = em V(z)--2n W(z) 

qui est, ainsi que V(z) et W(z), uniforme sur la surface À,, de Riemann 

avec les coupures 4,,«,,5,, 5;. Cette exponentielle admet le long des 

b,, b, les multiplieateurs respectifs coupures 4, , a, , 

C'est ce qui résulte immédiatement du tableau des modules de périodicité 

des intégrales V(z) et W(z) tel que nous l'avons donné à la page 96. 

Ainsi, le long de la coupure a,, on a 

E (A ) Lu p2m[ V(A)— V(p)]3-2n[ WA)— W(p)] 
eC , 

E(p) 

et, comme le long de a,, 

1) = NG) Eus. ACNE MAE n 



108 ‘ P. Appell. . 

* 

E(2) »* 

E(p) 1, — EQ) = E(p); 

ce qui montre que le multiplicateur m, relatif à la coupure a, est l'unité. 

On voit de .méme que le multiplicateur m, relatif à la coupure a, est 

l'unité. 

Le long de la coupure /,, on a 

E(2) — erm VO) Voy] + 2n[ W)— Wy 
E(p) 

c'est à dire, puisque 

Via) Y (gy == be) cma CAE lo oe 

E(2) — mem Ln. 

E(p) z— q , 

ce qui montre que le multiplicateur », relatif à la coupure 5, est r^", 

On voit de méme que le multiplicateur », relatif à la coupure 5, est 
Im „In p" 

Alors la fonction 

DV z 2m V(z)+2n W(2) __ ae PS 
E(2) 

est aussi uniforme sur la surface R,, de Riemann et admet le long des 

coupures «d, @,, 6,, b, les mémes multiplicateurs que l'exponentielle E(z) 
à savoir 

„2m , 2n 2m ,.2n 
H ) = , 5 —— , — — on m, I m I n eg ie 

L'intégrale de cette fonction 

fa 

o(2) = | 
t 

0 

zdz 

s 

en V(2) +2n W(2) 

est uniforme sur la surface de Riemann R,,, avec les coupures à, , Wy, 

b,,b,,c,, telle qu'elle est figurée à la page 100. Cette intégrale est de 

premiere espéce, car elle est partout finie. Le module de périodicité de 

ee ae 
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cette intégrale w(z) le long de la coupure a, est la valeur constante 

que possede la différence 

o (4) — m,o(p), 
cest à dire e(A) — w(p) puisque m, — 1, le long de la coupure a«,. 

Or cette différence est 

e (B) — w(a), 

a et 9 désignant comme plus haut les points ou l'axe Or rencontre les 

deux bords de la coupure a,. Le module de périodicité de w(z) le long 

de a, est done la valeur de l'intégrale 

B 

“2d | ZA omyV(z)--2nW(z) 
== 
s 

t 

a 

: \ sf . I I 
prise de a à f sur un contour L, entourant les deux points jeje 

pouvant étre pris infiniment voisin de laxe des quantités réelles. Ce 

module de periodieite est donc la constante appelée précédemment A, 

(page 106) 

AE je gin Me t+2n We) 

On verra de méme que le module de périodicité de cette intégrale w(2) 

le long de a, est la constante ‘appelée précédemment A, (page 106). 

Nous appellerons en outre B,, B, et C, les modules de périodicité de 

cette intégrale w(z) le long des coupures 5,,,,c,, de sorte que l'on 

aura 

le long de a: w(A)— o(p)=A,, 

le long de a,: w(A)— w(p) = A,, 

le long de b,: w(A)—n,0(p) = B,, 

le long de b,: w({d) —n,w(p) = B,, 

le long de ¢,: w(d)— . w(p) = €,, 
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les multiplicateurs m, et m, étant égaux à 1 et n, et n, ayant les 

valeurs 
p. n, = Done 

Les modules de périodicité et les multiplicateurs de l'intégrale de premiere 

espèce æ(z) sont liés par les deux relations suivantes, déduites de la con- 

C 2?5 sidération des points de croisement des coupures a,, b,,¢, et a,, b,, €,, 

| Bit —m)—-Alı n)+ "C, 

DB,(1 — m,) — A,(1 — n;) — m,n,C, = o. 

Oo, 

Ce sont là en effet les relations générales (12) de la page 34 appliquées 

au cas actuel ou le genre est égal à 2. D'après les valeurs des mul- 

tiplicateurs m,,m,,”,,”,, on a I —m, =O, 1 — m, =o et il vient 

les deux relations 

| Pw VI (1 — yin q") + yn q" C, o, 

(44) 
2m 2m 2m „In (Y OA Cer) D gere, o; 

Considérons maintenant la fonction 

2 2 
V(z) = ? gm F(z)+2n W(z) __ & E(z) : 

Ss : b 

Cette fonction est uniforme sur la surface R,, de Riemann et admet le ab 

long des coupures a,, d,, b,,b, les mêmes multiplicateurs m, , m, , ", , n, 

que l'exponentielle H(z). 

L'intégrale de cette fonction 

^ 
2:7 

2 dz gin VG)r2n Wiz) 

bi 
ez) = free == | 

t 

0 0 

^ 

est partout finie excepté à l'infini ou elle possede un point critique loga- 

rithmique; c'est done une intégrale de troisième espèce qui n'est plus uni- 

forme sur la surface À, de Riemann comme l'intégrale précédente w(2). 

Cette intégrale @(z) sera uniforme sur la surface R,,., obtenue en ajoutant 

aux coupures a, , a@,, 0 150,5 6,,6,,¢, un lacet / commençant et finissant au point 
2 
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de croisement des coupures a,,b,,¢, et tournant deux fois autour du 

point co, comme le montre la figure schématique suivante ou le point 

cO est figuré par un point à distance finie. 

On voit, sur cette figure, comment le lacet / se termine par un 

contour fermé o tournant deux fois autour du point co en passant 

d'un feuillet à l'autre chaque fois qu'il traverse la ligne de passage 

RR’ co. 
)2 

L'intégrale G(z) uniforme sur cette surface de Riemann R,,,, possède 

six modules de périodicité relatifs aux six coupures ad,,d,. 0, , b, , c, et I; 

les modules de périodicité relatifs aux coupures a, et «a, sont les constantes 

appelées précédemment A, et €, (page 106) 

(Aor ae} 
à a, 9 | emrevemmen, ge | 2e am Vita We) 

91 
H Z 

les indices L, et L, signifiant que les intégrales sont prises sur les con- 
I " : ; I 

et L, qui entourent le premier les points peg le second les 

points o, I, infiniment pres de l'axe Ox des quantités réelles. Ces con- 

stantes I, et €, étant les modules de périodicité de Vintégrale 

tours L 
1 

2 dz em V(z)--2n Wee) 

Ss 
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le long des coupures a, et a,, nous appellerons en outre &,, $8,, €, , € 

les modules de périodicité de cette intégrale le long des coupures b,, b,, ¢,,/. 

De sorte que l'on aura: 

le long de la coupure a,: @(A)— &(p) — 8, 

le long de la coupure a,: @(4)— G(p) = 4,, 

le long de la coupure b,: a) —,&(p) = 8, 

le long de la coupure b,: @(A) —-n,&(p) = &,, 

le long de la coupure c,: &(1)— (p) = €, 

le long de la coupure 1: G@(A)—  o(p)—&$ 

les multiplicateurs m, et m, étant égaux à 1 et les multiplicateurs n, et n, 
2n ?m y. arg" et p 

Le point T croisement des coupures a, , /, , c,, et celui des coupures 

a,, b,, c, fournissent chacun une relation entre les modules de périodicité 

et les on ainsi que nous l'avons montré dans la deuxième 

partie (page 56 par exemple). Ces relations sont les suivantes 

B (1 — m) — A,(r — nj) —mn£ + n, €, = 

B,(1 — m,) — &,(1 — n,) — m,n,C, = o, 
+ 

où il faudra faire 

cad en Py ee PT an >= mam„.2n ma TT — n, = ı"q", "n, — pr^. 

On aura donc 

ne, — n. n, €, 
a, = Hu. a, DEI. 

ll I — Ny 

D'ailleurs on a trouvé précédemment (page 110 éq. 44) 

ees n, C, sen nO, 

1 I—n,’ 2 I—n, 

Done le V UR P,, donné par la formule (43) de la page 107, ou 

l'ont 

Bus a (— [Aq (A AL, Myr. A), 
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devient 
nn 

12 = — (— I m Ay" —n pn-m ER es e a C e 

m,n ( ) 1 q (I == )(I — n,) 2 

! ß lacant an, Os ar sa valeur A, et n, par rg” ou encore, en remp acan EE p: Se a — 5 e n par 7 GF 

: 3 
. 

| 
ym nmn 

(45) Py = ıT AS AS. 
= gm ger 2 

Ce coefficient P. 
^ 

constante % 

est ainsi exprimé à l'aide de.A, et £ seulement. Or la mn 

r 
est aisée A caleuler. Cette constante est egale a la difference 

&(A) — &(p) 

tout le long de la coupure /: elle est done en particulier égale a 

&(4) — B(x), 

0 et y étant les points ou le contour s qui entoure deux fois le point 

co se raccorde avec les bords de la coupure / (Voyez la figure. de la 

page 111). La constante £ est donc la valeur de l'intégrale  — 

2,» 

a 
"^ 

2 

JE dz em Va) tin W(z) 
ST 

n 

prise sur ce contour + dans le sens marqué par une flèche. 

Dans le voisinage du point co, c'est à dire pour des valeurs de z 

dont le module dépasse un nombre suffisamment grand, on a 

I I i 1 Ix : I : 1 

I IN s = => —- o eim UE 
S V kan) il à k*z ( Az p -) 

AJ , , . . . . I 

d’où en développant en série suivant les puissances croissantes de -: 
^48 

E erect 

La fonction 

. 2nB’ — (2mC — 2nC?)z 
: dz 74 

Ss 
2mV(z) + 2nW(z) = i 

U 

0 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 5 novembre 1890. 5 15* 
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sera done, pour ces mémes valeurs de z, developpable en une série de 

la forme 

om (a) + one) rc Lem case) zm [i45 +2 ++... 

où K désigne une constante d'intégration et où nous n'avons calculé 
à I xo teh 

exactement que le coefficient du terme en —. La constante K est aisée 
- 2? 

à déterminer: en effet en faisant z= co, on a 

2mV(co 

et comme (voyez page 96) 

) + 2nW(co) = K, 

I V(co) = — 1logp, 
on a 

W(co) = A, 

K = —mlogp + 2nd. 

D'aprés cela l'exponentielle 
- Ar. | 

— € kApe® 

2(2mC—2nC') 

E(z) = em Vz) ren Wi) = Ear [ ; 

se développe en une série de la forme 

ptr E M em "E, Étant a Le 

car 
pom log p+2nA DOT 

: I ] 
En vertu de ces développements de - et E(z), on a, pour les mémes 

s 

valeurs de z, 

2° anal 2(2mC — 2nC’)1 , à 0, 

"gus ; ce ie ae tace] 2 m 2 Pr: 

La constante $ est, comme nous lavons vu 

8 * 

2° À 
i , E(z)dz 

X 

39 , 

, l'intégrale 
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prise sur un contour o entourant deux fois le point co dans le sens 

négatif (figure de la page 111), c'est à dire sur une circonférence trés 

grande de centre O parcourue deux fois dans le sens positif autour de O. 

Or cette derniére intégrale est le produit de 4zi par le coefficient de : 

dans le développement ci-dessus de = E(2). On a done 

167 ; 
g— "oom amd — nC’), 

La constante © étant ainsi calculée, l'expression (45) trouvée pour P,, 

à la page 113 devient 

m 16zi A 1 » q" id 

Fea) pru ne E nU) mg 2 

ou encore, puisque 

ka pes "m A = (BO — CB) (page 104), 

SEG (B0 = CB): , A, 
(46) er: = (— 1) Eo MR NE ere 

où il ne reste plus d'inconnu que le coefficient A, exprimé par l'intégrale 

définie 
"2d, A - | 2ER (am VG) 2n W(2) well 

s 

Ly 

prise de r en 2 sur le contour L, infiniment voisin du segment de droite 

O1 (figure de la page 111). 

Cette derniére intégrale peut s'écrire d'une facon 

un peu plus commode. Figurons le contour L, formé 

de l'axe des quantités réelles de 7 en 1 dans le feuillet 

supérieur, de 1 en O dans le feuillet inférieur (partie 

ponctuée) et de O en 9 dans le feuillet supérieur. 

Appelons z un point de laxe des quantités réelles 

situé dans le feuillet supérieur entre O et 1, et 2 

le point du méme axe situé au dessous de z dans 
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le feuillet inférieur, et soient s et s' les valeurs correspondantes de s, 
, de sorte que s'— —s.  L'intégrale qui donne A, pourra s'écrire 

0 Di 1 

"sd "zd Pe dz Ask e* E(2) + f EG) + [Eee 
s 

> Le 

0 7 1 

Comme l’exponentielle E(z) admet le multiplicateur m, — 1 le long de 

la coupure a,, elle ne change pas quand on franchit cette coupure, et, 

par conséquent, les deux premiéres intégrales peuvent étre réunies en 

une seule 
1 

frz). 

0 
4 

D'autre part on a le long de la droite Od 

fas, se—s Vé=— VE), Weil we), 
car on a, par exemple ' 

B— Cz re = [Pea 2 (Ia ray 

g=2, s=—s, V(g)-—--zi-—V(e, We)=— Wee). 

En effet on a, sur cette portion de l'axe Oz, 

"B— Cz Ve) = Y() + [Sa = va) — 
1 

V(z) | — en [s] ~~ E 
— 

d'ou en ajoutant 
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on trouvera de méme | : 

We) + W(z) = 2W(1) —'o; 
car 

2 y —2m.V(z)—2n W(z E(z) Er oim ')+2n W(z') = 6 m.V(z)—2n W(z) 

et entre 7 et ı 

Ez) = eve ')+2n W(2') = Cate desde 

car le facteur & 7"7 égale 1. On a ainsi la méme expression de E(z’) 
entre O et r, et la formule qui donne A, peut s'écrire 

1 ZEE 
{| 

ds y is y zdz ; "ada ; 
A = (2) E (x) 2. Ari gon Wa)? 2n W(z) e 2m Nie) —2n WG)- = = Hu fe = 

0 Q r 0 : 

Done, en posant 
1 

"ad 402 om VC (47) dm , n) E [Senn te 

t 

0 

l'intégration étant faite le long de l'axe Ox dans le feuillet orpesedr en 
traversant la coupure a,, on aura 

à = (mn ,n) + d(— m, — n) 

et l'expression de P,, deviendra 

A 

I6(BC' — CB')i 

zn 

SA) + d(—m, — n) 
a — ym q" 

him (8) p. ae (m — nc» À! 

ou il n'entre plus que l'intégrale simple rectiligne o (m , n) définie ci-dessus. 
Le développement de la fonction abélienne considérée est donc 

Gio(v, w) 
(49) Coo(v, w) 

__ 16(BC — CB) i X7 
ahh 

h(n h( — +: 
(— 1)" (mC — nC") e( , n) zt: gx m, ) g-ame-2n0 

Mn __ m 
ET DET mn=—o 
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les constantes B, D', C, C ayant les valeurs que donne RosENHAIN à la 

page 433 de son Mémoire. Comme le premier membre est une fonction 

paire de v et w, il doit en être de méme du second. C'est ce qu'on 

vérifie immédiatement, car si l'on change v et w en — v et — w, puis 

m et » en — m et — n, le second membre ne change pas. En réunis- 

sant dans la série les termes qui correspondent à des valeurs de m et n 

égales et de signes contraires, on aura la série trigonométrique suivante 

ne contenant que des cosinus 

Pio(v , w) 

Loo(v , w) 
‚m=+o n=+o0 UE h( 1 h(——m.- —n ‘ 

Br UB) D > (— 1)"(mC — nC’) gm REC a en (2miv + 2niw). 
COE BT fog gus ams DEE 

m=—eo n=0 

Il faut remarquer que, dans ces formules, le coefficient P,, corres- 
; : ee fg ; 

pondant à m = m — Oo se présente sous forme illusoire 5 On obtiendra 

directement ce coefficient en faisant dans S formule (42), page 104, 

m —n-—0. On a ainsi 

kh LJ au v 

Pro = “(Be — op) | | S temet ed, 
ded c 

ou bien 

“yn (BO — OB’ m Puy = ET (asit — 4341) 4 
en faisant 

| "2 dz 2,dz, re 
5 1 ya 2 

j£ n 

1; "2 day 
a = { 2%, ay = | ee 

e Si n 5a 

Ly L 

Le coefficient P;, est ainsi exprimé à l'aide de quatre constantes dont 

les deux premieres A} et A? sont les modules de périodicité de l'intégrale 1 

abélienne 

i= 
N s 
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le long des coupures a, et a,, et les deux dernières 4° et A? les modules 
de périodicité de l'intégrale abélienne 

a 

z^dz 

s 
e/ 

le long des mêmes coupures a, et a,. Les deux premières constantes D 1 2 

A} et A) se calculent immédiatement à l'aide des équations (36) de la 
page 90; il est inutile d'insister sur ce caleul. 

Développement de la fonction abélienne qui donne la somme zd 

exprimée en v et w. 

Nous venons de trouver le développement de — khuz,z, en série 
trigonométrique: nous formerons de méme celui de — kAulz, + z,). En 
supposant 

m,n = + © 

T kan (2, + 2,) = >> OR, g 2mv—2nw à 

Th," — — 

on trouve, comme pour P,,,, (pages 102—104), 

8, 

TL v(j.)—2 (à) 5 (2, + ny 2) 2m[ Vézy)-- Y(z2)] + 2n[ Wizy)+ Wel ds d. 
(50) Qua = Ae = = SS SS = À Zo y 

t€ t m 1 

ity IP 

formule qui se déduit de la formule (42) de la page ro4 en y rempla- 
cant 2,2, par 2, + z,. L'intégrale double ainsi obtenue se décompose en 
quatre intégrales simples dont deux 

ze : 
a [55 2m Vz) -2n W(z,) 
eae Tar 2 

e 

ee | £202» YmV(z,)+2n W(zj) — P= 2 
t 
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sont les mémes que précédemment et dont les deux autres 

A! - (% en V(z,)4+2n neus + 

8 
t 1 

L 1 

A! a= [% 2m V(2,)+2n W(z,) 
„= = ¢ 

s 
e 2 

Ly 

se raménent facilement à celles que nous avons appelées A, et A,. Avec 

ces notations, la formule qui donne Q,,,, s'écrit 
mn 

y» YP’ 
'B F Qus == (— I)" ka BO — CP man (A, 4! A &,A;), 

a 

car 

kin nt 
Au 7 (Bez CE, 

FLE — 2 ogp 4s) «(ye p)-—$-iwn—4. W(E) 4 + Sous à 
En répétant les calculs qui ont été faits pour la détermination de 

P,, on trouvera la formule 

6(BC' — CBi AL 
Qua = (— 1)" me zB (mC — seus Ann » 

: zh PQ — 4m gn 

ne différant de la formule (46) de la page 115 que par le changement 

de A, en Aj. Cette constante A; 

"d 
A! = CZ 9omYV(s)3-9n We) os — | —e 

8 

L 

peut s’ecrire plus simplement 

A; = gi (m,n) + d/C— m ,— n), 
en posant 

1 

d" (m : n) zt | dz smy()42n "o. 
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il suffit, pour le voir, de répéter le raisonnement fait pour 4, aux pages 
115—117. On aura done le développement 

(51) — kàn(z, + 2,) 

== 16(BC" = BYE m f, Y af" (m , n) SIE CA LORS 1) —2mv—2nw 
rh 26 1) (mC nC ) ü p-mg-n RN y" gn " e 

que lon pourrait ordonner suivant les cosinus des arcs (2miv + 2niw). 
Le coefficient Q,, devra étre calculé à part, comme nous l'avons fait 
pour Pr. 

Il est important de remarquer que la fonction d'(m, m) peut se ra- 
mener à d(m, x); cela revient à dire que les constantes A, et 4, peuvent 
s'exprimer en fonction de A, et A,. En effet, comme 

l'on a, pour l'exponentielle E(z), l'expression. 

ze S 9 VA = LI z 
2m Y(z) + 2n W(z) ?(m B—n B f 3 (m C—n€ f 

— € =e 0 0 E( & 

d'où l'on déduit, en differentiant, 

dE(z) = 2(mB — nB’) = E(z) — 2(mC — nC’) ate E(2). 
Ham 

Intégrons cette identité de o à r, l'intégrale du premier membre sera 

E(x) — E(o) = (— 1)" — 1, 
car 

V()eW)esYay--5. wüp-s 
on aura done 

(—1)"—1=—2 (mB — nB')q' (m , n) — 2 (mC — nO") d(m, n), 

formule qui exprime 4'(m, x) en fonction de o (m , ») à condition toutefois 
que (mB — 7B’) ne soit pas nul. En retranchant de la relation ci-dessus 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 25 septembre 1890. 16* 
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celle qu'on en déduit par le changement de m et n en — m , — n, 

on a 

(mB — nB')[d'(m,n) + d (— m, — n)] 

= (mC — nC) (m , n) + d(— m, —n)], . 

formule qui permettra d'exprimer [d’(m,”) + d'(— m, — »)] en fonc- 

tion de [d(m,n) + d(— m , — »)], à condition que (mb — nb’) ne soit 

pas nul. 
Connaissant ainsi les développements en série de z,z, et 2, + z,, on 

écrira immédiatement les développements en séries trigonométriques des 

cinq fonctions abéliennes 

Gin, W) Gold. W) e(viw) iv.) sl, 2) 

g2(v, w)’ gov, w) ^ quo(v, w) ^ Poo(v , w) ^ Pao(v ; vo) 

qui, d'aprés les formules données par ROSENHAIN à la page 422 de son 

Mémoire, s'expriment toutes linéairement en 2,2, et z, + z,. (Nos variables 

z, et z, sont celles que RosENGarN appelle z; et x,). Dans ces cinq 

développements figurera la seule intégrale définie appelée d(m , m) 

1 
a 

zdz t m 
dm, n) e | erm VG) tn me 

le chemin d'intégration étant rectiligne. 

Il est essentiel de remarquer que les modules des intégrales 

1 1 

"zd "d ZüZ onYV(z)i9nW(z az : (2 e (m : n) = Cee en Bele dr (m : n) GE — gimVG)t2n W(z) 

4 =! S8 4 8 

e t 

0 0 

restent finis quand m et n croissent indéfiniment par valeurs positives ou 

négatives. En effet, ces deux intégrales sont prises le long de l'axe Ox 

des quantités réelles: or, le long de cet axe les intégrales 
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sont purement imaginaires, puisque les constantes B,C, B’,,C’ le sont 

(pages 90 et 91); le module de l'élément différentiel de l'intégrale (m , n) 

2 dz e» V(z)4-2n Wz) 

Ss 

est donc égal a 
zZ dz 

Ss 

et, le module de l'intégrale ¢(m, ») étant plus petit que la somme des 
modules des éléments différentiels, on a 

1 
>» 

zdz gm | x fA, 
t 

0 

ou, d’après la notation de M. Wertersrrass, nous appelons |! | le module de 

la quantité imaginaire 4. On trouve de méme, pour le module de 4" (m , n) 

1 
? 

dz 

s 
feos | 

t 

0 

s . , . Cette remarque permet de voir comment convergent les séries que nous 

avons obtenues. 

bd 

Sur un cas particulier dans lequel certains coefficients des séries 

précédentes se présentent sous forme indéterminée. 

Dans la détermination des coefficients P, et Q,, nous avons supposé 

que le dénominateur de ces coefficients 

2m „In I— pq 

est. différent de zéro. Ce dénominateur est toujours nul pour m = n = 0; 

aussi faut-il, comme nous l'avons vu, calculer à part les coefficients P, 

et Q,,. Mais,«si l'on ne se trouve pas dans un cas de réduction des fone- 

tions. 0 de deux variables à des fonctions 0 d'une variable, ce dénominateur 

1.25 ne” gi 

ne sera nul que pour m — n = ©. 
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En effet, supposons-le nul pour m = m’, n — n’ 

a it 

alors, comme on a posé r — e ̂ ^, on aura 

g i" 4*3" logg —I, 

d'ou, A et logg étant réels, 

— 4m'A + 2n'logg — o. 

Dans ce cas, il y aurait done réduction pour les fonctions 6 et les fonc- 

tions abéliennes correspondantes. J'en rappelle rapidement la raison. 

Les fonctions abéliennes précédentes de v et w admettent les couples de 

périodes suivants: 

pour v: logp ; =+ 24 

et pour w: — 24,  logg. 

En appelant F(v, w) une de ces fonctions, on aura donc 

F(v + mlogp — 2nA , w — 2mA+ nlogg) = Flv, w), et 

m et n désignant des entiers quelconques. Si l'on fait, en particulier, 

m — ny, n — w, la quantité ajoutée à w devient nulle d’apres l'hypothèse 

faite, et il vient 

F(v + m'log p — 2n A, w) = F(v, w) 

comme on a aussi 

F(v + zi, w) = F(v, uw); 

on voit que la fonction abélienne F(v,w) est une fonction doublement 

périodique de v aux périodes m’ log p — 2n’A et zi. Il y a donc réduction, 

comme nous lavons annoncé. La quantité 

, , m'logp — 2n'A 

ne peut pas étre nulle en méme temps que 

— 2m'A + n'logq, 
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car on aurait 
44* — logp.logg = 

et les séries de RosENHaIN qui définissent les fonctions c,.(v, w) seraient 

divergentes. 

Supposons-nous placés dans un cas de réduction de ce genre, c'est 
à dire supposons 

— 2m' A + n’logg = 

m' et n’ étant premiers entre eux. La quantité 

—m y? n —m 1 ap q Bu q "(1 ER yn q") 

qui figure au dénominateur du coefficient P,, dans la serie de la page 

117, est nulle pour toutes les valeurs de m et n de la forme 

m — ym, n — ym, (v= £1,£2,.., £c) 

le numérateur 

A, = d(m,m) + d(— m, — n) 

"est alors nul aussi et le coefficient P,, se présente sous une forme illusoire 

qu'il est aisé d'éviter, comme nous allons voir. 

En effet, nous avons établi les relations suivantes, pages 110 et 112 

d m CENT QU — 

cds en) Dun, — 

lu na) ng Sb gC. —o, 

— à, (1 — p^r" — y"r^Q. — o. 

Puisque nous supposons 

I — r^g" =0 

et que (1 — p”"r”") ne peut pas étre nul en méme temps, Suum nous 

l'avons vu à la page précédente, ces relations donnent 

£p" pa 
= == OP Q0 = ——— ee un 

C xz: Oo, A d Oo, CE, = 72 a, Fa per —p rn 
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Le coefficient P,,; donné par la formule 

Re = (— DUAQ"g —n, yt— CA, a, d A a) 

devient alors 

A, x 

p LT —9p "r^^ 

BP as ar — 1)” Ay" qr n—m _ 

ou, d'aprés la valeur de $ (page 115) 

167 8 = Pr me —nC), 

16xi A 
p (eae DTP ; (mC — nC?) und EIE =) par n — pr 

cette formule léve l'indétermination qui se présentait avec la premiere 

expression de P,,. La constante A, est définie par l'intégrale 

"2d 2 42 omV(z)42nWiz) 
E [ie , 

t 

l'intégrale étant prise sur le contour Z, qui entoure les A ES 7 ; figuré 

à la page 111. 

Si l'on pose 

Vus) — le i. We) AH lag, 

Ee desee v) A = MM N y n en (2) + 2n W,(z , 

ador ed E 
L 
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Cette derniére intégrale peut s’eerire 

Qd" (m, n) + d'(—m, — m) 5 

si l'on pose 

a” 

FONE: a ae 9" (m ; n) — | a EN moe 

S. 

l'intégrale étant rectiligne: c'est ce qu'on voit comme nous l'avons fait 

aux pages 116 et 117 pour une intégrale analogue. On aura donc enfin 

16 zi A. P" (m.m) + d'(—m, —n Pa= e (mC nC^j* ) oC , » 
, k Ve sale eo Da Tan 

Il serait d'ailleurs aisé de voir que cette formule convient pour toutes 

les valeurs de m et n; de sorte qu'on a deux formules pour développer 

gto m) 
Poo(v 1 w) 

suivant qu'on prend l'ancienne expression de P m,n ou celle que nous venons 

d'obtenir. Ces deux développements se reconnaissent immédiatement comme 

équivalents à cause de la relation 

A, = pg *yr"— A, 

RT — gm q" DITS E putre 

qui se déduit des relations (44) de la page 110 par l'élimination de C,: 

puisqu'on a 

A, = d(m , n) + d(— m, — n), 

A, = (— 1)^p "q'r-"*"[g"(m, n) + d" (—m, — n)], 

on aura la relation 

( 1)" d(m,n) + d(—m,—n) _ d" (m,n) + d" (— m, —n) 
—m,-—n . .myn ay Mn T q UG} voe p T 

qui montre l’equivalence des deux développements et permet de lever 

l'indétermination chaque fois qu'elle se présente. 
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On pourrait faire les mémes remarques sur le coefficient Q,,,,,. 

Mais nous laissons cette question de cóté pour revenir au développe- 

ment en séries trigonométriques de fonctions abéliennes autres que celles 

que nous venons de considérer et qui se raménent à 22, et 2, + 2. 

Développement d’une fonction de v et w symétrique et entière 

en z, et z,,8, €t s,. 

Une fonction symétrique et entière en 2, et 2 

somme de termes de l’une des trois formes suivantes 

(8, et 8, est une 
2? 

A ou n] Y 4D 20 a 5? D) 
43 + 21%, $14.28 + 94%, S183 (7122 + 212); 

les exposants » et o étant des entiers positifs ou nuls. Il suffira done de 

développer en série chacune de ces trois expressions. 
MET, does s 

Appellons f(z,, z,) l'une de ces expressions et soit 

m,n=+ co 

f(z, : 2.) = R En RES 
‘m,n 

m,n-——o 

développement valable pour des valeurs purement imaginaires de v et w 

et des valeurs voisines. On verra, d'aprés la méme méthode que ci-dessus, 

que le coefficient R,,,, est donné par l'intégrale double 
m,n 

Zu ND! a DE ent 5 

Re = ( i BC - CB pq pm | | fa, 5 22)(2,— 2) ent VC) + F(23)]-2n| We) 4- Weed] da, dz, 

818, TT 
c e 
Hy d 

ICTU kin 

Les indices L, et L, signifient, comme plus haut, que l'intégrale est étendue 

obtenue en remplacant, dans l'intégrale de la page 104, 2,2, par — 

aux valeurs réelles de z, et 2, représentées par les contours L, et L, 
1 

supposés infiniment voisins de l'axe Or. Desienons par H(z) l’exponentielle I g P 

E(z) a em V(z)4+-2n W(z) . 

alors en supposant 
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, Y nous serons ramenes à calculer l'expression 

vee d ui n / -E(2,)dz, | ? E(z,)dz, — | À Ez dz, | *— E(z)dz 
: 8, Se e 8, 2 2 1 
Ly Ly Z L 

Q Se EPL ay 2 2 0f. " 21 d À Ep E 2 | E(z,)dz, | —B(z,)dz, + [ — Elz)de, [ 8 E(z,)dz,, 
1 2 1 2 

ty Te Z L 

formée d'intéerales simples. 

De méme en supposant 

^ V 4D o »P wy 

fe, B 2,) — 812125 + $5231 25 

nous aurons, pour calculer À,,, à calculer l'expression 

8 

2 2,0 > Pi E > 

| 4t Bla)da, [2 E()d:, — | Be, )a2, | a E(2,)dz, 
5 5. 7 Ls 

a Fe a E er! 

+ | E(z,)daz, | 2E(z,)dz, — | 2, E (2, )dz, | = E(z,)dz,, 

5 L. 2 LE 

composée d'intégrales simples. 

Enfin si nous supposons 

fa , 2) = 

nous aurons à calculer l'expression 

2 

jt E(2,)da, 25 E(z,)dz, — faba )dz, far Eia,)dz, 
L Ly 

formée d'intégrales simples. 

Si l'on considére l'intégrale de fonction à multiplicateurs 

ii 
"dz 

$2) = TER) = 
Acta mathematica. 18. Imprimé le 29 septembre 1890, 

[Se] © 



130 P. Appell. 

"d „da 
Aie | E(2); Au E- = E(z,) 

91 
2 

Li 3 L: 

sont les modules de périodicité de cette intégrale le long des coupures 

les constantes 

a, et a; de méme, les constantes 

— fa (2,)da, , de f & E(z,)dz, 
Lo 

sont les modules de périodicité relatifs aux coupures a, et a, de l'intégrale 

de fonction à multiplicateurs 

e,(z) = f7 E(z)dz. (9) 

Ces fonctions à multiplicateurs 

eu a 
E(2), ZE(2) 

M 

ont d'ailleurs les mémes multiplicateurs que l'exponentielle E(z), c'est à 

dire les multiplicateurs | 

Mm, ,M, , N, ‚N, 

definis precedemment (page 108) 

oe DE nh ge De 

On voit que le calcul des coefficients R,,„ se ramène au calcul de m,n 

déterminants de l’une des trois formes suivantes 

i , , 

A VAs, Ta A Ane Zi DD UT A,, 1,99 1 e m 1 > lp ly 1,0 4*2,v 

ou y>0,p>o0. 

Toutes ces intégrales 

dh = | © E(z)de, e | 2’ E(z)dz 
8 

A 

ou 
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se ramenent à trois d'entre elles. En effet faisons, pour abréger, 

M+ Nz 
Se dz 

E(z) = em V(z)4+2n W(z) =" e 

avec 

M — 2(mB — nl), N= — 2(mC — nC’). 

L'identité 
à 

E dE(@)— M dz + N* E(z)dz 

Dust . 

donne par l'intégration 

(53) E(2) — Mg, + Ng, 
ce qui ramene le calcul de d, à celui de d,. 

Puis l'identité 

z*1 dz E(2) — v2 E(z)dz + M E(z)dz + N* — E(z)dz 
8 

où » > 1 donne par l'intégration 

(54) 2@E(z)=ve,_, + My, + Np,, 

formule qui ramène le caleul des fonctions 

Poeun Pan 

a celui des fonctions 

$59, Payer. 

D'autre part, soit 

d'ou 
ds 54,8" + 20,2° + 34,27 + 4,2 + a, 

dz s 

la différentiation de l'expression sz'E(z) donne 

d[sz E(z)] — z 25 E(z)dz + vez! E(z)dz + se’(M + N) E(z) 
" oda 8 
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ou en réduisant 

d[sz" E(2)] 

_ (2v 5)a,2"** + (v + 2)a z^ *? + (2v + 3)a, 2 tt + (y+ 1) as 2^ + (2 + 1)a,2 
= E(z)dz 

+ Me E(z)dz + Nz*'E(z)dz. 

L'intégration de cette identité donne: 

(55) sz’ E(z) = (2v Es 5)8s 9,1. + ( + 2)8:0, s + (2» + 3)0 d... 

= (v Ei 1)85 , yi = (2v AP 1) ad, Eis Me, Sr NO, 415 

remplacons, dans cette relation, c, et ¢,,, par leurs expressions déduites 
de la relation (54) de la page précédente dans laquelle on changerait 
successivement » en » + 1 et » + 2: 

2+1 E(z) M N 
Tv yas i vm "ERES 

z** E(z) M N 
dm EE gem 

(56) (se—; zs mx m + E(z)= (29 + 5)a 4,4 

y + I y + 2 

i N? R MN MN + [+ 2), — x] 6st [34 — je 
m 

| +| trad) ag eu "(2s tardy, 

relation exprimant Vintégrale ¢,,, en fonction des quatre précédentes 

Oris, Dos 41, D En faisant successivement dans cette relation 

Ur EMO E 

on exprimera toutes les fonctions d» à l'aide des quatre premières 

^ / edge LO) UI aan 

et comme d, et ¢, sont liés par une relation établie précédemment, (re- 
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lation (53) de la page 131), ou pourra exprimer toutes les fonctions d» 
à l’aide des trois 

/ 
€5 d. ’ Ps. 

Comme chaque fonction €, se ramene aux fonctions d, par la formule 
(54) de la. page 131, on voit que toutes les intégrales appelés e, et &,, 
(»—0,1,2,3,..., 00) s'expriment en fonction linéaire à coefficients 
constants de 

/ / if 
Pis Pas Ps 

et de fonctions connues. 

Ces fonctions connues sont de la forme 

sz E(z) , 2 E(z), 

et leurs modules de périodicité sont mals. Les modules de périodicité 
d'une queleonque des intégrales ¢, ct d, sont done des fonctions linéaires 
homogenes des modules de périodicité correspondants des trois intégrales 

9, ) C5 ? ob, 5 

Par exemple 

A, 

' 45,24, + 0 4,5 + a" A,,, 

A, = bA,, 3e UA,» aly BEATS, 

— 4A, + 9 4,, + 2" A,,, m 

Ay, >= bA,, + V'A, ar 0 4,5 2 

Done 

25 Ba 4A,,4,, = (ab ae ba’)( A, 1455. — À 1 A) 2 

» 2,3 

"s («^b Ca ba" (Ay s À, FT A, » A, ,;). 

+ (u^ — ba"). Aes — Aux À), 

Le calcul du déterminant 

A,, As, NIU A,,4,, 

se trouve ainsi ramené, quels que soient les entiers » et p, à celui des 
trois déterminants 

(5 7) 4,145; rg A, À» j A,, A», x A, 4A, À,» A,, AER A,» A, s. 
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Il en sera de méme des déterminants tels que 

, 

Ads, TE 4,, ‘sp? 

24 
ps , 

2,p 2,7^7lLp v 

qui peuvent aussi figurer dans l'expression de R,,„. (Voyez page 130). 

On sera donc toujours ramené, par voie récurrente, au calcul des 

trois déterminants (57) de la page précédente. 

Or le premier de ces trois déterminants n'est autre chose que celui 

qui a été désigné à la page 106 par 

A,d, Fat 4,4; 

en effet on a 

A, — À; ;; A, = 4,5, a, = A,, a, =A, 55 

ce déterminant a été calculé et exprimé à l'aide de l'intégrale définie 

rectiligne 

2dz 
d(m ,n) = — E). 

Le second des déterminants (57) 

Ay, Ans yx A,, Ais 

peut, par les mémes méthodes, étre exprimé à l'aide de la.méme in- 

tegrale définie rectiligne (m , n). 

Enfin le troisieme de ces déterminants 

2:525: TE vr A, 

exige pour son expression deux nouvelles intégrales rectilignes analogues 

à d(m,m) 

Ss 

1 

mE | 8 ds Ea), & (m , n) =| ids E(2). 

0 
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dont la premiere n'est autre chose que lintegrale appelée précédemment 
a(z) (pages 110 et suivantes) 

sont des intégrales de troisième espéce de fonctions aux multiplicateurs 

2n ?m ,.2n M, — 1, na gue 2, — prs 1 

ces intégrales ont pour point critique logarithmique le point co. Elles 
sont uniformes sur la surface de Riemann Ro. figuree à la page III. 
Appelons £ et © les modules de périodicité, de ces intégrales d; et d. 
le long de la coupure /; nous avons calculé 9 précédemment aux pages 
113—115; en suivant la méme méthode on aura ©. Le développement 
que nous avons établi à la page 114 

E(z) = 977 E LT a E. | 
lu 

3 guest x à O Ô 

= 4) = E a 0 : — os s z( ) kin == 0 + m Ar E JE , 

alors 
—Ih pe — 1 

$ — mt "9 
4 kh 2 

Nous avons établi les deux relations suivantes entre les modules de périodi- 
cité Q,, 0,, €,,£ de l'intégrale d,(z) ou @(z), modules que nous ap- 
pelons ici, pour plus de symétrie dans les formules, 4,,, 4,,, CES 
(voyez page 112) 

- 
1; Co — n,$ Ne C, s gu ; AT — — 

i us = RS 

On aura de méme, en appelant 
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les modules de périodicité de d,(z) | e 

An 1, C5 — RE. po ues Ny C, s 

: a "a ? i N, 

D'ou lon tire | 

NN, 

A, Ass "n AA; Gr (EC, ar SC.) (rn) 

ou encore 
; n, ; n, 

Ais 493 — A A1, = —À— A, ,& — —*— A, ,8. 
I = "M. 4 Ho T. d I — N, 2 r 

Le caleul du troisiéme des déterminants (57) est ainsi ramené au calcul 

des deux modules de périoglicité 

42 | FE), Au © Ele). 
s 

LE U 

75 re 

Si l'on pose 
1 - 1 2 

2 3 z^ dz E: Bg a 
xn, v) — | — E(2), (m , n) — | — E(). 

t 

0 ; 

les intégrales étant rectifignes, on voit, comme aux pages IIS—I117,-. - 

que l'on a 

A,,— y(m,n)-- y(— m, —m), X A,,— e(m,w») + &(—m, —n). 

En résumé, le calcul des coefficients des développements en série trigono- 

métrique d'une fonction abélienne exprimée par une fonction symétrique entiere 

de z, et z,, s, et s,, se ramène toujours par des opérations algébriques élé- 

mentaires au calcul des trois intégrales définies rectilignes | 

1 1 1 

d(m , n) = d" (s), z(m, n) = [=F si». om , n) -Í ode gg) 

n 0 

8 Ss 

ou 
E(z) = e" V(z)4+2n W(z) $ 

Il serait, par exemple, bien facile d'appliquer cette méthode générale 

au développement de s,s, ou de s, + s,. 
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On peut, par les mémes méthodes, calculer les coefficients des dé- 

veloppements en séries trigonométriques de fonctions abéliennes de l'une 

des deux formes 

R(s,, 44) RG,, 2), R(s 2) + Bl, %) 
R(s, 2) désignant une fonction rationnelle de s et z. Pour que ces dé- 

veloppements soient convergents comme les prééédents, il faut et il suffit 

que R(s, 2) reste finie quand z varie par valeurs réelles de o à 1 et de 

Développements de fonctions non symétriques en z,, 8, et z,.s,. 

Les méthodes que nous avons appliquées au développement des fone: 

tions abéliennes en séries trigonométriques procédant suivant les puissances 

de e" et e’”, peuvent, dans certains cas, donner les coefficients du dévelop- 

pement en séries trigonométriques de fonctions non-symetriques en z,, 8, 

et 2,,8,, fonctions qui s'expriment par des racines carrées de fonctions 

abeliennes. 

Prenons, par exemple, la fonction 

ku 
2 299 

DE 

ou nous supposons 2, réel et compris entre O et I, 2, réel et compris 

1 I 
entre — et —. 

k? JE 

tions abeliennes, car 

Cette fonction s'exprime par une racine carrée de fone- 

la racine étant prise positivement. Nous avons vu que, si les variables 

v et w partent de valeurs purement imaginaires v, et w, et varient par 

valeurs purement imaginaires de v, et w, à v, + zi ,w, + zi, les variables 

z, et z, oscillent sur laxe des quantités réelles la premiere z, entre o 
2 2 

I I 
et 1, la seconde z, entre 1s et SE 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 10 novembre 1890. 5 18* 

de facon à décrire les lacets appelés 
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L, et L,. (Page 100.) Lorsque v et w varient ainsi de v, et w, à v, + zi 

et w, + zi, la fonction 

= kàu 

est done unifornie, finie et continue. Elle est pour ces valeurs purement 

imaginaires de v et w développable en une série de la forme 

zz m,n = -- oo 
, 1*2 ne à Khu aoa == 5 Sune „e mv—2nw 

1 mn=—o 

avec 

+7 wor ze 

vA. E 
Sen n 

ginvtam 20 dw 5 

x 

En faisant, dans cette intégrale double, le changement de variables défini 

par les équations d'inversion de JAcoBI 

I 

AE 
v— Y(a)-- ra) TE), w= W(a) + Wa) —W( 

on trouve, comme pour P,, yet 102—104), 

S,,—A Toit Do di E 2,2, dz, dz, EL Men) Vog]H-2n Weg) + Weg] 
mu mm € , 

formule qui se déduit de la formule (42) de la page 104 en y rempla- 
2.2, 3 : ern 

gant 2,2, par —'^—. L’on aura donc, d’apres les valeurs des intégrales 

V (s) et (1). | 

ue = (— 1)" kan BO — OB 
mgr A A 

1,222 

ou A, et A, designent comme precedemment (pages 106 et suivantes) 

les integrales 

d ^, d. A AA = x 2 emi 1) +2n W(z,) 4 = SUD em V(2q) + 2n W(z,) 
1 " ? sa ; , 

© 1 = 2 

L L, 
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dont les valeurs sont liées par les relations (44) de la page 110: 

E A, (1 EX) 3m. HB d TU 

— 4,(1 — p" is) an Se pingen C, Et o, 

qui donnent par l'élimination de C, 

A N aM MN UN n ACT DA jg 

jc c ET q p % Mn «Mn jos 
72 q —= q 

On a done 

A RE CB’ jm p __ gym yn 

S nimm (— kane 2 =m : 3 A , = D um ym gn 2 

et comme 

A, — d(m , n) + e(— m, — n), 

on voit que le coefficient S$,, est encore exprimé à l'aide de l'intégrale 

définie appelée &(m , n). 

On trouverait de méme les développements de fonctions de la forme 

flo 2.5%. 4) 
Ay ch 

ou le numerateur MS UE CE 2,) désigne une fonction symétrique entiere 

Bess an ein Spee 

Sans insister davantage sur ces développements, j'arrive à une autre 

question intéressante, à savoir celle de l'imversion d'une intégrale ultra- 

elliptique, : V(z) par exemple, pour des valeurs réelles de z et de l'intégrale. 

Les intégrales définies appelées dm , n), y(m, n) , G(m, n) se présentent 

dans une autre espèce de problèmes qui se posent souvent 

en mécanique rationelle. 

Soit, pour fixer les idées, la relation 

(58) fie dz 

0 
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LJ 

ou D et C sont les mémes constantes purement imaginaires que précédem- 

ment et ou s est lié à z par la méme relation que ci-dessus 

s! —s(c- a9 — Er — à — po): 

Supposons que / désigne le temps et z une variable réelle servant à fixer 

la position d'un mobile au temp ¢. Alors les variables z et ¢ doivent 

rester réelles, et ¢ aller toujours en croissant. 
Y 

d vee 151 ; ae 
Dans ces conditions, comme — et — sont des constantes réelles positives 

LU [A 

Toye (CH 

D D 

z croitra de o à 1, le radical 

8 = Weka) 

étant. pris positivement; puis z décroitra de 1 à o, le méme radical s 

étant pris négativement; puis z croitra de nouveau de o à 1, s étant 

positif; et ainsi de suite indéfiniment. Nous avons vu (page 90) que l'on a 

1 
a?» 

Is I B — Cz 
zx 1, de; 
2 0 s 

d'aprés cela, si dans la relation (58) de la page précédente 

1 (B — C (58) jane | d: 
LU Ss 

ec 

0 

on veut prendre le temps ¢ comme variable indépendante et la variable 
reelle 2 comme fonction de ¢, on voit que z est une fonction réelle de ¢ 
admettant la période z et restant finie (comprise entre o et 1) pour toutes 
les valeurs du temps ¢. On pourra done développer z en série trigono- 
métrique de la forme 

n=+» 

» » —2mti 
rd PmeE 

n=—2 
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convergente pour toutes les valeurs réelles de ¢. La connaissance des 

coefficients de ce développement permettrait donc de réaliser, à ce point 

de vue spécial, linversion de Vintégrale (58). Le coefficient p, est donné 

par l'intégrale définie 

tt 

zen dt ; 

= ? 

I n AL Ca)zdz em V(z) 

l'indice L, signifiant comme précédemment (page 101 et figure de la 

page 100) que le point z décrit un chemin formé de la portion yı de 

l'axe Ox dans le feuillet supérieur (s > 0), de 

la portion 1,0 du méme axe dans le feuillet 

inférieur (s < 0), enfin de la portion od du méme 

axe dans le feuillet supérieur (s > 0); 9 étant 

infiniment voisin de y. Pour pouvoir fieurer ce 

chemin Z,, nous lavons représenté non comme confondu avec le segment 

OI (ce qu'il est en réalité), mais comme infiniment rapproché de ce segment. 

Nous avons vu précédemment que l'on a 

8 

? 

z dz an 
| Te) S OMM d(m,n) + d(— m, —n), 

L 

HE 
| ds amer "c y (m 1 n) a yc ms n). 

S 

L, 

On aura done, pour déterminer p,, l'équation 
m) 

p — [ylm , ©) + d(— m, o)] — C prm ,0) + y(— m, o)], 
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x 

ou 

1 

d(m opem {2 gno. 

"2° dz € n 

x(m,o)— | — enn, 

On est done bien ramené, pour calculer p,, aux mêmes intégrales que 
pour développer les fonctions abéliennes précédentes en séries trigono- 
métriques. 

On verra de méme que si lon veut développer non seulement z 
mais z' ou bien sz’ (v entier positif) en serie trigonometrique ordonnée 
par rapport aux puissances de €", le calcul des coefficients se ramène à 
celui des trois intégrales 

dim, 0), y(m, o) , G(m, o) 

en vertu des formules de réduction des pages 131 et suivantes. 
On arrive donc à celte conclusion remarquable que, si l'on sait développer 

en séries trigonometriques les fonctions abéliennes 

A p oP a? 
S149 W199 

on sait en méme temps faire inversion de l'intégrale ultraelliptique 

2 ICE 
i—i| 2 ? dz 

z et ¢ réels) et développer 

AC ANO ef ERATOR ID UA SEA ote B cte ad 

en series trigonometriques procédant suivant les puissances de e". 

Ces résultats s'étendraient sans peine à l'inversion d'une intégrale 

ultraelliptique de la forme plus générale 

z 
ES > ee 

0 0 
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» et p étant des entiers tels que l'expression 

»(B — Cz) + p(B’ — Cz) 

ne sannule pas entre © et 1. 

Les intégrales dm, n), y(m,n), o(m,n) comprennent comme cas 

trés-particuliers les fonctions de Bessel. 

Dans les calculs précédents (pages 131 et suivantes) relatifs à la 
réduction des intégrales de la forme 

d,(2) = Ne esie e,(2) = [ 2a: CET m Mn 
. 

ou » est un entier positif ou nul, à trois d'entre elles 9, , 9, d,, nous 

avons supposé m et » entiers, d'aprés la nature de la question qu'il 
s'agissait de résoudre. Les formules de réduction que nous avons établies 
sont les mémes lorsque m et x» ne sont plus des nombres entiers, mais 
désignent des constantes quelconques. 

On en conclut que, quels que soient m et n, entiers ou non, les 
intégrales définies 

1 1 
° v 

a 
| 2’ dz em Viz) + 2n W(z) } | 2 dz em V(z)+2n W(z) 

LI 

S 

0 0 

se raménent aux trols que nous avons appelées 

d(m,m), y(m,n), olm,n). 

Ces dernières intégrales sont des fonctions de m et n qui comprennent 
comme cas limites les fonctions de Besser. 

Par exemple m et » étant quelconques, l'expression 

2mV(z) + 2nW(z) 

est de la forme 
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a et f désignant des constantes arbitraires linéaires et homogenes en m 

et n. L'intégrale d(m,n) devient alors 

1 [the 

s 

zdz y 
€ 

8 
t 

. 0 

ou 

s? = e(1 — 2)(1 — E*z(1-— 2*z)(r — p22). 

Supposons, comme cas limite, 

k=-/—n—o, 5. —2 >): 

l'intégrale ci-dessus où l'on fait 

Q sin? e, 8 — sin e cose, — — 2do 

prend la forme 

wa 
2 HE 

2 sin’e . de este ein? 

0 

) 

intégrale qui dans l'hypothése 

2a + B — vi, (v» entier) 

2 
se ramene immédiatement à des fonctions de Besser de la variable =: 

(Voyez, par exemple, le Traité de Topnunrer: On Laplace's, Lamés and. 
Bessel's Functions (pages 287 et suivantes). " 

La méthode employée dans le chapitre précédent s'applique aux 
fonetions abéliennes les plus générales. Dans un supplément, nous 
montrons en particulier comment cette méthode s'étend aux fonctions 
abéliennes qui naissent de l'inversion d'intégrales hyperelliptiques d'un 
genre queleonque. Puis nous indiquons comment nos recherches sur les 
intégrales de. fonctions à multiplicateurs peuvent étre étendues à l'étude 
de l'intégrale générale d'une classe importante d'équations différentielles 
linéaires à coefficients algébriques. 
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Supplément. 

Développements en séries trigonométriques de fonctions abélien- 

nes résultant de l’inversion d'intégrales hyperelliptiques. 

La méthode que nous avons suivie dans le premier cahier, pour calculer 
les coefficients des développements en séries trigonométriques de fonctions 
abéliennes résultant de l'inversion d'intégrales ultraelliptiques, peut étre 
étendue à des intégrales hyperelliptiques dont le genre p est quelconque. 

C'est ce que nous allons montrer en supposant, pour simplifier, p — 3 
et en partant de la relation algébrique 

s* = (9, m 2) joy 2)(9, Ti a)(h, re 2)(9; aT 2)(h, 2X9, we a(h, Pay 2) 

OÙ Gi , 7, , Ja» Nyy 9, , ys 9, , À, designent des constantes inégales. La surface 
Ra. de Riemann correspondant à cette relation se trouve figurée dans 
lOuvrage de C. Neumann (loc. cit. page 179); nous la reproduisons ici 
en donnant aux coupures c, et c, la disposition partieuliere que nous 

sommes convenus d'adopter: 

1% 

+ 
Q ' LI 

a / 

LIT d 

R<— 

Acta mathematica, 13. Imprimé le 11 novembre 1890. 19* 



146 P. Appell. 

Soient alors 

w (3) = i Bis nue LA 
S 

“0 

Pa + Que + 7.2" = w,(2) =" T dz, 

Zo 

z 

"p z + r,2° w,(2) = | 5-30 as, 
“0 

les intégrales abéliennes normales de premiére espéce relatives à cette 

surface de Riemann, 5,,4,5 7,5 D,» d» Vas D, 5 d; ", étant des constantes 

convenables Les modules de périodicité de ces intégrales sont (C. NEU- 

MANN, page 246) donnés par le tableau suivant * 

Coupures|2 a, a, a, D al habs 

i 

w,(z) Tl wont d Bec cir 

w,(z) Ou, Sm. 0 De) VOL as 

w,(z) Oo ed De 

avec 
due De 

Considérons les équations de JAconr 

u, =w,(2,) + w,(2,) + ww, (2), 

(1) u, — 10,(2,) + s) + s), 
Us w,(2,) a w,(2,) "B w.(2,), 

définissant z,, z,, 2, en fonction de ww, , w, , w,. 

Appelons a, et A, les points où la droite g,h, rencontre les deux 

bards de la coupure à, ‘(voyez page 145), a, et A, les points où la droite 
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g,h, rencontre les deux bords de la coupure 4, , a, et A, les points où la 

droite g,h, rencontre les deux bords de la coupure a,. Alors, d'apres les 

valeurs des modules de périodicité, on a 

| 9 a = =>» —^ 
| 

aS EN A | 
9 w,(B,) = w,(a) — ziy -w,(8,) — wa) 

Supposons que les variables 2,,2,, 2, partent respectivement des points 

a,,4,,a, et décrivent des contours L,, L,, L, aboutissant aux points 

B.» Pr, By, ces contours étant choises de telle facon que les différences 

Ur (4, » » LS (a), , M onec (us) 

varient par valeurs purement imaginaires de o à zi quand 2, , z, , 2, décrivent 

les contours L,, L,, L,. Par exemple, dans le cas particulier où les 

constantes g,,7,, 9, 1,593, h;, g,, h, sont réelles, et rangées par ordre 

de grandeur, les contours L,, L,, L, sont infiniment voisins des segments 

de droites 4,9, , @,9, , 4,9, dans le feuillet supérieur, g,h, , 9,h,, 9,h, dans 

le feuillet inférieur, h,8,,h,8,, h,ß, dans le feuillet supérieur (voyez la 

figure de la page 145). C'est sur ce cas particulier que nous exposerons 

la méthode qui s'applique immédiatement.au cas général, à condition que 

les contours L,, L,, L, ne se coupent pas. 

Développement de la fonction abélienne 2,2,2,. 

La fonction abélienne 

est une fonction uniforme de w,,w,,w, aux périodes zi par rapport à 

chaque variable. Cette fonction sera pour les valeurs purement imaginaires 

des différences 

u, — (wu); u, — (uw), 4, — (14); 
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développable en une série trigonométrique de la forme: 

Ca 29 U) —27;u,—2»,u, 

ou la somunation est étendue aux valeurs entiéres des indices yw», de 

— co à +00. Le coefficient P,,, est donné par la formule 

(udotri Quj)pd mi (us) + zi 

; I RN: ff Mu ete 
(2) Pig Ls i du, / du, | N Za a ea 

(zi) 
(9 (3g 0) 

les différences 

uM (4), , C gae: (a) » Ue (us) 

prenant, dans l'intégrale triple, des valeurs purement imaginaires. 

Suivant la méthode employée dans la troisième partie, faisons dans 
cette intégrale triple (2) le changement de variables défini par les équations 
de JAcoBI 

Wy ia w,(4,) d w, (2,) + w,(2,); 

et prenons pour nouvelles variables z,,2,,2,. Comme ce changement 

de variables se raméne immédiatement à un changement de variables 

réelles, puisque le long des contours L,, L,, L, les variables z, , z, , z, 

peuvent étre regardées comme dépendant chacune d'une variable réelle, 

il suffit, d'après les régles élémentaires bien connues, de remplacer 

du, du,du, par 

D (nt, us 46) 
D, 2, 2) dz, dz, dz, , 

la notation 

DiGi, Us, Us) 

D (2, » 2, , 2;) 
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désignant le déterminant fonctionnel 

Comme nous avons posé 

5 A 
w,(2) -/% nen Pal tss dz 

du, Mm, Ou, 

97, 02, 02, 

du, Ou, Mu, 

Oz, Og, Om, 

du, Ou, Ou, 
92, 0%, OZ, 

8 ’ 

Zo 

z 

w, (2) -/ Poh ge bay, 

Zo 

149 

nous avons, en appelant s,,s,,s, les valeurs que prend s pour 2—2,, 

£—42,, £— 4 

Pi «45 nà 

Pa + Da + nd 

Ps + 93% + rs 

D(u,, Us. 24) 

D(z, 9 2, , 2,) 8,838; 

| 192 

=o ME 
818,8, 

A 

2 

2 

ou A désigne une constante 

Di + dT na 

Pa + Di + rus 

Ps + Isto + 1323 

D d2 + 1123 

£s + Dia + 1225 

Ps + das + 1325 

aA (2, — 4,)(@ — 25)(2, — A) 
88,8; 

Ju 1 2 

Py I NT 

Ps. ds 7% 
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Posons en outre sich dran 

E (2) — ec + 2vatpa(2) + 2v3ws(z) ; 

i 

alors l'équation (2) qui donne P,,, devient 

DT Ix 
*» ? 

A 2.252 zd > he 1*2*3 z 5 2 42 5 
Pos 7i) dz, dz, AS E(2,) E(z,) E(z,) I Z, 2 | dés, 

rU c (y 1°2°3 

L Ly Ls I Zs À 

les indices L,, L,, L, dont sont affectés les signes d'intégration signifiant 

que les CNW. 2,452, doivent prendre la suite des valeurs figurées par 

les contours L,, L,, L, définis à la page 147. 

L A thus ainsi obtenue se décompose en intégrales simples. 

Nous pouvons l'écrire en faisant entrer les facteurs 2, ,2,,2, dans le dé- 

terminant 
"eer def 

| LA N 
» a 

A (z,) E (z,) E (2, | ; 
Py. == ) Roatan -£. |e, dane. 
am), ASS | = 

4 t 

Considérons les intégrales simples 

5 zn 
Lı 

(amy, 
z (2, 

2 an | à a 29 

ej xl 

L, 

oe à 

4 PRE 2, E (2,) Iz 
9 = 3 #3 

xS 

Ls 

où » est un entier positif ou nul. L'expression .ci-dessus de P, ,, deviendra 

Ay A As, 

(3) T | ENS Aj, Ay As 
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et se trouvera ramenée à un déterminant de neuf intégrales simples; ce 

qui constitue la généralisation immédiate de la formule trouvée à propos 

des intégrales ultraelliptiques. 

L'intégrale. 

est une intégrale de fonction à multiplicateurs; et les constantes 

A, , A, , As 

sont les modules de périodicité de cette intégrale le long des coupures 

nda 
En effet l'exponentielle 

E( 2) = errutz) + 20s G) + Waws(z) 

est uniforme sur la surface. de Riemann Z,, figarée à la page 145: Les 

valeurs que prend cette exponentielle aux deux bords d'une coupure ne 

different que par un facteur constant qui se déduit immédiatement du 

tableau des modules de périodicité de w,(z), w,(z), w,(z). Appelons, 
,;, les multiplicateurs de E(z) 

le long des coupures a, , 4,, &;, et n, n4 , n, ses multiplicateurs le: long 

de b;, 6,6, Nous aurons .' : 

comme dans la théorie generale, m, , m 

| Wei aL Moe eu. Were ls 
(4) | ‘ne pond oar iria N. = ginis » + 2», Parts, n, ger EM Prat Para tabs 

1 < ; 
| 

La fonction 
ZY 

F E(z) , d 

» étant un entier positif ou nul, admet les mémes multiplicateurs que 

E(z); cette fonction est, pour des valeurs trés grandes de z, développable 

en une série ordonnée suivant’ les puissances décroissantes de z, et le 

premier terme du développement est de l'ordre. de 

y—4 
Z 
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Done les intégrales de fonctions a multiplicateurs 

d,(2) = f: E(z)dz, dz) = [ist d.(s) = fz E(z)dz, 

sont de premiere espece comme restant partout finies; tandis que 

2° 

4G) [EE 

est de troisiéme espéce, car cette intégrale a pour points critiques loga- 

rithmiques les deux points 7, et 7, situés à l'infini, le premier dans le 

feuillet supérieur, le second dans le feuillet inférieur. 

Appelons 

AS , up , ez , Ba , BS , Br , Ce » Gr 

les modules de périodicité de l'intégrale . 

$,(2) = fz E(z)de, 

le long des coupures as G,,4,,6,,6,,b,,¢,,¢, Si y est égal à 1 ou 2; 

cette intégrale est de premiere espèce, et, d'après les relations établies 

dans la deuxième partie entre les modules de périodicité et les multipli- 

cateurs d’une intégrale de première espèce (page 34), on aura 

Ba (1 — my) — An(t — nj) + n,C,.=0, 

D X ms) a A,,(1 Pu Ny) — m,n, C, + Ny C, — O0, 

B,,(1 — mj) — A,3(1 — N) — m,n, €, Loy 

Mais actuellement m, — m,— m, — 1; donc 

er Aula m) + €, — 0, 

(5) um Ao(1 I fis) E n(Cis CR C.) — 0, 

— A,,(1 — n,) — n,C, = €. 
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On a de méme pour l'intégrale d,(z) 

Es A, (1 — nj) + NC — 5. 

(6) ==> Ay(1 = 1i.) 3 n,(C,, E. 6, LAUS 

| — As(1 — ms) — n, Cs — 0 

L'intégrale d,(:) qui est de troisième espèce n'est plus uniforme sur la 

surface de Riemann Z,,: mais elle devient uniforme sur la surface Z,,, 

obtenue en tracant sur R,,. les deux coupures nouvelles / et m que nous 

figurons ci-dessus conformément à la disposition adoptée dans la théorie 

generale: 

dans cette figure nous avons représenté, comme étant a distance finie, les 

points critiques logarithmiques j, et /, qui sont situés à l'infini. 

Appelons 

Y e VT 

» , As ’ Ass ? b. ? Bs 2 D ? Cs , Css ) > , NC 

les modules de périodicité de l'intégrale d,(z) le long des coupures 

qua ue Doo On Un c cire me Les modules de périodicité £ et 9 

sont aisés à calculer, comme nous l'avons montré dans la théorie générale 

des intégrales de troisieme espece. De plus, les relations entre les modules 

de périodicité et les multiplicateurs d'une intégrale de troisieme espéce 

deviennent ici, puisque m, — m, — m, — 1: 

| — AS — n) ste ni (Co — ©). — 0, * 

(7) | — Ag (1 — 1,) + (C3; — Cy) = 0, 

Axy(1 ns) Hs Cs, =O. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 12 novembre 1890. 1 90* 
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Les relations précédentes (5), (6) et (7) permettent de simplifier l'expres- 

sion (3) de P,,,, indiquée à la page 150. En effet, si l'on remplace 

Ay, Ao Ars» An» Áo s Acs, Asi, Ay, Ass par leurs 

relations (5), (6), (7), on a 

A, Ay Ais | | Cy 

0 01,21, FREI He EEE uu ur FAC 22 2 (1 nix n, (1 Ny) | 22 

As, 4 32 Ass 

ou, en ajoutant les éléments de la premiere et de 

- ceux de la seconde, 

Crs O 

N,N,N, " à 

(I — n,\(1 — n,)(1— n,) > 
Y CRE 

ce qui donne en développant 

N,N,N, ° (C. C t. (2. 
as 192223 (t —n,)(t —»X1 —,) 

On a donc enfin, pour le coefficient P,,,, l'expressi v.? vv; 

A N,N,N, 

valeurs tirées de ces 

Y n Y 

C; = C; ot Ci; 

Crs 2. ^2 yw Cos 

Y Y Y 

Une 32 d 6^ 

la derniére colonne à 

12 23) : 

on 

(8) J = 2. (Ci Cry Zr C» 728) » Yıvavz (zi)? (uem n, (1 m. n,)(1 = n,) 

Rn qui, en vertu des relations (5) et (6) de pages 152 et 153, peut aussi s'écrire 

(9) Ip Xon yel cane Viva ~~ (ai) 1 —m, 

Le calcul de ce coefficient se trouve ainsi ramen 

minant de quatre intégrales simples. Ces quatre int 

é à celui d'un déter- 

egrales simples 

; d ar "a da ( Ay = | E(a), Au = | V E(a) 
e Y e 3 

Ly Ly 

D 2 
rig = 2; dz, X el 2; dz, A, = ese e ee 

8 8 c an x 3 
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se raménent immédiatement à des intégrales rectilignes d'après la défini- 
tion méme des contours L, et L, (page 147). Il suffit de leur appliquer 
la méthode dont nous nous sommes servis dans la troisiéme partie, pour 
ramener des intégrales analogues à la forme 

e(m , n) + e(— m, — n). 

Développement de z, + z, + u 
e 

Si lon fait 

Vj, Va, Va = + 

24 Uy — Wal —994u4 DE een CON O yy Del 24 gts 
= “9 &3 NU 

pup ues C9 

on trouvera comme ci-dessus, en prenant garde à l'identité 

en 

I, E ER 

EE ER 
1 xm 9» xm m TEES HOST 

E #1 

4 
Que, = f J J fes E s E(z,) I .£4, 4$ | dz, dz, dz, , 

ou encore 

avec les notations de la page 150. 

Les constantes 

An > Ag, Ans; An, Ais; A; 
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sont les modules de périodicité des intégrales de fonctions à multiplicateurs 

= [280 Hafer) 
le long des coupures a, , 4,, a,; ces deux intégrales sont de première espèce. 

Les constantes 

2: ? zr ? m 

sont les modules de périodicité, le dong de ces mémes coupures, de 

l'intégrale 

$40) = [7 
qui est de froisième espèce avec deux points critiques logarithmiques a 

l'infini. Cette intégrale &;(z) est uniforme sur la surface de Riemann 

Ram représentée à la page 153; appelons £ et SIC ses modules de pé- 

riodicité le long des coupures / et m; nous verrons, comme nous l'avons 

fait aux pages 153 et 154, que l'on a 

(10) 4 Dis, = ES I s .£. (An Ais LES Adds 

Le caleul de ce coefficient peut d'ailleurs se ramener à celui de ip vivit 

En effet on a 
E(2) = = gun) 2) + Qvotwo{z) 3J-2v4ies(z) 

ou 

—— di 

Bie) es 

en faisant pour abréger 

a= 2y,p, + 29,9, + 299, 

b — 29,9, + 24,9, + 2,953 

€ = 29,7, + 23,7; + 29,7,. 

Done 
d dz TE dE(z) = a— E(z) + 77 E(z) + c— E() 

et en intégrant - 

E(2) — ad, (2) +04, (2) + eb. (2) + C"- 
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Les modules de périodicité du premier membre E(z) étant nuls, 
il en est de méme de ceux du second membre et lon a, entre autres 

relations, 

GA, + 564, + cA, = 0, 

GA, +-bA,, + cA, = 0, 

ad, + BA, + cA, = 0, 

d'ou en éliminant entre la premiere et la derniére, 

(1 1) (Ay 4; a Av; An) SE (Ay 4; eo Ayudas) —095 

formule qui raméne le caleul du coefficient Qs avceln dee 

Développement de z,2, + 2,2, + E i 

En faisant 

Vy Vaya — + 00 
> 9, oy 2, 22 | A vs 25 > p—24yUy— Mr U,— It, 

1 SEE 22 TINI 
La «ease Gs 

et prenant garde à l'identité bien connue 

IDA ena 

2 3 i. ER EE 

; D Zo 2 
#19 94 fa — == = 22 pe 

3 NCA; 

MORE TE 

2 Iq ais 12 

on trouvera, comme ci-dessus pour les développements de 21994, et 

Zo WP UNE 

we „3 
I 21 2 

» T 
" AU 7 (2,) E (z,) E(2,) a Dr 
avg (zi)? Poor leek &9 & | AZ 0 25 02; , 

t t C2 Los Sat 

Jin, Tey ee | a 
“3 LE 
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ou encore 

Ai Aus Ası A 

|o Ay As 

As Ay ds | 

Les éléments de ce déterminant sont les modules de périodicité, le 

long des coupures a, , «,, «,, des intégrales de fonctions à multiplicateurs 

; ( dz nl 2 dz 1 " 

9. (2) = | = Ee), ¢,(2) = {= E(2), d,(2) = = f^ 50. 

En transformant ce déterminant, comme le déterminant analogue (3) 

de la page 150, nous aurons 

AU ATUS 
Hn = (zi)® cm FPE (Ao al c A,, Ass) , 

. En 

effet les relations entre les modules de périodicité établies à la page 157 

formule qui ramène aussi le calcul dc ce coefficient à celui de P. VyVovs 

aAy, + bAy + CAy = 0, 

GaAs + bA,; + CAy = 0, 

donnent par l'elimination de c 

(12) a(A,, Ay; — A,,A,;) + 5( A 433 — An A;s) = o. ESI 

D'aprés cela, on a 

a, SRI Or 
ES Ps 

la formule (11) de la page 157 nous donne de méme 

CA e. S e à YıYava 

Done enfin 

(1 3) Psy, = Qi, = Rss, . 

a c be 
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dans cette formule importante a,b,c ont les valeurs déjà indiquées 

(page 156) 

a = 2p, + 4p, + Py) 
2(v,d, + 2,4 + m4), 

2 (y? mE VT. zl PAIE 

on voit que cette formule (13), qui ramène les trois coefficients P,,,, 

Qu, Biv», à l'un d'entre eux, est l'extension, au cas actuel, d'une formule 

analogue établie pour les fonctions abéliennes de genre 2 et ramenant 

les développements de 2, + z, et 2,2, l'un à l'autre. 

Développements d'autres fonctions abéliennes résultant 

de Vinversion des mémes équations. 

On pourra appliquer la méme méthode au développement en série 
PX 

trisonométrique d'une fonction abélienne des variables U,,U,,u, exprimée 
D 25999073 

par un polynôme symétrique en 2,,2,, 2, et 5,, 3, , S, 

Si l'on suppose une fonction de cette forme 

développée en série 

VVaVs= + co 
> S BE 

YII os ViVoVa , 

le caleul du coefficient S,,, se ramenera par les mêmes méthodes au 
LIP 

calcul d'intégrales simples qui ne sont autre chose que les modules de 

périodicité d'intégrales de la forme 

rd = Y 

dCs) = {=F Ee), — e(p)-]zeEQee s e 

le long des coupures a, , a, , a. 

Comme l'on a 
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la différentiation des expressions 

Z E(2z), sz E(z) 

ou 

v0, 5 Dene MCN 

fournira des formules de réduction pour ces intégrales di, et ¢,, formules 

entierement semblables à celles que nous avons établies à la fin de 

la troisiéme partie. 

— Par exemple, on a identiquement 

dz E(2) = va E(z)dz + 2€ * 9 ges, 

d’ou en intégrant 

# E(z) =v, (2) + ad, (2) =E bise 2) FPE) + C", 

formule qui ramene toutes les intégrales ¢,(2) à des intégrales d,(2). 

Puis la différentiation de 

sz’ E(z) 

donnera une formule ramenant, par voie récurrente, toutes les intégrales 

d,(z2) aux premieres d'entre elles. Il est inutile de donner le détail de 

ces formules qui -est entièrement élémentaire. 

On conclut de là que toutes les intégrales définies qui figureront 

dans les coefficients tels que Sou», 8e raméneront par voie récurrente à 

un nombre fini d'entre elles. 

On ramenerait de méme au calcul d'intégrales simples la détermination 

des coefficients du développement en. série d'exponentielles e ++. 

d'une fonction abélienne ayant l'une ou l'autre des formes 

R(s, , 2) + R(s,, 2) + R(s,, SAMEN, 

R(s, ? 2,) R(s, ’ 25) 2 R(s, ) 2,) R(s, ; 2 ) 2.) + Ris, , 4) Rs, ? 25); 

Ris, , 2 RS: 33 287 

ou R(s,z) désigne une fonction rationnelle de s et z, à condition, bien 

entendu, que ce développement soit possible. 
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Ces nouvelles intégrales définies simples seront encore les modules 

de périodicité de certaines intégrales de fonctions à multiplicateurs: mais 

elles ne peuvent plus, par voie récurrente, se ramener à un nombre fini 

d'entre elles. On leur appliquera les théorémes généraux indiqués dans 

la seconde partie. 

Developpements de certaines fonctions algebriques 

de fonctions abéliennes. 

e 

On peut développer par la méme méthode certaines fonctions ration- 

nelles mais non symétriques de s,, 2,3 $,,2,5 5, 2,, c’est à dire certaines 

fonctions algébriques de fonctions abéliennes. 

Prenons par exemple la fonction 

of I I 
V med ——— — — _ 
\ N ud ) (e, = 2, )(2, P. 2,2, Weg 2) |I #1 21 | 

| RO E ER 

I 2 2% 

qui reste finie et continue quand z,, 2,, 2, décrivent les contours appelés 

a 
abelienne, sera developpable en une serie trigonométrique de la forme 

L,. Cette fonction, qui est la racine carrée d’une fonction 

Yp9y47 + 0 

f(z 2 2 ) — 4h ena QV Uy—Qyytty 
CT a V S PAPA 

ons 5 

convergente, comme les précédentes, pour des valeurs purement imagi- 

naires des différences 

He Cu) yr TER (u,), , Wie (a), © 

On trouvera immédiatement, en suivant la même méthode que plus haut, 

3 

15 Vo. = = | 17273. (ri) 

c'est à dire, d'aprés nos notations de la page 150, 

lg, dz, dz. , 

f cano cur 
8S,S,S8 
12203 

T TA à. An ds Ay; : VjVova ( 

ActG mathematica. 13. Imprimé le 18 novembre 1890. 91* 
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Le coefficient 7,,, est ainsi exprimé en. fonction des trois modules de 

périodicité 

Ay 3 Ay ’ As 

de l'intégrale ¢,(z). Si l'on appelle 

Y Y 

Cis ? Gr 

les modules de périodicité de cette intégrale ¢,(z) le long des coupures 

c, et c,, on a, comme a la page 152, K 

ec ls — nj) + fi Co zm 

E Ags (1 E Nz) + n, (Cos ae ^os) — 9; 

— A);(1 — n;) — ny 0: 

dou 

I—n I—n I 2 
- "ente Au =F ura =F — 4,0: 

1 by Ns 

I] restera donc à calculer A,, et As. 

On raménera au caleul des modules de périodicité de ces mémes 

intégrales d,(2), le calcul des coefficients des développements en séries 

trigonométriques de toute fonction égale à un polynóme non symétrique 

en 5,2: $,2,; $,,2,5; ou du produit d'une pareille fonction par 

f(2, » £35 2;)- 

Mais il nous parait sans intérét d'insister davantage sur ce sujet, et 

. 
n 

nous terminerons par quelques remarques, qui nous semblent fondamen- 

tales, sur une classe d'équations différentielles linéaires à coefficients 

algébriques Voyez un Mémoire de RIEMANN intitulé: Zwei allgemeine 

Sätze über linedre Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten, et 

les recherches de M. Porxcan£ sur l'intégration des équations différentielles 

linéaires à coefficients algébriques. 
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x 

Sur une classe d’équations différentielles linéaires à coefficients ' 

| algébriques. 

Soient, comme précédemment, s et z deux variables liées par une 

relation algébrique de genre p et # la surface de Riemann correspondante. 

Considérons une équation linéaire d'ordre n 

d'u d^—!s (dn. [] 

dz Sr es 3 2) Gi =F Pas; 2) dp JS Pals , z)u — 0, 

les coefficients ¢,(s, 2), $,(5, 2), ..., ¢,(8, 2) étant des fonctions ration- 

nelles de s et z. 

L'intégrale générale # de cette équation peut cesser d’être uniforme 

dans le voisinage de deux sortes de points: 1? les points de la surface 

de Riemann -où certains des coefficients ç,(s, 2) deviennent infinis; 2° les 

points de ramification de cette surface de Riemann. 

1° Prenons d'abord un point a de la surface de Riemann on cer- 

tains coefficients ¢,(s,z) deviennent infinis, ce point étant distinct des 

points de ramification, Nous supposons que, dans le voisinage de ce 

point, l'équation différentielle admette un systéme fondamental d'intégrales 

dont tous les éléments restent finis, pour z — «, quand, on les a préala- 

blement multipliés par une puissance convenable de z — «a; et nous sup- 

posons de plus que l'équation fondamentale déterminante de M. Fucus re- 

lative au point singulier z — a ne possède que des racines entières. (Voyez 

le Mémoire de M. Fucus, Journal de Crelle T. 66, ou la These pré- 

sentée par M. Tannery à la Faculté des Sciences de Paris 1874, pages 

41 et suiv. Nous supposerons ces conditions remplies en tous les points 

ordinaires de la surface de Riemann où certains coefficients c,(s, 2) de- 

. viennent infinis, les points à l'infini compris. Alors, dans le voisinage 

de chacun de ces points, z— a, de la surface de Riemann, l'intégrale gé- 

nérale, ou bien sera uniforme ou bien contiendra dans son expression des 

puissances de log(z — a); dans ce dernier cas nous dirons que le point 

z—a est un point critique logarithmique de l'intégrale générale. 
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2? Prenons maintenant un point de ramification 2 

que ce soit un point de ramification d'ordre m. Alors pour étudier lin- 

tégrale générale dans le voisinage de ce point, nous ferons avec C. Neu- 

c et supposons 

MANN, d'apres RIEMANN, 

JAI 
(C. NEUMANN, loc. cit. pages 73—74), € étant une nouvelle variable in- 

dépendante et 7 une constante. Dans le voisinage de £— 7, les coefficients 

de l'équation différentielle définissant # en fonction de £seront uniformes. 

Nous supposerons ces coefficients tels que l'équation admette, dans le 

voisinage de £— ry, un système fondamental d'intégrales dont les éléments 

restent finis pour £— 7 quand on les a préalablement multipliés par une 

puissance convenable de £— 7, et que l'équation fondamentale déterminante 

n'admette que des racines entières. Alors, dans le voisinage de £— 7, ou 

bien lintégrale générale sera uniforme, ou bien elle contiendra dans 

son expression des puissances de log(f— 7) et, dans ce dernier cas, nous 

dirons que le point de rainification z — c est un point critique logarithmique 

de l'intégrale. 

Telles sont les conditions que nous supposons remplies et qui carac- 

térisent la classe d'équations différentielles linéaires dont nous nous occu- 
pons. D'aprés les méthodes données par M. Fucns, on pourra toujours 
reconnaitre si une équation différentielle linéaire à coefficients algébriques 
donnés rentre dans cette classe spéciale. On pourra de plus, d'aprés ces 
mémes méthodes, reconnaitre si dans le voisinage d'un point de la surface 
de Riemann lintégrale générale est uniforme ou si elle admet ce point 
pour point critique logarithmique. Enfin, en supposant l'intégrale générale 
uniforme dans le voisinage d'un point de la surface de Riemann où cer- 
tains coefficients deviennent infinis, on pourra, d'aprés les racines de l'équa- 
tion fondamentale déterminante, voir si cette intégrale reste finie au point 
considéré, ou si elle y devient infinie auquel cas le point, qu'il soit de 
ramification ou non, sera dit un póle de l'intégrale. 

Classification des équations différentielles linéaires à coefficients 
algebriques qui viennent d'étre définies. 

- i El v En nous placant dans le méme ordre d'idées que pour la classifica- 
tion des intégrales abéliennes, nous dirons: 
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1° qu'une de nos équations différentielles est de premiere espèce ou 

encore que son intégrale générale est de premiere espéce si cette intégrale 

generale est partout finie et n'a pas de points critiques logarithmiques; 

2? qu'une de nos équations différentielles est de deuxième espèce ou 

encore que son intégrale générale est de deuxième espèce si cette intégrale 

générale a des póles mais m'a pas de points critiques logarithmiques; 
40 3° enfin qu'une de nos étuations différentielles est de troisiéme espece 

ou encore que son intégrale générale est de troisiéme espèce si cette inté- 

grale générale possede des points critiques logarithmiques. 

Les intégrales de fonctions à multiplicateurs, étudiées dans la deuxième 

partie, fournissent des exemples simples de ces trois espéces d'équations 

différentielles. 

Soit par exemple 

4 — e(z) 

une intégrale de premiere espece de fonction à multiplicateurs: sa dérivée 

du 
a (2) 

sera une fonction a multiplicateurs, et, comme la derivee logarithmique 

d’une fonction a multiplicateurs est une fonction algébrique rationnelle 

en s et z, on aura enfin 

du 

dz* (14) + ¢,(s , Ihr — 9; 

¢,(s, 2) désignant la fonction rationnelle de s et z 

d log o (z) 

dz 

L'équation différentielle du second ordre en w ainsi obtenue rentre dans 

la classe que nous considérons ici. Son intégrale générale est 

u — Aw(z) + B, 

A et B étant des constantes arbitraires: elle est donc de premiere espéce 

comme restant finie et n'ayant pas de points critiques logarithmiques. 



166 P. Appell. 

De méme si l'on fait 

uU—t(2,2,) 

ou #2, 2,) désigne une intégrale de seconde espèce d'une fonction à mul- 
tiplicateurs, w vérifie une équation linéaire de la forme ci-dessus (14), à 
coefficient algébrique, ayant pour intégrale générale 

u — At(2 , 2) + B; 

cette nouvelle équation serait done de seconde espéce. 
Enfin une intégrale de troisième espèce d'une fonction à multiplicateurs 

u— @(z, 2,) 

vérifie aussi une équation de la forme (14) ayant pour intégrale 

u — AGü(z, z,) + B; 

cette équation différentielle serait done de troisième espèce. 
On pourrait, plus généralement, former ainsi des équations différen- 

tielles linéaires de la classe indiquée admettant pour intégrales des fone- 
tions algébriques entières d’intégrales abéliennes et d'intégrales de fonc- 
tions à multiplicateurs Mais nous laissons de coté ces exemples pour 
étudier les propriétés de l'intégrale générale d'une de nos équations, en 
suivant la méthode employée pour les intégrales de fonctions à mul- 
tiplicateurs. 

Equations différentielles de premiere ou deuxième espèce. 

Supposons que l'équation différentielle 

dy d? 2 

erus + TTL + 9.65, 2)u — 0 

d'u 

de A6 quu e. ts 

soit de premiére ou de deuxiéme espece. Alors l'intégrale générale wu est 
une fonction uniforme de z sur la surface de Riemann AL. rendue simp- abc 

lement connexe à l'aide des coupures 

B y. y e. G5 D, s D, 
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Nous supposerons que ces coupures présentent la disposition particulière 

que nous avons adoptée dans la deuxième partie et qui se trouve re- 

produite à la page 145; la coupure c, partant du point de croisement 

des coupures «a, , et b, , pour aboutir au point de croisement des 

coupures a, et 5b, (h —2,3,..., p) 

Soient w,(2), «,(2) , ..., w,(z) les éléments d'un système fondamental 

d'intégrales, A un point du bord gauche d'une coupure et p le point situé 

en face sur le bord droit. On aura le long de la coupure a, 

tn (2) = Au (o) + Alo) + + ABu,(p), 
(2) = ADU, (o) + Ag, lo) + .:. + APU (o); 
. . . D H . . . . . P . . . . . . 

Uy (A) — Anmlp) + Amo) +... + Alu, (o), 

les quantités A étant des constantes. - En désienant par S, la substitution ij o k 

; (AP AP... Ap 
AD AQ ... AP 

By — , 

(k) (k) 4 (k) 
l AST Ara 00/78 A, 

nous écrirons pour abréger 

u(2) = S,u(p) 

pour rappeler que l'on obtient les valeurs w,(A), w,(4), ..., w,(A) en 

faisant, sur «,(p) , w,(o) ,..., (o), la substitution S,. 

Ainsi l'on a 

le long de a,: u(r) = S,u(p). (k=1,2,...57) 

On aura de méme, en désignant par T, une certaine substitution 

1n 

LE SAG ain 2 eae RES sn 0 2n 

(BO BD ... Be) 
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le long de la coupure b, 

UA) — Lule). (k=1,2,...,p) 

Enfin, en désignant par Y, une substitution 

| (OS ROR C DR. RC NI 

Ch AC NE RCE 

CH TORE CCS 

on aura le long de la coupure c,: 

(A) — eto): (^—2,3,..., 9) 

Ces (3p — 1) substitutions 

8,, T,, 2, (1233.22) 

LU ne z a 5 à I2 D 1 formeront ce que l'on peut appeler le groupe de l'équation. 

Ces substitutions sont liées par des relations qui se déduisent de la 

considération des points de concours des coupures 

CDS. or RE (k—1,2,3,..., p) 

Voici comment on obtient ces relations. 

Relations entre les substitutions S,, T, , Y,. 

Figurons le point de croisement des coupures a, , b, , €; , C41 
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et appelons a,ß,y,ö,e, x; les sommets des six angles formés par les 
bords des coupures, les bords gauches étant marqués d'un trait plus fort. 
On aura successivement 

Dans ces relations qui résultent immédiatement de la définition méme 
des substitutions S,, 7, , X,, nous désignons, conformément à l'usage, par 

ET ii ei 
S; mda 2; 

les substitutions inverses de S$,, 7,, X,. Par exemple, le point 9 étant 
sur le bord gauche de la coupure a, et le point 7 en face sur le bord 
droit, on aura 

u(8)— S,u(r) 
d'où, comme nous l'avons écrit, 

—1 u(r) = S'u(P). 

On tire des relations (15) la relation suivante entre les substitutions 
considérées 

Ju —1 T—-1 0-1 
(16) Ga pap Lp Sp LT, 

qui signifie que ces substitutions faites successivement dans l'ordre indiqué 
conduisent à la substitution wwifé. On peut écrire cette relation (16) de 
facon que l'une quelconque des six substitutions soit la premiére, l'ordre 
dans lequel elles se suivent restant d'ailleurs le méme. Ainsi 

=| v '"—1 L—1 5 oe TL ne SO sal [ge C c De 

A CET —1 

T; 5, T, 3,,18, 2; zb 

—1 1 Q—1 Pee flere dT MI MS E m 

etc. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 26 novembre 1890. 99* 



170 P. Appell. 

En faisant k = 1,2,..., p on aura ainsi p relations analogues a (16). 

Comme les coupures e, et c,,, n'existent pas, il faudra supposer 

Y a = Y — Zi = I, Diele 

Consequence de ces relations. 

On conclut dela que, les 2p substitutions S,, T, (k — 1,2, ..., p) 

une fois connues, les (p — 1) substitutions 

D ; (h=2,3,...,P) 

sen déduisent immédiatement. 

En effet on peut aussi écrire, 

H —l1 __ —1 T-1 Q—1 7! 
(17) Xu FF S,X; 7: S; T, 

comme il résulte directement des relations (15). Faisant alors k = 1 et 

N" = I, comme nous venons de le dire, nous: aurons 

= I I CES 
2, = ST ST, 

ce qui donne X,. 

Faisant ensuite, dans la relation (17), / = 2, nóus aurons 

3X; = $SXNUTNS T, 

et Sy! se trouve déterminée. En faisant de méme successivement, dans 

(17) k=3,...,p— 1 on calculera de proche en proche les substitutions 

Relation entre les 2p substitutions S,, T, (k — 1,2,...,p) 

Apres avoir calculé les substitutions Y,, Y,,..., 2,, comme nous 

venons de le voir, en fonction des substitutions S, et 7,, on aura, en faisant 

k =p dans la relation (17) et se rappelant que X,,, = 1, la relation 

(18) DECURSU 

qui donne une relation entre les substitutions S, et 7,, puisque X," est 

connu en fonction de ces substitutions. 
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Cas particuliers. 

Si nous supposons le genre p = 1 nos équations de première et de 

deuxiéme espéce se ramenent immédiatement aux équations linéaires à 

coefficients doublement périodiques et à intégrale générale uniforme que 

M. Picarp a intégrées à l'aide de fonctions doublement périodiques de 

seconde espèce. Dans ce cas il y a une coupure 4,, une coupure 0, et 

deux substitutions 5, et 7,. La relation (18) entre les 2p substitutions 

Sel, (E123. p) se) réduit-a 

SISTERS ING EL 

1 51] 8: T, 

ou 

mM—-1 qQ 3 71 
Ti, 5, = 5, T ’ 

qui montre que les substitutions S, et 77° sont permutables; ce qui est 

le fondement du théorème de M. Prcarp. 

Supposons maintenant p — 2. Il y aura alors 5 substitutions 

S S IR Vv 

Zu) 2? T QD. cb 

et lon aura, d'aprés la relation (17) de la page précédente ou l'on fait 

successivement k= 1, k = 2, 

NS—STSSC, 
19) ( / Du PEE oe j^ 

dou, par l'élimination de 22", 

(20) pc SoS Sn uu ges Ln 

Par exemple, si S = 1, on a aussi X, — r, puis d'aprés (20) 

D S, T; ST, 

ce qui montre qu’alors les substitutions S, et 7,7 seraient permutables. 
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Formation des équations les plus générales de premiere 

et deuxieme espece Wun degré donné. 

Première espèce. En appliquant les théorèmes de M. Fucus, on 

arrivera sans peine à former toutes les équations d'ordre » dont l'intégrale 

générale est de premiere espèce. I] existe de ces équations dans chaque 

ordre n. Nous en avons formé une du second ordre à la page 165. 

Si l'on appelle w(z) une intégrale de premiére espéce de fonction à mul- 

tiplicateurs et E(z) une exponentielle de la forme e Uomo nem 
le produit 

u = E(z)o(2) 

satisfait de méme à une équation linéaire du second ordre ayant pour 

intégrale générale 

u = E(z)LAo(z) + B], 

A et B étant des constautes arbitraires. (Cette exponentielle E(z) a, 

comme dans tout ce qui précéde, pour exposant une expression linéaire 

à coefficients constants d'intégrales abéliennes de premiére espéce). 

Le produit 

n étant un entier positif, vérifiera une équation linéaire d'ordre », qui 

sera par suite un exemple d'équation de premiére espéce. Cette équation 

aura pour intégrale générale 

u = E(z)[A e" (z) + Ajo" (2) + Ajo" (2) +... + A, ao (2) + A], 

Ai, A,,..., A, étant des constantes arbitraires. 

Equations de deuxième espèce. On pourra de méme former les 

équations d'ordre n de deuxiéme espéce dont l'intégrale générale admette 

des pôles donnés d'avance. Il est facile d'en donner des exemples ana- 

logues aux précédents, composés avec des intégrales de seconde espèce de 
fonctions à multiplicateurs ou les dérivées de ces intégrales par rapport 
au parametre. 
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Equations différentielles linéaires de troisième espèce. fi 

L'intégrale générale d'une équation différentielle de troisiéme espece 

admet des points critiques logarithmiques *,,4,,..., x, . Elle n'est donc 

plus uniforme sur la surface /?,, de Riemann: mais elle devient uniforme 

sur la surface R,,., obtenue par l'adjonction d'une coupure /4... I, 

partant du point de croisement des coupures a,b,c, et réunissant les unes 

aux autres des circonférences infiniment petits o, , 6,,..., 0, de centres 

0,,0,,..., 9X, Nous avons figuré ci-dessous cette coupure ER cal: 

Si, comme plus haut, on appelle 

Heu) Mata) 

un systéme fondamental d’integrales, A un point du bord gauche d'une 

coupure et o le point situé en face sur le bord droit, on aura, comme 

précédemment, 

le long de la coupure a,: u(A) = S,u(p), 
(k=1,2,...,?) 

le long de la coupure d,: u(A) = T,u(p), 

le long de la coupure c,: u(A) = 2,u(p), (h—2,3,..., p) 

S,, T,, X, désignant certaines substitutions linéaires. 

Enfin on aura ici le long des nouvelles coupures /, , /,,....1,, 

le long de la.coupure /: u(A) = L;u(p), G=1,2,...,9) 

L, designant aussi une substitution linéaire a coefficients constants. 
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La substitution L, est connue car on connait la forme d'un systeme 

fondamental d’intégrales dans le voisinage du point critique logarithmique 

a, ou toutes les racines de l'équation fondamentale déterminante sont 

entieres. 

Les substitutions 

8, , T, , X, 

sont liées entre elles par des relations identiques à celles que nous avons 

établies aux pages 169 et 170, avec cette seule différence que la sub- 

stitution Y, n'est plus, dans le cas actuel, égale à 1 mais bien à L,, 

ainsi quil résulte de la figure de la page précédente. . 

Ces indications sommaires nous paraissent suffisantes pour montrer 

comment la méthode de RIEMANN que nous avons employée avec succès 

pour l'étude des intégrales de fonctions à multiplicateurs, peut, de la 

méme facon, servir à l'étude des intégrales d'une classe étendue d'équa- 

tions différentielles linéaires à coefficients algébriques. 
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