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SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE 

DES INTEGRALES ET DES INVARIANTS D'UNE EQUATION DIFFÉRENTIELLE 

LINEAIRE ET HOMOGENE 

PAR 

G. MITTAG-LEFFLER 

à STOCKHOLM. 

Introduction. 

Soit l'équation différentielle linéaire 

d" y dac iy 

(A) da" I HUE: 
Du + Pi(@)y — O 

dans laquelle nous supposons que p,(x),...,p,(x) désignent des fonc- 

tions analytiques uniformes de la variable x, telles, que dans chaque 

portion finie du plan des x il n'existe qu'un nombre fini de points sin- 

guliers a, ,4,,...,4,,... de ces fonctions, ce qui revient à dire que 

lim |a,| = co 
v=o 

si le nombre des points singuliers est infini. 

Soit ¥,,Y,5++-,¥, un système fondamental d'intégrales, soit x, un 
: "Pn RE ; ’ 

point quelconque, qui n'est point singulier pour aucune des fonctions p, (x), 

.,p,(æ) et soit enfin Z une ligne fermée, continue, passant par le 

point z,. Soit de plus B(@—%,),.--.,B.(@ — «,) un systeme d'élé- 

ments des intégrales y;,...,¥Y,- Si, en partant de ces éléments on fait 

décrire à z le contour fermée L, les éléments (x — z,), ..., 5, (x —x,) 

éprouvent une substitution linéaire, c'est à dire on obtient, en revenant 

au point z,, un nouveau système d'éléments $q,(r— 2) , ... , 3s (x — %,), 

qui sont unis aux éléments primitifs par des relations de la forme 

(1) Pa (x — La) E eee bn (a — To) +...4+4,,, 8, (x — Lo)" (m=1,2,...,n) 

Acta mathematica. 15 Imprimé le 2 mai 1890. 1 



2 G. Mittag-Leffler. 

dans lesquelles a@,,;,--+5 %m, désignent des constantes par rapport a z. 

Les constantes 4,,...., «,, restent les mêmes, si l'on transforme d'une 

maniére continue, mais sans jamais passer par un point singulier, la ligne 

L dans une autre ligne fermée, passant aussi par le point x. On sait 

de plus, que si l'on forme la fonction entière et rationnelle du #°*° degré 

d'une nouvelle quantité «» 

An ces S au 

les coefficients de chaque puissance de © dans cette fonction sont des 

invariants, c'est A dire non seulement qu'ils restent les mémes pour chaque 

substitution donnée ou qu'ils ne varient pas si l'on transforme d'une ma- 

niere continue le contour Z dans un autre contour fermé, sans passer 

par un point singulier, mais de méme qu'ils sont indépendants du change- 

ment de substitution qui a lieu en prenant pour point de départ un autre 

point x, et un autre systeme fondamental d'intégrales y,, ..., 9y,.' 

On peut montrer que le probléme de représenter analytiquement les 

invariants des substitutions qui correspondent à une ligne fermée L quel- 

conque peut toujours étre reduit à celui de représenter les invariants des 

substitutions correspondant à une autre ligne fermée, ne se coupant pas 

elle-méme et située entiérement entre deux cercles dont le centre est à 

lorigine des coordonnées, dont chacun passe par un point singulier et qui 

enferment un annéau circulaire C, lequel ne contient pas de point sin- 

gulier à son intérieur. 

MM. HameurGer” et PorxcARÉ? ont été les premiers à traiter ce 

' Fucus. Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veränderlichen 

Coefficienten. § 3. Journal fiir Mathematik. Bd. 66. 

* HAMBURGER. Uber ein Princip zur Darstellung des Verhaltens mehrdeutiger 

Functionen einer complexen Variabeln, insbesondere der Integrale linearer Differen- 

tialgleichungen in der Umgebung singulärer Punkte. Journal für Mathematik. 

Bd. 83. 
Porcarh. Sur les groupes des équations différentielles linéaires, page 211. 

Ce journal, Tome 4. 



Sur les équations différentielles linéaires et homogenes. D 

dernier problème de représenter analytiquement les invariants qui corres- 

pondent à une ligne L enfermée dans un anneau circulaire, C. 

La méthode de M. Hameurcer ne peut être appliquée que si les 

rayons des deux cercles limites de l'anneau circulaire considéré satisfont 

à une certaine inégalité: de plus dans les séries au moyen desquelles M. 

HAMBURGER exprime les invariants, entre la quantité %,, quoique les in- 

variants eux-mêmes en soient indépendants. ! 

M. Poincare s'est affranchi de la supposition comportant une restric- 

tion à la généralité des résultats obtenus par M. Hampuraer. Mais en 

examinant de plus prés les expressions obtenues par M. PorxcAnÉ on voit 

qu'elles dependent, non seulement comme les series de M. Hampurcer, 

de la quantité arbitraire x,, 

méme arbitraire dans certaines limites et dont les invariants sont indé- 

mais encore d'une autre quantité, qui est de 

pendants aussi bien que de x. On obtient les expressions de M. Porx- 

CARE en donnant a ces deux quantités arbitraires certaines valeurs parti- 

culieres. 

M. Fucus s'est occupé de ce probleme’ bien avant MM. Hampurcer 

et PoINCARÉ; mais son but parait avoir été plutôt de montrer que pour 

chaque équation différentielle linéaire et homogene dont les coefficients 

sont des nombres donnés, il existe toujours certaines opérations, au moyen 

desquelles on peut calculer la valeur numérique des invariants, que de 

trouver des expressions qui établissent la dépendance des invariants d’une 

Je veux profiter de cette occasion pour faire ressortir la circonstance suivante, 

qui paraît ne pas avoir été remarquée jusquà présent: M. HAMBURGER dans le mé- 

moire cité qui a paru en 1877, a trouvé dans les expressions quil donne pour les in- 

variants toute une classe de séries, qui jouissent de la propriété de représenter des con- 

stantes différentes dans différentes portions du plan. L'importance de séries pareilles au 

point de vue de la théorie des fonctions ressort des mémoires suivants, qui ont paru posté- 

rieurement à celui de M. HAMBURGER: 

Wererstrass. Zur Functionenlehre. Monatsbericht der Königl. Akademie 

der Wissenschaften zu Berlin, August 1880. 

Hermite. Sur quelques points de la theorie des fonctions. Acta Societatis 

Scientiarum Fennicæ. T. 12. Helsingfors 1881. Journal für Mathematik. 

Bd. 91. Berlin 1881. 

? Fucus. Uber die Darstellung der Functionen complexer Variabeln, ins- 

besondere der Integrale linearer Differentialgleichungen. Journal für Mathematik. 

Bd. 75. Berlin 1873. 
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équation différentielle linéaire de ses constantes au point de vue de la 

theorie des fonctions. De plus la methode de M. Fucus n’est applicable 

que sous une restriction importante. 

Dans son mémoire célébre dans le tome 66 du journal de Bor- 

chardt, M. Fucns a montré, qu'on peut toujours choisir un systeme 

fondamental d'intégrales y, , ..., y, de telle manière que toutes les valeurs 

de y, (m — 1,2,...,) à l'intérieur de l'anneau circulaire C peuvent 

étre exprimées par une expression analytique de la forme suivante: 

(3) ax) + Fin (%) log & + f (x)logz)? +... + fiw, (x)(log æ)"}. 

Dans cette expression les s, désignent des constantes par rapport à x et 

Fno(®) 5 fur(@) 5 +++ 5 fo, (X) sont des séries procédant d’apres les puissances 

entières positives et négatives de x. C'est seulement dans un cas trés 

spécial que M. Fucus a pu calculer les coefficients des différents termes 

de ces séries: dans celui où les séries ne contiennent les puissances néga- 

tives de x qu'en nombre fini. Mais dans le calcul des invariants il 

suppose connus les coefficients des séries fmo(&) , +++, fn,(%) toutes les 

fois qu'on prend comme l'origine des coordonnées un point singulier de 

l'équation différentielle et que le cercle limite intérieur de C se réduit à 

ce point. La méthode ne peut done étre appliquée même au calcul 

numérique des invariants que- dans le cas où toutes les intégrales de 

l'équation différentielle ont la forme régulière dans l'entourage de chaque 

point singulier situé dans une portion finie du plan. 5 

En démontrant qu'il existe toujours un système fondamental d'inté- 

grales y, (m — 1,2,...,") tel que toutes les valeurs de y, correspon- 

dant à un point à l'intérieur de l'anneau circulaire C peuvent être 

représentées par des expressions de la forme (3), M. Fucus n'a point, 

comme nous l'avons déjà fait remarquer, résolu le probléme de former 

réellement ces expressions. Pour le cas oü le cercle intérieur limitant 

C se réduit à un seul point, la solution de ce probléme a été donnée 

par M. Pıcarn.” Pour le cas general, où le cercle limite intérieur de 

lanneau circulaire C a un rayon quelconque, on en trouvera la solution 

compléte dans le $ 1 du présent mémoire. 

* Zur Theorie ete. 

* Comptes rendus, mars 1879. 
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Dans le § 2 je donne une expression des invariants, qui découle 

des series de M. Porwcan£, mais qui est libérée de la quantité arbitraire 

superflue x,. Pourtant chaque terme de ces invariants contient encore 

une certaine quantité positive, arbitraire entre deux limites données, dont 

les invariants eux-mêmes sont absolument indépendants. 

Dans le $ 3 je développe toute une classe d'expressions nouvelles, 

qui sont toutes affranchies de la quantité arbitraire z,. En faisant la 

méme restriction que M. HAMBURGER on retrouve parmi ces expressions 

celle donnée par lui, seulement présentée sous une forme qui ne contient 

plus la quantité arbitraire «,. 

Supposons que les coefficients de l'équation différentielle proposée 

solent des fonctions rationnelles de z, de maniére que l'on puisse l'écrire 

sous la forme 

dy P3 redes) EA) 
+... y = © 

(B) da” i (as) clasts "3 1 P(x)? 

ou 

Pr) = Em)", ..., @— a)", 

P,(x) = A, + A,,% ES rege ar Ay, (v=1,..., 2) 

uuu ed, Ay ren qon, desienaut. des,con- 

stantes données et g,,4,,...,q, étant des nombres entiers positifs. 

Les invariants qui correspondent a une ligne Z quelconque, peuvent, 

du moins dans le cas ot l'équation différentielle est du 2"* ordre, étre 

exprimés algébriquement au moyen des invariants correspondant à un 

certain nombre de substitutions, que l'on obtient lorsque l'on suppose que 

le contour fermé L ne'circonscrit qu'un seul ou tout au plus deux points 

singuliers.” Dans le $ 4 on ramène l'étude de ces derniers invariants à 

! Voir Poincaré, Les fonctions fuchsiennes et l'arithmétique, Journal des 

math. pures et appliquées, 4*"* série, tome 3. Quand le mémoire présent était 

déjà terminé l'auteur a eu connaissance d'une thèse de M. Voar (Sur les invariants 

fondamentaux des équations différentielles linéaires du second ordre. Paris 1889) 

dans laquelle ce théorème de M. PorwcARÉ se trouve exposé en détail On y trouve 

aussi des expressions analytiques pour les invariants d'une équation différentielle de 2™° 

ordre dont je me propose à un autre endroit de faire ressortir les rapports avee les ex- 

pressions déjà connues. 
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celle des invariants déjà traités dans les $$ 2 et 3 et il se trouve que ces 

derniers invariants peuvent étre représentés par des expressions analytiques 

absolument de méme forme que celles trouvées dans les paragraphes cités. 

8 1. Sur la représentation analytique des intégrales d’une équation 

différentielle linéaire et homogene dans l’intérieur Wun anneau 

circulaire qui n’embrasse aucun point singulier. 

Considérons l'équation différentielle 

d? y usi 
(A) A AC Er: +... + p(x)y =o 

en faisant par rapport aux coefficients p,(x)...p,(r) les mêmes suppo- 

sitions que dans l'introduction, c'est à dire qu'ils sont des fonctions ana- 

lytiques uniformes de la variable indépendante x n'ayant dans chaque 

domaine fini de cette variable qu'un nombre fini de points singuliers. 

Désignons par C l'intérieur d'un anneau circulaire, dont les deux cercles 

limites ont l'origine pour centre et passent par des points singuliers de 

l'équation différentielle (A), mais de manière qu'aucun point singulier ne 

soit contenu dans C méme. 

Soit y une intégrale de l'équation différentielle A et posons 

(1) x = pe^, |z| =p. 

Pour une valeur donnée de x à l'intérieur de C la valeur correspondante 

de y n'est point en général définie d'une maniére univoque, car cette 

valeur n'est pas en général fonction périodique de 4. Mais si nous fixons 

d'une maniére arbitraire qu'un élément fonctionnel donné de l'intéerale 

y doit correspondre à une paire de valeurs données o,, $,, il n'y aura 

plus rien d'indéterminé, et à chaque paire de valeurs données p, 9 à l'in- 

térieur de C ne correspondra qu'une seule valeur de y. 

Soit ©, un point quelconque à l'intérieur de C. Menons de l'origine 

à z, une ligne droite et prenons sur cette ligne deux points z, et x,, 

tous les deux appartenant à C et tels que l'on ait 
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On a 

n. eh raa T | T Eger, 

(3) | —h TRE EN ri 

h étant une quantité positive 

I x 
== 2 (4) i = 5 log +. 

x, 

Désignons par X l’anneau circulaire, limité par deux cercles dont le 

centre commun est à l'origine et dont les rayons sont égaux respective- 

ment à |x,| et a 

Si l'on pose alors 

(s) sae 
lanneau cireulaire X dans le plan de z sera représenté dans le plan 

de z par une bande K, située entre deux lignes droites paralléles, formant 

un angle droit avec l'axe réel et coupant cet axe respectivement aux 

distances h et —h de l'origine. A chaque point z à l'intérieur ou à la 

limite de A correspond une, et seulement une, paire dé valeurs p ; 98, de- 

terminant un point © à l’intérieur ou à la limite de X. Et réciproque- 

ment à chaque paire de valeurs p ,#, définissant un point à l'intérieur ou 

à la limite de z, correspond un seul point z à l'intérieur ou à la li- 

mite de A. 

Introduisons maintenant une nouvelle variable ¢, définie par l'équation 

gie? — 1 

(6) t == cz + I 

ou la constante « est définie par l'équation 

. 

Qu (6") jh — 

A la bande K dans le plan de x correspond dans le plan de ¢ un cercle 

H qui a pour centre l'origine et pour rayon l'unité. Au point infini- 

ment éloigné ou les deux lignes paralléles, qui limitent la bande K, se 

coupent au-dessus de l'axe des x, correspond le point / — — 1, et au 
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point d'intersection de ces deux lignes au-dessous de l'axe des x corres- 

pond le point {= + r. Au point z — o correspond le point ¢ = 0.’ 

En éliminant z des équations (5) et (6) on trouve 

(7) nl): 
A l'aide de cette relation, l’anneau cireulaire X dans le plan de x est 

représenté conformément sur le cercle H dans le plan de £, de manière 

à l'intérieur 

l'intérieur 

qu'à chaque paire de valeurs o, 4, définissant un point x 

ou à la.limite de X, ne correspond qu'un seul point z 

ou à la limite de H, et réciproquement, à chaque point ¢ à l'intérieur 

ou à la limite de H, à l'exception seulement des deux points = — 1, 

t= + I, ne correspond qu'une seule paire de valeurs p, $, définissant 

^ 

x 

^ 

un point à l'intérieur ou a la limite de X. A la paire de valeurs p, , 4, 

définissant le point x,, correspond le point / = o. 

Soit maintenant f(x) une fonction analytique, qui se comporte ré- 

guliérement partout à l'intérieur de X. Si l'on pose 
^ 

2h 

ity - (a (2)7)- 0o 
9/17 B Li * E \ j Er id, 

en fixant l'élément de f(x) qui doit correspondre à o, , 4, (x, = me”) F(t) 

représentera une fonction réguliére et uniforme à l'intérieur de H, et 

pourra par conséquent étre développée en une série procédant suivant les 

puissances entières et positives de /, et convergente à l'intérieur de ZH. 

* Cette substitution a été employé par M. PorwcARÉ dans le problème des trois 

corps de la mécanique (Comptes rendus, 27 février 1882) ainsi que dans le calcul des 

invariants d'une équation différentielle linéaire et homogene (Sur les groupes des équations 

linéaires. Ce journal, T. 4, page 211). Of. $ 2 de ce mémoire. 
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On à par conséquent 

ERE NE f(z) = P| 27 
( JS 4 i 

est une série entière qui pour chaque paire de valeurs p, # définissant un. 

point æ à l'intérieur de X donne la valeur correspondante de f(x). Les 

coefficients des différentes puissances de 

pus Ly 

dans cette expression peuvent être obtenus sans difficulté si l'on con- 

naît les coefficients de l'élément fonctionnel de f(x) qui correspond a 

p,» % (r — x, = pe”). Désignons en effet par P(x — x,) cet élément. 

On a alors dans le voisinage immediat du point x, defini par ces va- 

leurs p, , % 

fix) TUS Pw rie CAE 

d'où il suit, pour le voisinage immédiat du point / = o, 

(a) wa = 
\ 

Cette série étant uniformément convergente dans le voisinage immédiat 

de £ — o, on peut, d’après un théorème de M. Wetersrrass,’ la trans- 

! voir page 73 dans Zur Functionenlehre. Abhandlungen aus der Functio- 

nenlehre. Berlin 1886. 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 3 mai 1890: 9 
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former en une série procédant d’apres les puissances entieres positives de 

t et convergente dans le voisinage immédiat de t= o. Cette série doit 

évidemment être identique à la série P(t) dont nous venons de démontrer 

l'existence et qui est convergente pour toutes les valeurs de / telles que 

\t|< 1. Les coefficients de P(t) peuvent done être exprimés d'une ma- 

nière simple à l'aide des coefficients de la série (a — x,). 

Dans le cas que nous considérons f(x) est une intégrale de l'équa- 

tion différentielle (A) et les coefficients de P(a — x,) sont donc donnés 

immédiatement en fonctions des constantes de cette équation différentielle. 

Ecrivons cette équation de la maniére suivante: 

(8) Pla)? + Pa) 4 4... + P(x)y = o. 
da^ 

On a alors 

queris NR) d'y GO (PP T n—1 

= pee area = RE Fa 1 Ft 
da" *" e da” 

(9) 
CH (PR Be) MO RIRE) 

ee UTE 
Les symboles G représentent des fonctions entières de dimension (v + 1) 

des fonctions P,, P,,..., P, et des dérivées de ces fonctions jusqu'à 

l'ordre v. Il est à remarquer que les coefficients de G sont des nombres 

entiers. 

Choisissons maintenant un système fondamental d’integrales y, , ... , y, 

de telle maniere, qu'à la paire de valeurs p, , &,(r, — o,€^) correspondent 

d" yg = CRC 

= O, DEn—m,yv<—n 1, pcm aes Oe (10) 

On a alors dans le voisinage immediat du point x, defini par la paire 

da” 

de valeurs p, , 4, 

(a Be EN He pe ye — ze 

+2 € LL et (m—1,2, ..., n) (11) Ya > ace m 2.) [n +v 

les coefficients g%,*’(x,) dans cette i étant définis par l'équation 

(9), lorsque l'on pose dans cette dernière & = z, et qu'on prend en con- 

sidération l'équation (10). 



Sur les équations differentielles linéaires et homogénes. 11 

Si l'on pose dans l'équation (11) 

N Sn UE 
gu — X. =X, (+) — 1 

et que l'on développe le côté droit de cette équation en séries P,(t) 

procédant d’après les puissances croissantes de ¢, et convergentes pour 

< 1, ces séries représenteront des toutes les valeurs de ¢ telles que |t 

intégrales de l'équation différentielle (A), si l'en introduit dans cette der- 

niere la variable indépendante ¢ au lieu de a. 

Soit v,(f), ..., v,(f) un systeme fondamental d'intéerales de l'équation 

différentielle transformée, défini par les conditions suivantes 

d" vg x d'=" Um : 

(r2) ma ZN ER 15 rm mL pour NO 

On aura alors 

in m = tn tv 
12 "y = == NS Jum eee re SSE) DI ( 3) : Un( ) [n —m ar 2.95 In ae D (m=1 ) 

ainsi que 

(14) P, (t) a Cim 0; (E) DE Cat (0) SF pias <= CamUn(t)- (m=:,2,...,n) 

Pour obtenir les constantes 

E m-—1,2,....n 
n-tv 9 

m Ob Crm ane 
nous introduisons les notations suivantes. On a 

| | /Y + A | Ah 2 : (15) IG ;) AL (5.0) [(ig), + (ig), + +.) 
LE TTL À 

où (Ag) = 1 et (hg), (v= 1,2,3,...) désigne une fonction entière ra- 
2h 

TTL 

quantités et dont les coefficients sont des nombres rationnels. On a de 

plus [og], = o aussi bien que [ho], = o. Nous fixons de méme que 

tionnelle de et de 4 de degré » par rapport à chacune de ces deux 

(16) [hg], = o pour» = —1,—2,—3,.... 
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En égalant les coefficients des mêmes puissances de ¢ du côté droit et 

du cóté gauche de l'équation (14) on obtient pour les constantes C,,, 

l'expression suivante 

| = 
4h LB m=1,2 n 

(17) Cm nm n — mn i x) (Fra, ve) 

d'ou il suit 

’ 
/ I ̂ M n—m : i 

Ce ; ¢, 08 rm; 
(1 8) ; ‚ab / 

| (p. = is = 0; lot an 

Les coefficients d peuvent à leur tour être exprimés en fonctions des 

coefficients g à l'aide des formules de récursion: 

da” (æe da (2) 

is d (n) 
a mms "es + y to 

m E n — m], s MÀ 

gates dawn 
[hyn n], rex 

Ber 

[hn — m|m+» 4h m Din ( 2, ) Ah A 

(19) = Pan ir + (Sa, | [^ n]* dd mo T. siue ee
 Er TL 

| | n—m E 
; 

‘Ah : m+y—1 
Ray ‘(a ) 

| (Ein) [hn + » — deeem. 

‘Al m+y eel Yf ro n 

| a © 2, ) [^ n E 2h - E c) : eme um 

lesquelles deviennent pour m = m: 

EN x, h 
h E 

E à 

i t t ac (n 23] ̂
; ue = (Ge 5). [h, n a= a

e ̂ (n) +.. 

(20) 
4h A (a). rh 

esc e L "ES [^ , nr 4a, |n» a, v=0,12....) 

Nous avons done completement résolu le probleme que nous nous sommes | 

proposé au commencement de ce paragraphe. Nous avons démontré 

en effet: 
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que les expressions du coté droit des équations 

1 —|n—A n+v 

n (ge \ 2h oo iy \ 2h 

I E3 Fax di v.) B ) ae , 2 Vo À To NU / 

(2 1) Jun) 3$ Cam RSS mi ii [n + y zu 
= Le \ 2h \ 2h 

A=1 (=) + I y=0 —) + I 

x, x 

(m=1,2,...,n) 

représentent à l'intérieur de l'anneau circulaire X un systeme fondamental 

d'intégrales de l'équation différentielle (A). Ces expressions représentent les 

valeurs des intégrales pour chaque paire de valeurs p, & (x = pe”), qui 

correspondent à un point à l'intérieur de l'anneau circulaire considéré. Pour 

y= %, 

finies par les formules (17) et les coefficients d; ^" (z,) par les formules de 

recursion (19), dans lesquelles les expressions g(a,) sont données en fonc- 

tions des constantes de l'équation différentielle considérée. 

et à — 6, les relations (10) ont lieu. Les constantes c;, sont dé- 

Vu que y,,---,¥, forment un systeme fondamental d'intégrales et 

que chaque intégrale de (A) doit pouvoir étre exprimée en fonction ho- 

mogene linéaire à coefficients constants de 5,,...,5,, on obtient done par 

là une expression semblable qui donne la valeur de chaque intégrale 

pour une paire quelconque de valeurs p, correspondant à un point à 

l'intérieur de X. Toutes les quantités indépendantes de æ dans cette ex- 

pression sont des fonctions analytiques des coefficients de l'équation diffé- 

rentielle proposée, du point z, choisi arbitrairement à l'intérieur de X 

et de la quantité positive 2h, le logarithme naturel du rapport des rayons 

des deux cercles qui limitent l'anneau circulaire X. Cet anneau se confond 

avec C si l'on donne à h sa plus grande valeur /,, en prenant x, sur le 

cercle limite extérieur, et x, sur le cercle limite intérieur de C. 

Les coefficients des différentes puissances de 

(=a zi 

a 2h + v 

dans l'équation (21) sont des fonctions rationnelles et entières de —. 
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Si l'équation différentielle (A) a la forme (B) de l'introduction, tous 

ces coefficients sont de plus, par suite de l'équation (9), des fonctions 

rationnelles et enticres des coefficients A,, (r = 1, 2, ..,»; q — O0, 1, «5 p) 

et des fonctions rationnelles de x, et des zéros de P,(v)." Les coefficients 

de ces fonctions sont des nombres entiers, On peut ainsi transformer 

(21) en une série qui procéde selon les puissances entiéres et positives des 

quantités A,, et de ¢ et qui est Souveleaiite pour tous les systemes de 

valeurs finies A,, et pour |t|< 1. 
Les intégrales y, ,...,%,, considérées comme fonctions de la variable 

auxiliére /, ont des propriétés qu'il est bien de remarquer. 

On a 

(22) Ym(E) = => uet 0 sr x c + y 0) ees (m—1,2,...,n) 

La série du cóté droit de cette équation qui procéde suivant les puis- 

sances entiéres et positives de / est convergente comme nous savons pour 

toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles on a |£| < 1. 

Lorsque x se trouve dans le voisinage immédiat du point x, defini 

par les valeurs o,, 9, on a 

PACE RDA CENTRES RTE (m=1,2,...,n) 

et lorsque x se trouve dans le voisinage du point x,, définie par les 

valeurs p,, 9, + 27, on a également 

Ym(%) = Bald — a) = P(t). ; 

Quand x passe du point x, défini par »,,% au point x, défini par 

Py» 9, + 27, t se transforme en # et l'on a par suite de l'équation (7) 

(23) 

Vu que la serie P,(t) est convergente pour toutes les valeurs de ¢ 

pour lesquelles |{| < 1, on doit avoir 

P(t’) = Pn(t). 

* Voir page 21. 
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Mais il suit des formules (14) et (17) que les fonctions P,,(t) (m=1,2,...,n) 

représentent un système fondamental d'intégrales de l'équation différen- 

tielle transformée en ¢ par la substitution (7). Le systeme d'intégrales 

P,(f) de cette équation différentielle en ¢ peut donc être exprimé en 

fonctions linéaires à coefficients constants des P,,(t) (m= ı,2,...,n). 

On a done le résultat suivant: 

Si |t| « 1 et que Von applique la substitution (23) on a 

Tu pm CE mE. PA) (m=1,2,...,n) 

Les quantités C,,,..., C,, sont des constantes indépendantes de t. 

On peut énoncer de méme que si.le second terme de l'équation 

différentielle (A) est égal à zéro les constantes C,,..., C,, sont assujet- 

ties à la condition suivante 

Se os em 

La propriété que nous avons obtenu pour les fonctions P,(x),..., P,(x) 

est tout à fait analogue a celle qui caractérise les fonctions nommées 

par M. PorwcamÉ fonctions zétafuchsiennes. 

§ 2. Une premiere methode de représenter les invariants d’une 

substitution qui correspond. a une ligne fermée qui embrasse les 

mémes points singuliers que Vanneau circulaire C. 

Soit comme dans le paragraphe précédent v,(£), ..., v, (£) un système 

fondamental d’integrales de l'équation différentielle (A) transformée en t, 
définies par les conditions que, pour ¢ = o, on ait 

r2 VU = p» = n — ne d'my, 

(1) Ba Dem’ dem cb 

et qui, par conséquent, peuvent être représentées par les séries suivantes 

7 gi m pn 

2) TO a Yt. JI» (m=1,2,..., 7) 
[n —m n —m 

* Voir POINCARÉ, Sur les groupes ete., pag. 202. 
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procédant selon les puissances entieres et positives de ¢ et convergentes 

pour toutes les valeurs de /, pour lesquelles |¢|< 1. Les coefficients 
„(z,) dans ces series sont définis par les formules de recursion (19) 

du paragraphe precedent. ye 

Le côté droit de l'équation 

(3) e. (t) = Ti (m—1,2, ...,n) 

ou 

pour 
s 

= Pos 9 — 5, (x nC M erm = pe") 

nous fournit donc une expression qui permet de calculer les intégrales 

d'un systeme fondamental ! qui correspondent à un point quelconque x, 

situé à l'intérieur de l'anneau circulaire X limité par deux cercles dont 

le centre commun est situé en «=o et dont les rayons sont égaux respec- 

tivement à |z, | et à | a, |. 
Posons maintenant 

(4) Vent) = en > 

(5) ij - DEMO 2 ; 
(© e27t\ 2A e fe vo 

En posant de plus comme au paragraphe précédent 

(6) in mex nn 

Il résulte immédiatement de la formule (14) du parseranhe: précédent que 2,(®), 

., 2n(@) forment un systeme fondamental d intégrales. 
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on a, comme on s'assure facilement, 

(7) DCE) = Vm (to) 01 (E) + Pe (to) Mo(#) H- --. LE Onn (tp), (E). mana) 

Soit maintenant ®, (0 — «,),..., S, (r — x,) les éléments des fonctions 

z,(x),...,2,(x) qui correspondent au point x, et à la paire de valeurs 

Pos %. Lorsque la variable x décrit un contour fermé L, qui ne se 

coupe pas lui-même et qui embrasse les mêmes points singuliers que 

lanneau circulaire C, ces éléments subissent une substitution linéaire 

Dig (tye Waal Up ER =) Ore Ca) 

Us (to) Vs (fo) + + + Van(to) 
(8) SE : 

Ves) Vas to) rd e Vani to) 

Nous obtenons done pour les coefficients de cette substitution les expres- 

sions suivantes 
Inte Ady 

= I e ^— |] | 
(9) Amı — Va (to) >= E +> im '(®o) 17 + y x 

v=0 | eu + I | 

où l'on a 

knx = © pour A<m mais 

x “Am 

(10) I e oe I 

Um = |i—m TUE EUN pour A> m. 

e À + I 

La quantité h qui entre dans l'équation (9) est une quantité positive, 

laquelle, le point x, étant fixé, peut être choisie arbitrairement, pourvu 

pourtant que sa valeur ne dépasse pas celle que le membre droit de 

l'équation (4) au $ 1 obtient, lorsque l'un des deux points x, ou x, est 

situé sur un cercle limite de C, tandis que l’autre de ces deux points 

est situé sur l’autre cercle limite ou à l'intérieur de C. 

Si en désignant par po, et o, les rayons des deux cercles limites de C 

(p, « p,) l'on pose x, = p, , v, = p,, et par conséquent x, = \p,p,, On ob- 

tient les expressions des coefficients de substitution données par M. POINCARE.' 

|! Voir PorNcARÉ, Sur les groupes ete.. pag. 211. 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 3 mai 1890 3 
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Soit x, un point quelconque, appartenant à un anneau circulaire X,, 

concentrique à l'anneau C et situé à l'intérieur de ce dernier. 

Les séries 

de méme que les séries 

(11) V) = X its 
(51,2, ...,u) 

qui représentent les coefficients des différentes puissances de « dans 

vlt) — (0 va (£) Ns vis (t) | 

(vaya) Eee Lm 
(12)... yo Ar: 

vt) Val) Lt) 20 

wo" + V,(t).o"? +... + V,_1(t).o + V,(t) 

sont convergentes pour toutes les valeurs de /, pour lesquelles |t|< r. 
Les fonctions 

sont formées par l'addition et par la multiplication des coefficients de 

l'équation différentielle (A) p,(x,),...,p,(«.), des dérivées de ces coeffi- 

: h à : > 
cients, de æ,, de — et de certains nombres rationnels (voir formule (19) 

TEL 

du paragraphe précédent) Si par conséquent p,(x,),...,p,(a) sont repré- 

sentés à l'intérieur de C par des séries procédant selon les puissances 

 entiéres positives et négatives de x, on obtiendra aussi d" (z,) et V^ (a) 

exprimées sous la méme forme. 

Soit maintenant A, la limite supérieure de A lorsque x, varie à 

l'intérieur et sur la limite de X,; prenons : 

o<h «h«h, 
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et posons 

R,—L—, 
Ice ^ 

Be 
R = ———. 

l'ex A 

On a alors 

pv eco 0: 

Si l'on fait alors parcourir à x, tous les points à l'intérieur et sur la 

limite de X, et si l’on donne à / toutes les valeurs pour lesquelles 

|t| < R,, il existe une limite supérieure que les modules des coefficients 

de l'équation différentielle. (A), ‘transformée en /, ne peuvent jamais de- 

passer. De cette circonstance, ainsi que de la procédure employée par 

WEIERSTRASS ' ainsi que par Brior et Bouquer * pour démontrer la con- 
vergence des séries 

QR EA (m—1,2,...,2) 

il résulte immédiatement que les séries 

A=1,2,..., 
v, (t) (e E 

ainsi que les séries 

V(t) (121,2, ...,n) 

considérées comme fonctions de z, aussi bien que de ¢, sont uniformément 

convergentes dans le domaine X, et |/| < EK. 

De cette derniére circonstance résulte que les séries 

à t = 
(9) Uni — Una (f 0) = Kina == » Pint (Ho ET Grasses”) 

' Wererstrass, Uber die Theorie der analytischen Facultäten. Journal für Ma- 

'thematik, Bd. 51, pag. 43, et SorHIE KowaLevskr, Zur Theorie der partiellen Diffe- 

rentialgleichungen. Einleitung. Journal für Mathematik, Bd. 80. 

? Bnror et Bouquet. Recherches sur les propriétés des fonctions defimes par des 

équations différentielles. Deuxième mémoire. Journal de l'école polytechnique. 

Cahier 36 (Tome 21), page 133 sqq. 



20 G. Mittag-Leffler. 

et 

(13) V, (to) =. Vo (Xo) fo» £ (u=1,2,..,n) 

les quantités À et ¢, étant des constantes données, sont uniformément con- 

vergentes pour toutes les valeurs de x, appartenant au domaine X,. 

Les séries (9) et (13) peuvent done, en vertu d'un théoréme de M. 

Weierstrass, être transformées en séries procédant selon les puissances 

positives et négatives de x, et convergentes dans le domaine X,. 

Les série n 
V, (ts) Soria eal) 

sont les invariants cherchés pour l’anneau circulaire ©. Ils sont inde- 

pendants de x, et si l'on pose par conséquent 

i=+x 

(14) yr (Xo) = 2. Ne Dos (H=1, 2) 000 0 

chacune des quantités 

ES Nee 

I u ro a) 
( 5) v=0 ph 9 Vera 

doit être égale à zéro et lon doit avoir - 

(16) V = > Lo - 0o- (121,2, ...,") 
v=0 

Cette formule nous donne l'une des expressions, que nous nous 

sommes propose de déduire pour les invariants. Elle ne contient plus 

%,, comme le fait l'expression donnée par M. PorvcARÉ, mais elle con- 

tent encore la quantité positive arbitraire 7, dont la valeur -de l'in- 

variant est indépendante. Les coefficients V7, (p — 1,2, ..., ; » — 0, 1, 2, ...) 

: > h : 
sont des fonctions rationnelles de —, et pour f£, on a l'expression 

A Ti 

, e ^— I 
Vie . 

e hae y 

———————— 

* WEIERSTRASS. Zur Functionenlehre. Abhandlungen aus der Functionen- 

lehre. Berlin 1886. Pag. 73. 
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La quantité À est positive et comprise entre les limites ' 

(17) o <h « loghs,' 

p, designant le rayon du cercle limite intérieur et p, le rayon du cercle 

limite extérieur de C. 

Supposons que les coefficients de l'équation différentielle (A) soient 

des fonctions rationnelles de x, de manière que cette équation puisse s'écrire 

sous la forme (voir l'introduction) 

d" y 152 (2) day Pia) d'y Paw). 

(B) dar Py dar dr Py) ae RE HR P (+) Ri 

ou 

P,(«) E (a m a)" (a m a, ̂  Wa" (x == a)" 

et 

P,(&) = A, ae A. + vs + eee +- d. (r-1,2, ...,n) 

Supposons de plus que les coefficients d5"(z,) (m = 1,2,...,m, 

»—0,1,2,...) dans les expressions (9, § 1) des coefficients de substitution ; 

soient exprimées explicitement en fonctions de: P,(z),..., P,(x) et de 

leurs dérivées. Les fonctions 7 '(x,) sont alors des fonctions rationnelles 

de x,,a, ,...,a, et des fonctions entières rationnelles de A,, (r=1, 2,...,n, 

: h : Fe 
q=0,1,2,...,p,) et du quotient —. Tous les coefficients de ces fonc- 

7 

tions sont des nombres entiers. 

SE on caleule ler aoettiejenta V^ x). (go 1,25. E 7 Y= Oy 1 4:2°, =. -) 

dans les expressions (13) qui représentent les invariants substitutionnels 2 I , 

ces coefficients seront aussi des fonctions rationnelles de 7,,4,,..., a, et 

2 " : h 
des fonctions entières rationnelles de A,, et de —, dans lesquelles les 

TL 

coefficients seront des nombres entiers. 

Il n’est point difficile de montrer, que les series (9) et (16) sont 

uniformement convergentes. dans chaque domaine fini des quantités A,, 

(r = 1,2,...,%,g =0,1,...,p,); ces séries peuvent donc être ordonnées 

selon les puissances entiéres.et positives de la variable f, et de ces quan- 

* voir la formule (5) du § t. 
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tités A,, et elles restent convergentes pour tous les systèmes de valeurs 

finies des A,,.' Les coefficients des différentes puissances de ¢, et des A,, 

dans les coefficients substitutionnels sont des fonctions rationnelles de 

: EN : h : 
©, 4,,+++,4, et des fonctions entières rationnelles de —, et dans les in- 

7 

rariants ce sont des fonctions rationnelles de a, ,...,«, et des fonctions 

x h 
entières de —. 

- mu 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant: 

Soit X un anneau circulaire dans le plan de x, ayant l'origine pour 

centre et ne contenant dans son intérieur aucun point singulier de l'équa- 

tion différentielle (B). 

Les: invariants substitutionnels pour chaque substitution que l'on obtient 

en faisant parcourir à la variable indépendante x un parcours fermé, ne se 

coupant pas soi-même et embrassant les mêmes points singuliers que l'anneau 

circulaire X, peuvent être représentés toujours sous la forme de séries procé- 

dant selon les puissances entières et positives des coefficients 

r—1,9,..., 
A ae) 

et de la quantite 

on on 
ty = qu ux 

e ^ LI 

h signifiant une quantité positive arbitraire, contenue entre les limites (17). 

Ces séries sont convergentes pour tous les systèmes de valeurs finies des 

quantités A Les coefficients de ces séries sont des fonctions rationnelles 
rq* 

V - a : h : 
des quantités a, ,... a, et des fonctions entières rationnelles de ET dont les 

p 

coefficients sont des nombres entiers. Les invariants, dont les valeurs sont 

représentées par les sommes de ces séries, sont indépendants du choix de 

la quantité arbitraire h, pourvu que cette dernière soit prise entre les limites 

fiwées. ! 

! voir Poincaré. Sur les groupes cte., $ 3. 
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$ 3. Une seconde manière de représenter les invariants d’une sub- 

stitution qui correspond à un parcours fermé embrassant les 

mémes points singuliers que Vanneau circulaire C. 

Soit r, un point quelconque à l'intérieur de C et introduisons dans 

l'équation différentielle (A) au lieu de la variable indépendante x une 

autre variable 7, définie par l'équation 

(1) T = TE. 

* 
Designons de plus par w,(t,7,),...,w,(z, r,) un systeme fondamental 

d’intesrales de l'équation différentielle transformée, défini par les condi- 8 , P 
tions que pour 7 — 0 on ait 

d'y = dm U, 

(2) a yon m,v<n It RETE m 

Dans le voisinage de t= o ces intégrales sont représentées par des séries 

de la forme : 

Du —m Tcv 
= ; Pe n+y Ce Y dax 

(3) us (t , Ly) = [n—m UE m d- Y x ) —— (m=1,2 n) 

y=0 

Les: coefficients 7% (x) (m= 1, 25.-.,%, »= 0,1, 2,.:.). peuvent 

être obtenus de la méme maniere que les points d» '(x,) dans le 

1. On obtient aussi des formules de récursion absolument analogues 

eux celles que nous avons obtenu (19) $ r: 

[n — UE. ZU (ay ) In — 2 at” (ay 
= [v MURUS TES. + = [n — m], TUUS + 

[n cm Hs yt i) Ge [n — m], | ms 

f. X 

4) [n c mime + rm ends) V. me. n I ENE *( ar.) 
E werte ial EDI + [ =F isn pa CES: : + 

poe geo, [x PEN, =e 1] Me ph [n ES £» (z,) 1 

ACE VE x E Ee "In+v 
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Dans ces formules [g], (»=0,1,2,...) désigne une constante définie 

par l'équation i e 

(s) Ge — 3 = wilg) + [alu + Cau? + 4 
On a par conséquent: | 

(6) [ak =: et [o] — o, (01,2. 

Nous poserons de plus 

(7) [g], = © pour. ser 

Le symbole g5'"(z,)) (m 1,2,...,^5,» —0,1,2,...) désigne l’expres- 

: dh tv, : Bron : - 
sion de —— que l'on obtient en différentiant (A), en posant ensuite 

dant’ 

vr — x, et en ayant égard aux équations (10) du § 1. Le rayon de 

convergence des séries (3) peut étre obtenu de la maniere suivante. On 

prend sur la ligne droite qui unit le point æ — o avec le point x — a, 

deux points æ et z",|z'|-|z"|, de manière que l'une de ces deux P , , 
points au moins soit situé sur la limite, et l'autre à l'intérieur ou à la 

limite de C, et que l'on ait en plus , q 

(8) % = aa. 

Le rayon de convergence des séries (3) est 

” 
a ; I 

(9) "= 3 log Te 
a 

Il est à remarquer aussi que le rayon de convergence de ces séries reste 

égal à A, si lon introduit partout x,e” à la place de x, 8 désignant 

une quantité réelle quelconque. 

On remarque facilement que, de méme que u,(T, 2), ..., w,(c, %) 

représentent un systéme fondamental d'intégrales de l'équation différen- 

tielle transformée (A), de méme les quantités 

x 

(10) ml) = (log , 2) ; (m=1, 2,...., 2) 
0 4 

dans. lesquelles log — = pour p == putt 0 Ur epe ETE MM 
9 
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représentent un système fondamental d'intégrales de l'équation différen- 

tielle primitive en x. 

Il résulte aussi de la manière même, dont nous avons trouvé les 

séries (3), que les quantités 

ust 57 i0 , duele) En 10 my 

représentent un systéme fondamental d'intégrales de l'équation différen- 

tielle (A) transformée en z à l'aide de l'équation (1); et que les quantités 

v ;: à 
4 

n, (log x gie , Le ) (m=1, 2, ...,n) 

dans lesquelles == 1 pour p — p, et 4 — 4, + 0, représentent un 
0 

système fondamental d'intégrales de l'équation différentielle primitive en x. 

Posons maintenant 

du, (ct, 2) 
(1 1) Uma (T ? Do) = — (Raise ta) 

et soit / un nombre entier positif, suffisamment grand pour que l'on ait 

, I= 27 
, 

(12) mos h. 

E : 271i 5 : 
Le point 7 = 76 + Fi appartient dans ce cas au domaine de convergence 

des series qui representent les valeurs des fonctions 

u,(r — 10 , ae) (m=]1,2,...,n) 

dans le voisinage de c = i0. 

On voit maintenant sans difficulté que dans le voisinage immédiat 

27 2 
de r= p et par conséquent pour toutes les valeurs de z, on a les re- 

lations 

(13) 
/ x 27 

wi 7) (m=1,2 n) 
un et u|T— 7 , Doe ) pry cers 

„Acta mathematica. 15. Imprimé le 5 mai 1890. 4 
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desquelles découle 

2zi 2i, 
í 27 EU 270 TA mv 27 

| UT — = NA = Uma T To” ME 2, Hoe ee us 

22i. " 2ri 

270 wii, 270 TE 
re Un [9 Ue Ju 7— 2 m T€ , 

2zi - 27i ri 

25 27 270 I , 27 IE 
nl? 27, Bye nil. po Moe u en ope aN | spas” 

| (27m 22 271 3 r ) 
(1 4) | zB Us| Ts Te Jnd t Des 3p ) 

, oat , . ant 

27% (aE 271 EN x Br 
uy — (L— 1) x,e = Ua po Ue )u,(t— 270, 2,67) + 

D a (eum 

Zu een . 2; + Unnl 7» Moe une 27,26) 

| Y (m=1,2,...,n) 

Si l'on pose maintenant 

(15) OE Es mite 

en remarquant que 

, oni) _ , , x WO (ris que m secar (m=1,2,...,n) 

on voit que 

| Uy lo a cu Ee zu ; 2, n.r, 2)... 

(17) 
2710 N . 

=F ee ) To u, (7 ’ En (m=1,2,...,) 

m (2700 
Les quantites asl T 5 2) (m = 152) AT Ane I IE 

les coefficients de la substitution que l'on obtient en appliquant l'une 

aprés l’autre les substitutions dont les coefficients sont 

yay EN 2m eae 2zi (D 
Una l , x.) , syl L ? T€ ) D DELE na , re ® 
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Nous exprimons ceci par l'équation suivante: 

[ 2ni + 270 | 
dir Qm Yo pes An TED. To 

27 270 
a l , un ) , , ce , Ky | 

2zi \ 5 DT 27i YS 2ri 
zm Y Zub Zu = ZI = 

wal l ? Do ) pro , "um ? 1, ) "aT , T€ t ) , , nt TRAE Tye! ) 

2zi AD (27057. uU 
Hl» Foe enr (ar ne 

Des équations (10) et (17) il résulte que lorsque la variable inde- 

pendante x en partant du point z, décrit le contour ferme L, qui ne 

se coupe pas et qui embrasse les mêmes points singuliers que l'anneau 

circulaire C, les éléments des intégrales &(x), &(æ),..., &(x), qui cor- 

respondent au point x, et a la paire de valeurs p, , %, se transforment en 

d'autres éléments à l'aide de la substitution: 

2 \ 257 | 
Hy vm? Lo | ies EON | ayn ( TE Vo ) | 

Les expressions que nous avons obtenu pour les coefficients d'une pareille 

substitution peuvent étre présentées sous la forme de séries: 

(19) le , 2) = X m, À (a) | T ) 

v=0 d 

y 
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dans lesquelles les fonctions 
/mz1,2;...,n) 

malen) 2 (221.218 

peuvent étre exprimées immediatement par les fonctions 

27i m-—1,2,...,n 

ny ae) (ions) 
Xn . v=0,1,2,... 

Les invariants sont les coefficients 

27i 
Mia u,(=) (121,2, ...)”) 

des différentes puissances de w dans 

(20) 

et peuvent étre représentés sous la forme 

(21) (0 WP =¥ acne), ee 
les expressions des coefficients: 

=. 12. 
Aj (To) E 

à l'aide des coefficients des séries (19) s'obtenant immédiatement. 

Les expressions des coefficients substitutionnels que nous venons de trouver 

coincident pour |l = 1 avec celles données par M. HawBuncEn.' 

Pour la convergence il est alors nécessaire que la quantité positive 
D 

h' soit assez grand pour qu'on puisse mettre en (12) / = 1. C’est cette con- 

dition qui fait la restriction à la methode de M. Hameurcer et dont M. 

PorNcARÉ? était parvenu déjà à se libérer, mais d'une toute autre maniére J , 

que celle que nous venons d'employer. 

Über ein Princip ete. 

? voir page 3. 
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Tout a fait de la même manière, que nous l’avons fait pour les 

fonctions v,(t), V,(&,) au $ 2, on peut démontrer maintenant, que les 

séries 

et 

270 
UT ) (11—1,2, ...,n) 

\ 

pour des valeurs suffisamment grandes de /, peuvent être transformées en 

séries procédant d’après les puissances positives et négatives de m,. 

Vu que les invariants 

sont indépendants de x,, les séries doivent se réduire pour eux à un seul 

terme indépendant de x. On n'a besoin de calculer, par conséquent, que 

le terme 4,, dans le développement de 

= + 

a Milo) =, £ Xin | (Sha) 

et l'on obtient alors: 

27i E E rd (23) | Ur) => ET): rhum 
v=0 

Dans cette expression des invariants / designe un nombre entier 

positif quelconque, assujetti seulement a remplir la condition 

(24) | TM 

ou o, est le rayon du cercle limite extérieur et op, le rayon du cercle 

limite intérieur de C. 

On obtient des formules particuliérement intéressantes en faisant 

croitre 7 à l'infini et en calculant les limites auxquelles tendent alors les 

termes différents dans l'équation (23). Nous allons étudier ce cas dans 

un autre mémoire. 
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Si l'équation différentielle proposée a la forme (B) — voir l’intro- 

duction — les coefficients: 
141—122; 7.710. 

y : Aca 
X ado) . en à 

dans l'expression (19) des coefficients substitutionnels sont des fonctions 
2ri 

rationnelles de e' , de a, dea,,..., a, et de A,, dont les coefficients sont 

des nombres entiers. Les coefficients 

M (Genes) 
1,0 VO ds = 

: : ‘ (270 : : 
dans les expressions (23) des invariants Fer) sont des fonctions ration- 

m 

nelles de e' et de a,,..., a, et des fonctions entieres rationnelles des A,, 

dont les coefficients sont des nombres entiers. 

Les séries (19) et (23) peuvent étre écrites sous la forme de séries 
" " ER s 27i 

procédant selon les puissances entieres, et. positives de ur et des quan- 

tités A,,. Par rapport à ces dernieres elles sont toujours convergentes 

(voir page 21). Les coefficients de ces séries sont des fonctions ration- 
2zi 

nelles en 2,, 4, ,...,4, et en e’ qui dans la formule (23) ne contient 

plus x, et dont les coefficients sont des nombres entiers. 

Nous pouvons done entre autres énoncer le théoréme suivant: 

Soit X un anneau circulaire, qui a l'origine pour centre et qui embrasse 

un certain nombre de points singuliers de l'équation différentielle (B). Les 

invariants de chaque substitution, que l'on obtient en faisant parcourir à la 

variable indépendante x un contour fermé qui me se coupe pas soi-même et 

qui embrasse les mêmes points singuliers que l'anneau circulaire X, peuvent 

toujours être représentés sous la forme de séries ordonnées selon les puis- 

sances entières positives des coefficients 

et de la quantité 

où 1 désigne un nombre entier positif qui peut être fixé arbitrairement à 

partir d'une limite inférieure donnée. 
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Ces séries sont convergentes pour tous les systèmes de valeurs finies des 

A,,. Les coefficients de ces séries sont des fonctions rationnelles des 4, y... Uy 
2ri 

et de e' dont les coefficients sont des nombres entiers. 

§ 4. Représentation analytique des invariants d’une substitution 

correspondant a une ligne fermee qui embrasse des points sin- 

guliers, tous situés sur une méme ligne droite. 

Soient a et b deux points singuliers quelconques. Parmi les ellipses 

confocales, dont les foyers sont les points a et b, il y en a une infinité, 

qui jouissent de la propriété de ne point embrasser d'autres points sin- 

guliers que ceux qui sont situés sur la ligne droite allant de a à 5. Dé- 

signons par a et f le grand et le petit axe d'une telle ellipse. 

Posons 

A l'aide de cette substitution, la partie du plan des x, limitée: par la 

ligne droite allant de « à D et par la périférie de l'ellipse considérée, 

est projetée dans le plan des z soit sur un anneau circulaire dont le 

cercle limite intérieur a pour rayon l'unité, tandis que le cercle limite 

extérieur a un rayon 
«f 

TEA 

| 2 

soit sur un autre anneau circulaire, dont le cercle limite extérieure a 

? 

l'unité pour rayon, tandis que le rayon p, du cercle limite intérieur est 

déterminé par l'équation 
I [m B 

fx p |b—a 

2 
* 

A la ligne droite double, allant de a à 5, correspond par conséquent 

dans cette substitution le cercle dont le rayon est égal à l'unité, tandis 

que la périphérie de l'ellipse considérée est projetée tant sur le cercle 

: b: 
dont le rayon est p que sur le cercle dont le rayon est égal à -. 

Pp 
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Si l’on considère dans le plan des x une ligne fermée continue L, 

qui n’a pas de points doubles, qui entoure la ligne droite (ab) et qui 

n'embrasse pas d’autres points singuliers que ceux situés sur cette ligne, 

les coefficients de la substitution correspondante ne changent point, si au 

lieu de la ligne primitive L, nous prenons une ligne fermée quelconque 

sans points doubles, située toute entiére dans la partie du plan des x 

limitée par la ligne droite (ab) et par la périphérie de l'ellipse considérée. 

A l'aide de l'expression de x en z la ligne LL, se trouve projetée 

‘sur deux lignes L! et L/, dont chacune appartient toute entière à l'in- 

térieur de l'un des deux anneaux circulaires correspondant à l'intérieur 

de l'ellipse. 

Si lon parvient à représenter les invariants des substitutions qui 

correspondent aux lignes L; et L/ pour l'équation différentielle (A) trans- 

formée en z, on trouve par là méme l'expression des invariants de la 

substitution correspondant à la ligne L, pour l'équation différentielle 

proposée. n 

Si l'on observe maintenant que les deux constantes dans l'expression 

de x en z sont des fonctions entieres rationnelles de a et b, a et b étant 

deux points singuliers de l'équation différentielle proposée, on voit immé- 

diatement, que dans le cas où les coefficients de l'équation différentielle 

sont des fonctions rationnelles, c'est à dire dans le cas ou l'équation diffé- 

rentielle a la forme (B), les deux théorémes énoncés à la fin des paragraphes 

2 et 3 subsistent avec le changement suivant: au lieu de dire que le 

»parcours» dont il est question dans ces théorémes peut toujours étre 

inserit dans l'intérieur d'un anneau circulaire sans passer par aucun point 

singulier, on doit dire maintenant que ce parcours embrasse toujours les 

mémes points singuliers, situées sur une méme ligne droite. 
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SUR UN PROBLEME DE REPRESENTATION CONFORME 

PAR 

GUSTAV CASSEL 
a STOCKHOLM. 

Les auteurs qui se sont occypés du probleme de la représentation 

conforme d'une aire plane sur l'intérieur d'un cercle Wont jusqu'ici, que 

je sache, traité que des cas où l'aire considérée est limitée par un nombre 

fini d'ares réguliers de lignes analytiques. Cette circonstance donnera 

peut-étre quelque intérét aux pages suivantes où je m'occuperai de la 

représentation conforme d'une aire dont le contour est formé par une 

infinité d'ares de cercle. 

Dans une note intitulée Ein Beitrag zu Poincare's Theorie der Fuchs - 

schen Functionen,' M. H. Weser a traité le probléme d'exprimer par des 

fonetions uniformes d'une variable auxiliaire deux variables remplissant 

une équation algébrique de forme hyperelliptique. A cet effet il com- 

mence par résoudre le probléme de représenter conformément sur un 

demi-plan une aire U définie de la maniere suivante. Imaginons une 

aire U, limitée par un nombre fini de circonférences ayant leurs centres 

sur l'axe réel et ne possédant pas de points communs. Soit U l’en- 

semble des points de U,, dont la deuxiéme coordonnée est positive. 

Il est facile d'étendre l'étude de M. WEBER au cas où les circon- 

férences données sont en nombre infini, du moins sous une supposition 

que nous allons préciser tout à l'heure. 

! Nachrichten d. Ges. d. W. zu Gottingen, 1886. 

Acta mathematica, 16. Imprimé le 12 mai 1890. on 
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Nous pouvons représenter les divers cercles par les symboles C,, y 
parcourant toute la série des nombres entiers positifs. 

Soit c, le centre du cercle C, et soient a,, b, les deux points où 
u 21 ? ‘€ "à . 1 À 1 Y ce cercle coupe l'axe réel; soit b, — a,. Désignons par C,,, et par C, s 

les cercles voisins du cercle C,, à droite et à gauche. Désignons de plus 

par 4,4; et b,,5, respectivement par a, 

les cercles C,,, et C, coupent laxe réel. Si aucun cercle ne se 

trouve le plus prochain du cercle C, du cóté positif nous conviendrons 

. A 
_ et by 3) les deux points où 

de désigner par &,,; le point le plus prochain situé de ce côté qui est 

pour les cercles un point limite. Il n'y aura pas lieu de considérer le 

symbole 6,.,,, dans ce cas. Nous ferons des conventions analogues à sujet 

des symboles a,_,, et 0,1, de manière que si aucun cercle n’est le plus 

prochain du cercle C, du côté négatif, le symbole b,__;, désignera le point 

limite le plus prochain, tandis que a, , n'aura aucun sens. Dans le 

cas où il existe deux cercles entre lesquels se trouvent tous les autres, 

nous convenons de considérer ces deux cercles comme voisins. 

Nous pouvons supposer, sans que cela implique de restriction à la 

généralité, que toutes les circonférences données se trouvent dans un do- 

maine fini. En effet il est toujours possible de satisfaire à cette condi- 

tion par un changement linéaire de variable. 

Supposons enfin que le rapport anharmonique 

bu E b, Gu FLE Ay 

Dun — Ay An(+1) — by 

ait une limite supérieure finie quand y parcourt la série de tous les 

nombres entiers positifs. 

Nous nous proposons de trouver la représentation conforme du domaine 

U sur la moitié d'un plan. 

Pour résoudre ce probléme, nous n'aurons qu'à suivre une voie tout 

à fait analogue à celle qu'a adoptée M. PHRAGMEN pour exposer les ré- 

sultats de M. Weser, dans un cours professé à l'université de Stockholm 

en 1889. J’ai présenté cette solution à la Conférence de mathématiques 

de la méme université, ou elle donna lieu à une discussion à laquelle 

je dois certaines simplifications de détails. 

Voici comment on peut opérer: 
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Faisons correspondre a chacun des cercles ©, une substitution liné- 

aire A,(w) résultant de deux inversions successives par rapport au cercle 

C, et a l'axe réel.’ 

Désignons par U, le domaine transformé du domaine U, par la 

substitution linéaire A,(w). Ce domaine se trouve tout entier à l’inte- 

rieur des C; 

Soient aj, ci, bf les points transformés de «;, c,, b, à l’aide de la 

substitution A,(w). J'emploie pour les substitutions d'ordre supérieur la 

notation suivante: 

A, (Ayu) = 4, (2), 

Ann) Ar. (@), 

et ainsi de suite. Par la substitution A,, les points a,, ¢,, b, se trans- 

forment donc respectivement en les points a7', c7, 07, et ainsi de suite. 

Je désignerai par 
U 
TT 

le domaine transformé de U, par la substitution 

A Vee * 

On a 
A, (ut) =, 

de manière que la substitution inverse de A,(w) est la substitution A, (w) 

elle-même. Par conséquent, l'inverse de la substitution — - 

A, esu) 

est la substitution 

«re (E 

Etudions maintenant le produit 

7 DER btt Vp ee Vk 
fe — dy b, = 6; | 

lj (— =) = ae aaa 
MU — by im db vp 7 4 DE u 

ou y doit parcourir toute la serie des nombres entiers à partir de 

l'unité, et l'indice »,...», toutes les combinaisons et les arrangements 

© Voir: PorxcARÉ, Mémoire sur les groupes kleinéens. Acta mathematica, 

I DOS sie 
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d'entiers positifs, à l'exception de ceux oü deux nombres égaux se 

suivent et de ceux dont le premier nombre est égal à y. 

Si nous envisageons un domaine qui n'est pas coupé par une in- 

finité des cercles C, ou leurs transformés par les substitutions A, ,,, nous 

savons qu'il ne se trouve dans ce domaine qu'un nombre fini des points a, 

et b,, dans lesquels l'un des facteurs de notre produit est nul ou infini. 

Si nous laissons de cóté ces facteurs, le produit converge d'une ma- 

niére absolue et uniforme dans tout le domaine considéré, pourvu que 

la série : 
> | p a dos] 

soit convergente. 

C'est en effet ce qui a lieu dans tous les cas ou nos conditions sont 

remplies. 

Il est clair que deux quelconques des domaines U, n'ont jamais 

de parties communes. Donc, la somme des parties de l'axe réel qui se 

trouvent dans l’un quelconque des domaines U, ,, à l'exception du do- 

maine U,, est nécessairement plus petite que la somme des diametres 

des cercles C, originairement données. En vertu de ce que nous avons 

supposé, cette somme est finie. : 

Par conséquent, si nous designons par JD, , la somme des parties 

de l'axe réel intérieures à U, ,, la série 

Bm pee Vie 

est convergente. Le signe (') prés du symbole de sommation signifiera 

que le D qui correspond au domaine U,, est supprimé. 

Le domaine U, 

par la substitution A 

..4, est comme nous l'avons vu le transformé de U, 

45^: Ecrivons cette substitution linéaire sous la forme 

Par la substitution À, uw se transforme en w. Si nous attribuons à 

w la valeur oo, w prendra la valeur g. Donc, q est intérieur au cercle 

C,. D'ailleurs g est réel comme il est aisé de sen assurer. 

Désignons, pour abréger, par 

and. BD 
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les transformés par la substitution 4, , des points 

BON ODE ee. 

Nous aurons: 

te De =. (Gay X783 b,), 

ou y doit parcourir toute la série des nombres entiers positifs. 

D'ailleurs: 

, 

hay = I) ar m Em UC+ 1) 4543) — d 

2 m 
b= p + a 

—— (i 

cR Aut) = Op 

= Da. ae > Cancer — Abu — q) 

Puisque q est situé en dedans du cercle »,, tous les termes de cette série 

ont le méme signe. 

Si l'on observe que 

, £ m(b, 1) b (t). ( 1 (by, 

À 1 (by, —q\q — a) 

on pourra éliminer m et lon aura 

/ PE b a) Gu — by, 

(A) a D, Vie = (b, Je &,) À : ag : nee N ; e 

E ; "b Gy Gy) e (41) — qXbs — 9). 

Dans l'expression entre [] du deuxiéme membre de l'équation (A) chaque 

terme est positif et différent de zéro. 
. Si nous considérons des substitutions différentes À, dont l'indice 

commence par »,, g prendra des valeurs différentes dans l'intervalle 

&,...b,. De plus, nous pouvons choisir à volonté l'indice »,. Je dis 

que, quand nous envisageons toutes les combinaisons des substitutions 

originairement données, la limite inférieure de l'expression entre [] est 

différente de zéro. Lorsque nous n'avons en vue que cela, il nous suffira 

d'étudier l'expression | 

(b, — aq — a,)| D Oy) dy (41) — by | 
f(a) = n (aba — a)  (q — b,Xg — ec 
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qui est, en effet, dans tous les cas plus petite que l’expression qui se 

trouve entre [] au second membre de l'équation (A). 

Posons, pour abréger 

a, — b con = We 
a 

On voit que les quantités a,7, sont positives et que l'on aura: 

ee! EN 32 | . | 
'|q — bc» Ay) 7 | 

Différentiant par rapport à g nous aurons 

U CRE , Bite e 

qe 7|( 0,4(4-1) — ge RG Fi NEUE p 

Pour les valeurs q = «a, et q — 5, f(q) prend la valeur 1, comme il est 

aisé de s'en assurer. Donc f'(g) prend la valeur o pour une valeur de 

q entre b, et a. Pour d — a, on a 

] 1 
(a) x r\a +7 B I 

c'est a dire négatif. 

Au contraire, pour g = b, on a 

f'(a) = 

ce qui est une valeur positive. Il résulte de là que /(g) prend une va- 

leur minimum dans l'intervalle a, ...5,. 

La valeur 4 pour laquelle /(g) prend cette valeur minimum est 

donnée par l'équation 

da) = J VE va ty 
q — bc» P VB + P 

ou toutes les racines doivent étre prises dans le sens positif. 
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Posons: 

gy cy — ÀVa. Va AP (f 

q— bien = AVE. VB + 73 

on aura: 

Ayc+1) — bn ae Bidet c SS SS Se ree 
V4v& rt VENB +r Vava+r+VBVB +7 

et 

0 — 1{4 a Mapa 21/8 Bear — 2 

we | 
? ANBNR Pf AVaVa +7 

Il -est facile de voir que cette expression a une limite inférieure diffé- 

rente de zéro. 

En effet on obtient apres quelques reductions: 

Je 2 
f(q) = 5 IE 

rs Us 
Vi Hay: rs 

Or nous avons suppose que 

bu) =: b, Gu(-p1) — Ap 

buy — An p41) — by 

reste toujours inférieur à une certaine quantité g. Done on a 

3+7 a 
LL IUS 

Pg [74 E CU 

par conséquent 

F< 9, L «cg, 

et enfin: 
3 2 

|, — | <(1 $597). Du. 

d'où il suit que la série 

2,2 | b, n a), | 
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ou, ce qui est la méme chose, la série 

est convergente. 

Or on sait que cela suffit pour conclure que le produit 

2 DN Ye 

tee) Vy. Yk 
vis LEE by / 

est uniformément convergent dans tout domaine qui ne renferme pas une 

infinité des points a7-" et bi” ou de leurs points limites. Done ce 

produit représente une fonction analytique uniforme. « 

Nous avons formé le produit dont nous venons de démontrer la 

convergence en faisant parcourir à y tous les entiers positifs. Considérons 

maintenant les produits partiels formés par tous les facteurs de ce pro- 
duit dont l'indice y est égal à un nombre donné A, et désignons par 

P,(w) ces produits partiels. 

Nous aurons done: 

(B) 
Pu) — Y] wap 

yis VE 
vA (Hp bj 

Voici maintenant comment il est possible de résoudre, a l’aide de cette 

fonction P,(w), le probleme que nous nous sommes proposé. 

Il est aisé de voir que 

Voor Vi Vy. VEIL Vies Yi 

A,(w) — a; u — a4 ey — aX 
yi... V we Vib L TES 

A,(u) — b; a — bU e, D” 

Nous avons par conséquent: 

PA; ()] =P) Blu): 

En effet, comme il est facile de s'en assurer, le point c, est toujours un , ? H J 

point régulier de la fonction P,(w). 
Si nous remplacons encore une fois w par A,(w), nous aurons: 

Pi(u) = Pe). PLA, (0) P (o) | Pu), 

d'où 



Sur un problème de représentation conforme. 4] 

Quand y diffère de A, P,(c,) est positif et par conséquent égal à l'unité. 

Si, au contraire, y = À, un facteur de P,(c,) est négatif, tandis que tous 

les autres sont positifs. Donc, dans ce cas P,(c,) est négatif et a la va- 

leur — 1. Dans tous les cas la fonction [P,(w)]” se trouve inaltérée 

par toutes les substitutions A, ,,. 

De ce fait il est aisé de conclure que la fonction [P;(«)]? a une va- 

leur réelle sur la circonférence de chaque cercle C,. En effet, les valeurs 

quelle prend dans les points symétriques par rapport à l’axe réel doivent 

étre a la fois égales et conjuguées. En outre cette fonction est réelle 
sur l'axe réel. 

Done la fonction P;(«) est réelle sur tout le contour du domaine 

U. Sur ce contour elle ne devient infinie que dans le point 6,. Or il 

suit de tout cela que la partie imaginaire de notre fonction ne peut 

sannuler à l'interieur de U; car dans ce cas il existerait toujours un 

domaine tel que cette partie imaginaire aurait une limite supérieure finie 

à son intérieur et s'annulerait sur son contour. 

Donc la fonction P;(u) réalise la représentation conforme du domaine 

U sur un demi-plan. 

En représentant conformément un plan sur lui-méme, on peut, comme 

on le sait, disposer à volonté de trois points. Ainsi notre probléme n'est 

entiérement déterminé qu'aprés qu'on a fixé les trois points du plan de 

4 qui doivent correspondre à trois points déterminés du plan de la 

fonction. 

Si nous convenons, par exemple, de faire correspondre aux points 
u — d, et w — b, les points =a, et x — fj et au point # = co le 

point z= co, on voit immédiatement que la fonction qui réalise la re- 

présentation conforme ainsi définie est donnée par l'équation 

P ras bt 

— = Pi(u). 
a — f, À ) 

Nous sommes donc arrivés à la solution définitive de notre pro- 

bleme. 

Mais, avant de finir, je voudrais ajouter quelques mots sur certains 

problèmes auquels on est amené par l'étude de la fonction P}(u). 
Acta mathematica. 15 Imprimé le 13 mai 1890. 6 
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L'équation cidessus pourrait tout aussi bien s'écrire sous la forme 

x — Ay 
—— P*(u), * UN Bu s » 

si on convient de désigner généralement par «,, fg, les points corres- 

pondant à &,, b,. Puisque le point # = co est intérieur au domaine U,, 
Be 

il est aisé de voir que la somme infinie 

X |«, — 6, 

a une valeur finie, et que, par conséquent, le produit infini 

I 

. L a — fi, 

converge uniformément dans le voisinage de tout point a l’exception des 

points a,, f, et de leurs points limites. 

Nous savons déjà que le produit 

= IL, P,(w) 

est uniformément convergent dans un domaine dont il n’est pas neces- 

saire de répéter ici la definition. 

D'ailleurs nous avons entre les deux fonctions x et y la relation 

suivante 

2 2 € — dy 

(©) y= | HP,(w) | Ho 

Ainsi nous sommes conduits à une équatiom transcendante de forme 

hyperelliptique, où mous pouvons représenter les deux variables comme des 

fonctions uniformes d'une variable auxiliaire. Ces fonctions se trouvent in- 

altérées par une infinité de substitutions linéaires, qui ne peuvent pas étre 

dérivées d'un nombre fini de substitutions fondamentales, mais toutefois d'un 

systeme fondamental de substitutions linéaires en nombre infini. 

En effet, il est aisé de voir que la fonction y reste inaltérée par 

chacune des substitutions 
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où n doit parcourir toute la serie des nombres entiers, sauf l'unité. La 

fonction y admet done le groupe dérivé de ces substitutions fondamen- 

tales. 

Voyons maintenant quelles sont les propriétés essentielles de la re- 

présentation des variables x et y par la variable w. A une valeur'ar- 

bitraire de z correspond en général une valeur et une seule de w dans 

le domaine U,. Dans le domaine U,, il se trouve une valeur trans- 

formée de cette valeur-la par la substitution .4,. A une valeur arbi- 

traire de x correspondent donc en général deux valeurs différentes de u 

dans le domaine U, + U, formé par l'ensemble de tous les points ap- 

partenant soit au domaine U,, soit au domaine U,. Pour ces deux 

valeurs de #, y prend en général des valeurs différentes, parce que les 

deux valeurs de y correspondant à une certaine valeur de x différent 

en général pas leurs signes. Par conséquent, si l'on prend un point 

analytique (r, y) remplissant la relation analytique (C), il y correspondra 

en général une valeur de w entiérement déterminée dans le: domaine 

UU. 

Ainsi, la représentation que nous venons de trouver du point analytique 

(x, y) à l'aide des fonctions uniformes P?(u) et IL,P,(4) satisfait partout 

aux conditions exigées par M. Weierstrass dans son cours sur les fonctions 

abeliennes, à l'exception seulement du voisinage des points essentiellement 

singuliers de la relation analytique (C). 

Tout comme dans le cas où les substitutions fondamentales sont en 

nombre fini, on est conduit, dans le cas que nous traitons, à une équation 

linéaire de second ordre qui peut s'intégrer à l'aide de la fonction Pi(w). 

Seulement, dans notre cas, les coefficients de cette-équation sont tran- 

scendantes, ce dont on s’assure sans difficulté. 

Il nous reste encore une question tres importante, qui toutefois .me 

semble présenter des difficultés considerables. 

Etant donnée une serie de paramètres réels o,, £,, il s'agit de 

trouver les conditions nécessaires pour que l'on puisse choisir les para- 

mètres a,, b,, de manière que la fonction x prenne les valeurs a, , 8, dans 

les points a,, bj; ou en d'autres termes: 

de trouver les conditions nécessaires pour que deux variables x et 
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y, liees entre elles par une équation de la forme (C), puissent s’exprimer 

a l'aide des fonctions 

P3(u) et U,P(u); 
ou encore: 

de trouver toutes les équations linéaires de la forme 

2 
= TX g(z)2 eer 

qui peuvent s’integrer à l'aide d'une fonction P;(w), ç(x) étant une 

fonction transcendante à coefficients réels. 

Ce qui rend cette question si difficile, c'est que les parametres a, , ß, 

et a,, b,, qui sont liés par des relations d'une nature fort transcendante, 

se trouvent en nombre infini; On ne peut donc pas avoir recours aux 

méthodes qu'emploie M. PorxcanÉ dans le cas où les paramètres sont en 
nombre fini.' 

! Voir POINCARÉ, Sur les groupes des équations linéaires. Acta mathematica, T. 4. 
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SUR UN THEOREME DE M. BRUNS 

PAR 

SOPHIE KOWALEVSKI 
à STOCKHOLM. 

Dans son mémoire De proprietate quadam functionis potentialis cor- 

porum. homogeneorum ^ M. Bruns a démontré le théoréme suivant: Soit 7 

un corps solide homogene limité par une surface fermée S, définie par 

une équation analytique W(x,y,2)=o. Si l'on désigne par V, la fonc- 

tion analytique qui coincide avec le potentiel de 7' dans chaque point 

intérieur à ce corps, cette fonction peut étre développée dans le voisinage 

de chaque point régulier w,,y,,2, de la surface S, en une série de puis- 

sances entières et positives de z — 2,, 9 — y, ,z — 2%. Il en résulte que 

cette fonction analytique V, existe aussi a l'intérieur de 7. Pour dé- 

montrer ce théorème important M. Bruns démontre d'abord l'existence 

d'une fonction analytique U, satisfaisant à l'équation 

T oT 

Au en pr 
oy” 

et jouissant des proprietes suivantes: 

1) Sur toute la surface S, on a 

aU eU eU 
to; = (8 — = O, — = O. 

Ou OY 92 

2) Dans chaque point régulier de la surface S , U peut être develop- 

pee suivant les puissances entières et positives de s—z,,y—y¥,,2—4. 

* Dissertation inaugurale, Berlin 1871. 

Acta mathematica. 15. [mprimé le 13 mai 1890. 
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Dans la note présente je vais m’occuper d’une transformation de 

l'équation différentielle AU en un systeme de coordonnées curvilignes, 

qui fait ressortir immediatement l’existence d’une pareille fonction U. 

Soit 2, , 9,2 1 
les coordonnées d'un point quelconque de la surface 

S; &,n,{ les cosinus des angles que la normale extérieure en ce point, 

s fait avec les axes de x,y,2z, et posons 

q o— E85 

Y = Y +75, 

g — £i +6, 

où la signification géométrique de s est évidente. Les coordonnées %,,Y,, 2, 

de chaque point de la surface S peuvent être représentées comme fonc- 

tions analytiques monodromes de deux variables w, v. La surface S 

n'ayant ni angles ni arêtes, €, 7, € sont aussi des fonctions monodromes 

de « et de v. 

æ,y,2 sont done des fonctions monodromes de w, v, s. 

proque n'a pas en général lieu. 

Le réci- 

Mais on peut toujours trouver deux 

surfaces fermées S, et S, dont lune enveloppe la surface S et l'autre 

en est enveloppée, et telles qu'à chaque point de l’espace limité par 5S, 
Q 

et ©, correspond toujours un, et seulement un systeme de valeurs w, v, 8, 

dans lequel le module de s ne surpasse pas une certaine quantité positive d, 

Transformons l'expression à différences partielles AU dans ces nou- 

velles coordonnées u,v, s. 

La formule bien connue pour cette transformation est la suivante:! 

Si lon pose 

da? + dy? + dz? = Pdu? + Qdv? + Rds? + 2pdvds + 29 duds + 2rdudv, 

Ou 

ou 

9y 

oz 

| Ou 

Où : 

QE = QR—p’, Qe qr — pP, 
WE = RP —q', Le, = rp — qQ, 

QE, = PQ—r’, = Le) 
LA 

e 
re. 

| | 
==: PG rh, 

' Voir JACCBI, Gesammelte Werke, T. 2, p. 199. 
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on a les relations suivantes 

= PQR — Pp? — Qq? — Rr? + 2pqr, 

BUNS CT TRO 18 /9UN* (QUN + au 
re +2) TAG) 

aUoU aUaU aUau 
a RI DO, ep 

9v as ou Os ou 2v 
+ 2e — 

U ewe U 

9x” ay? 02° ou 2 3p BU E Sonde 

= ale S HE La =)) 
2 Qu 19% 9s / 

ne 
as Um dre Yen 

Il s'agit donc de calculer les valeurs de P,Q,R,p,q;,r. 

On a 

dx =" dx, + sd& + Eds, 

dy = dy, + sd» + yds, 

de = dz, +-sdé + Cds. 

€,n,£ étant les cosinus des angles que la normale extérieure au 

point z,,9,, z, fait avec les axes des coordonnées, on doit avoir 

Seg eu 

Sd& + 7d» + dE — o, 

_ - 

Edx, + dy, + ede, = o. 

Par conséquent 

dz? + dy? + dz? = dat + dy; + det + 28(dx,dé + dy,dn + dz,d?) 

+ s’(dE? + dz? + dE?) + ds’. 
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En adoptant les désignations de Gauss,’ je pose 

ox, m 

ou 

On a alors 

dx, = adu + a'dv, 

day + dy + dz = Edu* + 2Fdudv + 2Gdv?, 

Sophie Kowalevski. 

dy, = bdu + b'dv, 

ex 
T = D» E = a? + b° + c?, 

oy ant os 
ame = F — aa! + bb + ce, 

ez 1 , , hd = e, GC Er n + Dia + Go 

9v 

9a Mode 19d; 
= — , QU = — 

ou Ov ou 

ob ab ^ ob’ 

ou PF Ov ou” 

RENCE de oc’ 

Fi Ou” r ov au’ 

(0 — VEG = pe: 

z, = edu + c'dv, 

d&dx, + dydy, + dd, = — (&d'z, + zd^y, + ’z,); 

mais 
d'r, = adu? + 2a'dudv + a'"dv?, 

d'y, = Bdu* + 2f'dudv + fdr’, 
d’z, = ydu? + 2y'dudv + 7''dv’, 

et en posant 

on a 

1 

A = be — cl, 

B= ca’ — a’, 

C = ab’ — ba’, 

tla A 
 (EG—F o 

B B 

7 Var e 

C C 
dee MÀ 

/EG — P o 
i x S 

Disquisitiones generales circa superficies curvas. 
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Done, en posant 

D — Aa + BB + Cr, 

Di-—= Ast Bfg + Cr, 

IDE — Aa" JE Bf" + Or 

on a 

m Ddu* + 2D'uv + D’v? 

e 

£123. 2 2 
Ed x, + dy, dd 2, 

Il reste à calculer en w,v l'expression de 

dé? + dy? + de’. 

Mais on a | 

(A? + B? + C*)dA — A(AdA + BdB + CdC) 
de = a 

3 
[0] 

(AB + 0)4B — B(AdA + B4B + CdC) 
== = ’ 

[0% 
dz 

ie (A? + B° + C*)dC — C(AdA + BdB + CdC) 

c? 

Par conséquent 

(A? + B* + C'(4A* + dB? + dO?) — (Ad A + BaB + Cd)? E? 2 22 zi 
dé + dy + dé (A? ro ae Ep 

(BdC — CaB)’ + (Cd A — AdC)? + (Ad B— Bd Ay 
(A? + B* + Cy E 

Mais on a 

A = bc — cl’ etc. 

dA = (br. + dB — cp — b'y)du + (by + cf’ — eg" — v'rdv etc. 

Par conséquent 

BdC — Cd B = (D'a — Da)du + (D'a — D'a')dv, 

Cd.A — AdC = (D'b — Db)du + (D'b — D'b')dv, 

Ad B — Bd A = (D'e — De)du + (D'e — D'e')dv. 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 14 mai 1890. -1 
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et en posant 

L = ED? —^FEDD' + GD", 

L = ED'D" — F(DD" + D) + GDI, 

LS ED or DES CD 

a x) Ld? 2L' dud dv” a + 20 ee] li 

e) 

Tous les éléments qui entrent dans l'expression transformée de 

dx? + dy? + dz? sont maintenant calculés et lon trouve en posant 

da? + dy? + dz’ = Plu? a (dv? + Rds? + 2pdvds + 2gdsdu + 2rdudv, 

D L 
ar 2 m ah, 28— +8 Di ex 

D" LL 
Qa eS wt? ERO, 

ie 2 

aie r— F—25—4 s’—. 
wo [0] 

|or da da |? 

| ou dv 08 

2 au Sey 2 2 2 Paz RS 0 legs, 

| 02 O2 02 

| ou Ov ds 

al 
et en définissant les quantités X, %,,E,,e,e,,e, comme plus haut on a 

Nur UL Nr ere Re 8? | of eU oU aU | 

= Iz + oy” + =) ou] a "en zn oy 24 za 

JA LE n 
ele ou EE SE i = 

| / 9U U , OÙ 

ag) "ug m ia 
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L'équation différentielle transformée Aw = — 4k7 prend done la forme 

suivante, (vu que 4, = 1) 

oU oU eu aU ali aU ; 
Q—- + A, + B,-+a,—40 C o = — 4krQ?. 

Ss xp ou” ped dv? ae ou m Qv "n Os ae 

Les quantités A,, DB, ,a,,d,,c, sont, comme ou le voit immédiatement, 

des fonctions entieres de second degré en s dont les coefficients sont des 

fonctions de w et de v qui dans le voisinage de chaque systeme de va- 

leurs #,,%, correspondant à un point x, ,%,,2, de la surface S peuvent 

être développées en séries de puissances positives et entiéres de u — ,, 

9 — ww. 

La surface S est représentée dans les coordonnées que nous con- 

sidérons par l'équation 

La fonction U doit étre égale à zéro dans chaque point de cette surface. 

Il en est de méme de toutes ses dérivées de premier ordre. 
27T 

Si le coefficient 2 de ERE dans l'équation différentielle transformée ve 

nest pas égal à zéro pour aucun système de valeurs 4, , v, correspondant 

à un point de la surface S, il existera une seule fonction U satisfaisant 

a la condition 
\ 

(U)-o = O, (=) = 9, 

et cette fonction pourra étre représentée par une série convergente' pro- 

cédant selon les puissances entiéres positives ders, U U US: 

Cette fonction sera évidemment celle que nous cherchons. Il faut 

donc examiner plus attentivement Ja valeur de 2. 

On a 

T A oe hy De Leesa FR TN" 
9g'— PQ—* VE oe se E ie dui 445, ne ge) 

—EG—F— 2 (ED"—2FD’ + GD) 5 UEL" -2 FL E GL ae (DD'— Dj] 
[0] . 

ee UD SOT Dose e CRUDO Spon 
wo (0 

1 Voir mon mémoire Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Journal 

für Mathematik, T. 80, 
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En désignant par p, et o, les deux rayons de courbure dans le 

point de la surface dont les coordonnées sont X, ,¥%,, 2,, on a 

GE DD ]0y- I NS BD“ — 2ED D 

Pia m e ^ Pi Pa = e ij 

On ail de plus facilement les relations suivantes 

EL? — 2FL. GL (ED! = 2ED' + GD) 2(BG — RID". ips 

LD"— 2L'D' + L'D—(ED" — 2FD' + GD\ DD” — D”, 

bi RENE) DD = 4 

En portant ces valeurs dans l’expression de 2 on trouve 

0 = o: — (+) SE s D T Lom 4 yum 25° (2 st 
T 4 a 

Pı Pa Pi p» PıPs Pie Pi Pa! Pips 

/ 8 \ 2 S 2 en Ma (nea 
f^ Pr 

Ni la quantité © = ‚/BG — RE = y/A?4- B?+ C?, ni aucun des deux rayons q \ Niet ap HET J 
de courbure p,,, ne peuvent être égaux à zéro dans un point de la 

surface pour lequel la direction de la normale est déterminée. © n'est 

donc point égal à zéro pour aucun système de valeurs s,, w,, v, tel que 
^ le module de s, est moindre qu'une certaine quantité 2, et qu'aux va- 

. I 
leurs w,,v, corresponde un point x, ,y,,2, de la surface S. 0 peut 

D 

done être développé selon les puissances entières positives de u — w,, 

v—0,,8— s. Mais au systeme de valeurs s,, 4/,.v, correspond un 

point æ,y,2 compris dans l'espace 0 limité par les surfaces S, et 5S). 

Vu que dans le voisinage de chacun de ces points les quantités u — u,, 

v— v,,5 — s, peuvent être développées selon les puissances entieres po- 

sitives de x—a,,y—y,,2—42,, la fonction U peut done aussi être 

représentée par une série semblable. 
CO ar a: 



SUR UNE APPLICATION DES DETERMINANTS INFINIS 

A LA THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 

PAR 

HELGE von KOCH 

a STOCKHOLM. 

t3 Si les coefficients P,(x) (r = 1,2,...,n) de l'équation linéaire 

d? y d^—1 yu 

dan a P) Se ge de P,(x)y — © 

sont des fonctions analytiques uniformes de la variable x, qui dans le 

voisinage d'un certain point, par exemple x — o, peuvent être représentées 

par des séries de Laurent, on sait, d'apres les recherches fondamentales 

de M. Fucus, qu'il existe au moins une intégrale qui dans le voisinage 

du dit point peut s'écrire sous la forme 

TAG) 

p étant une quantité indépendante de x et G(x) une série de Laurent. 

Dans le cas particulier où G(x) ne contient qu'un nombre fini de puis- 

sances négatives de x, les coefficients de cette série sont donnés par des 

formules de récursion. Mais dans le cas general, si l'on cherche à deter- 

miner ces coefficients, on obtient un systeme infini d'équations linéaires, 

Un tel systeme a été étudié pour la premiére fois par M. Hirr? qui, 

dans le but d'intégrer une certaine équation différentielle du second ordre, 

a été conduit à envisager un déterminant d'ordre infini [_](c). Dans un 

' Fucus, J. de Crelle T. 66. FROBENIUS, même journal T. 76. 

* On the part of the motion of the lunar perigee which is a function of the mean 

motions of the sun and moon, Cambridge, Wilson 1877; Acta mathematica T. 8. 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 14 mai 1890. 
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mémoire inséré, il y a quelques années, dans le »Bulletin de la Société 

mathématique de France» (T. 14, p. 77), M. PoixcaRÉ a démontré rigou- 

reusement les propriétés de ce déterminant signalées par M. Hizz. M. 

PorxcARÉ y est parvenu à l'aide de deux théorèmes généraux et fort 

importants sur la convergence des déterminants infinis. On dit qu'un 

déterminant A, est convergent, si à chaque nombre positif à correspond 

un nombre entier »' tel que, quel que soit l’entier positif p, l'inégalité 

|A, — A,,,| < ait lieu aussitôt que n > #’. En adoptant cette definition, 

on peut énoncer les théorèmes de M. Poincare de la maniére suivante: 

»Soit A, un déterminant dont tons les éléments de la ligne 

principale sont égaux à ı. Pour que A, converge, il suffit que la n 
série formée avec tous les éléments qui n'appartiennent pas à la 

diagonale principale converge absolument». 

»Si cette série converge absolument, le déterminant restera con- 

vergent, si lon remplace les éléments. d'une ligne quelconque par 

une suite de quantités qui sont toutes plus petites en valeur absolue 

qu'un nombre positif donné.» 

LE] 

Sur le conseil de M. Mrrrac-LrrrLER, j'ai essayé d'étendre l'usage 

des invariants infinis à ]a théorie générale des équations différentielles 

linéaires et homogenes. Je me propose d'indiquer succinctement, dans les 

quelques pages qui suivent, les résultats auxquels je suis arrivé. 

Etant donnée une équation différentielle linéaire et homogene d'ordre 

n, on peut toujours, à l'aide d'une transformation bien connue, l'écrire 

sous la forme suivante: 

dr y any 

(1) Ey) — = J- Let gere +... ak, (&)y — 0: 

Dans cette équation, supposons que les coefficients P, (x) (r = 2, 3,---,%) 

soient des fonctions analytiques uniformes de x qui, dans le voisinage du 

point z = o, puissent s'écrire sous la forme 
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l'égalité ayant lieu pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition 

TS a5 x 

On peut toujours supposer que 

OE WENT 

car, si cela n'était pas le cas, on pourrait transformer l'équation différen- 

tielle donnée par la substitution 

en une autre équation différentielle, pour laquelle cette condition serait 

remplie. 

On sait qu'il existe une série de la forme 

BER 

(2) p=. > re 
=—a& 

qui converge pour chaque point à l'intérieur de l’anneau circulaire (IE) 

et qui satisfait à l'équation (1). Pour déterminer les quantités g, et p, 

introduisons la série (2) dans P(y); posons 

g(o) = ple — 1)-.3(o — n + 1) 

+ e(p— 1).-—(o-—n-3)9. jq ae. s 

An, = (0+ Do + à— 1)... (p FAH MF ann 
OEM) A (BIS HA — mi EPI aya, E Eja EE or 

E 
n 

Gp) — ¢(e + m);, + = AL AR 
Em) 

on aura 

+» 

(3) 
P(y) = > (CON) ARS 

Il faut done que les quantités g, et  satisfassent aux équations en 

nombre infini: 

Gn(p) = 0 (RES OR EEE 2.) 

ou, si l'on pose 
AT 

e(p + m) dup) = (m + A); Lam il , 
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aux équations 
+» 

€ (p SE m) 2. d,:(0)9: —— 0). 

Formons maintenant le déterminant infini 

I Doe), S Don: cie aga, 

ee 
(4) à rs (9) Che EN ZN I OA Dom 

) ) 
oh au EL ES ro ee I 

Je dis que ce déterminant est convergent; en effet, envisageons la 

serie à double entrée 

8 — ZX; |fmp)|: Gem) 

Eerivons m — y au lieu de À et posons 

(om lo me la en, 
= (p + my-* + MP(yY(p Hm +... + MES) 

. 

ou A?(») est une fonction entière rationnelle en » de degré r. 

On aura alors x 

A = H,(v)(o + m"? + H,(vXo + my +... + H,(v) 
Em, m—y 

ou 

H,(») = 05,—25 H,(») = Woy Jaga hs + QGsy—35 ** 

(vy) = h>,(v)a,,_. ar h® 5(v) Gays Si en) 

d'ou l'on conclut: 
(p E m)r 2 

Ba | DIES | H,(») | 

(5) Kp. my} tbe false nt 
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Le point x = 1 étant situé à l'intérieur de (RR), les séries 

+ 

S. => m | H,(»)| (En) 
y=—o 

sont évidemment convergentes ce qui nous permet d'écrire 

(Em à a au <a S [e Ss 8,» | e(p + m) | "r jp ele + m) | 

(6) | 
Sen 

= mn | o(o + m)| > 

Mais de là on conclut que la serie S converge, pourvu que p ne soit 

racine d'aucune des équations 

(7) e (o +- m) AO! (m=0,+1,+2,...) 

En vertu du theoréme de M. Poincaré, on peut done affirmer que le 

déterminant 2() est convergent. | 

Considérons maintenant la quantité o — u + iv comme un point 

variable du plan; soit B une aire finie ou infinie située tout entière entre 

deux droites verticales et telle qu'aucune des racines des équations (7) ne se 

trouve en dedans ou sur la limite de B. On démontre aisément que les 

séries qui se trouvent dans le second membre de l'inégalité (6) sont uni- 

formément convergentes dans B. Il en est done de méme du produit 

LE: ar > | dui |) 

ce qui nous permet de le developper en une serie uniformement con- 

vergente. Soit X cette série, le produit 

MG JE 27 Dr) 

pourra s'écrire comme une série uniformément et absolument convergente 

%,, dont aucun terme n'excède en valeur absolue le terme correspondant 

de X. Dans la série X, 

tiplions les autres, suivant les cas, par + 1 ou — 1. La série X, ainsi 

obtenue représentera Q(op). Et, comme aucun terme de 2, ne peut être 

plus grand en valeur absolue que le terme correspondant de X, cette 

série ZX, est aussi uniformément et absolument convergente en dedans 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 14 mai 1890. 

, remplacons certains termes par zéro et mul- 

oo 
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de B. Soit o 
ro 

theoréme bien connu, pourra s'écrire dans le voisinage de p, sous la 

un point quelconque de B, la fonction 9(p), d'après un 

forme 

Q(p) = Ble == D 

Po — p,) étant une serie ordonnée suivant les puissances entieres posi- 

tives de o — o,. Donc 2(p) est une fonction analytique de o qui se 

comporte regulierement dans l’entourage de chaque point du plan à l'ex- 

ception des points qui satisfont aux équations (7). De plus, il est facile 

de voir que dans le voisinage de chacun de ces derniers points 9(p) a 

le caractére d'une fonction rationelle. Puisqu'on peut supposer que le 

domaine B s'étend infiniment dans la direction de laxe imaginaire, on 

aura, en faisant croitre la partie imaginaire de p au delà de toute limite, 

une égalité de la forme suivante: 

lim (9) — 3 
v— + © 

iemarquons maintenant que 2(o) est une fonction périodique de o; en 

effet, changeons » en p + 1, l'égalité 

Da (0 + 1) a uia) 

nous apprend que la valeur de 2() n'est pas changée. Done, la fonction 

2(p) a la période 1, et il est évident qu'elle ne peut en avoir d'autre. 

En vertu des propriétés du déterminant &() que nous venons de dé- 

montrer, il est clair que nous pouvons le représenter sous la forme d'une 

fonction linéaire des quantités cotang (o — p,)x et de leurs derivées,! 

f,5 Das... étant certaines racines de l'équation 

(8) (p) = o. 
En particulier, supposons que toutes les racines 5,, 0,,...,5, de cette 

équation solent inégales et qu'elles ne différent pas par des nombres 

entiers. Dans l'entourage de o = p, on aura 

(9) Qe) = 
mM 

Dis 0 À 
== 3, (o E Pa) 

* Voir p. ex. Cours de M. HERMITE, professé à la Faculté des sciences de Paris, 

le 2° semestre 1881— 82, 3"* édition, p. 104. 
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et, par conséquent, la fonction &() pourra être mise sous la forme 

(p) = M+ zd M, cot (p — ,)z. 
=1 

Faisons croitre la partie imaginaire de p une fois vers + co, l'autre fois 

vers — oo, on obtiendra les deux egalites qui suivent: 

= Auf riZ M,: t= M + riZ M, 
= A=1 

ou 

A ur: 2: M, — o. 
A 

Posons 

= 2 GE IE 

on aura enfin 

Zu 4 " ; n ) 5 

(10) (p) = 1 + z2. M, cot (0 — p,)z = 1 + 2m > aoe 
= a 

En vertu de la convergence du produit IL,(: + &,|&,„,|), nous 

pouvons developper IL,(: + 2,9,,) suivant les éléments d'un facteur 

quelconque: | 

IL, G 3r > Lu) = 25 ui Dn 

ce qui nous permet de développer le déterminant Y(9) suivant les elements 

d'une ligne quelconque. Soit ¥,,() le coefficient de ¢m(p) dans le 

développement de @(9) suivant les éléments de la ligne numérotée m, 

de sorte que 
+ 0 

(1 1) a )) == m dme) V, (p). 
À-—- 

En changeant p en p + 1 2(p) ne change pas, mais la fonction d^, (p) 

devient d,,,;,,(») et en méme temps #,(p) devient 7/,,,;,,(p), ce qui 

peut s'exprimer par la relation 

(12) V (o a p) = V epis (0) 

ou p désigne un nombre entier quelconque. 
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Remarquons maintenant que le déterminant (p) restera convergent, 

si l'on remplace les éléments d'une ligne par les éléments correspondants 

d'une autre ligne; le noveau déterminant ainsi obtenu est nécessairement 

nul, puisque deux lignes sont identiques; on est donc conduit aux égalités 

+ co 

(13) = duo) Fae) o 

les nombres entiers x et m n'étant assujettis qu'a la seule condition m + x. 

Par un raisonnement parfaitement analogue, on obtient les identités 
t 

+o 

> buo) uo) 6: À ^ (x2 
m--—« 

En vertu de (11), (13) et (3), il est clair qu'en posant 

+a 

- i: (d ^ +2 

(14) yv , p) =2 Vin (0) x ’ 
P fe 

la serie y(æ,0), pourvu quelle converge, représentera une intégrale de 1 9)» | Se 8 

l'équation différentielle 

(15) Ply) = ¢(p + p) 9(p)o 7". 

Pour démontrer la convergence de y(«, p), remarquons en premier lieu 

qu'on obtient cette serie en remplaçant les éléments de la ligne numérotée 

p du déterminant (9), savoir, 

eee Do) ? Deu) URSUS 27 d»w(p) I 5» un MPO , Ppm(P) Megs I^ 

par les quantites 

„pm 4p—m-4-1 ^D ‚ptm—l ptm 
d 0 5 tw y A , À > À , t$ ptc 

Dans le nouveau déterminant ainsi défini, multiplions la colonne numérotée 

"m par a” et la ligne numérotée m par x" et donnons au nombre m 

successivement les valeurs 0, +1, 4 2,... La valeur du déterminant 

n'est évidemment pas altérée, mais les éléments de la ligne numérotée p 

sont maintenant tous égaux à w’*? et ceux d'une ligne numérotée m sont 

sit 0p Pin, (o ye 3 D (D) Eu; Rc du (p)*" ; ee) d mans lo) EC , I JUR 
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Pour établir la convergence, il suffit d'observer qu'en vertu de (5) on a 

l'inégalité à 

| Dre (Em d 
lies Ca SIE) | H,(»)a | 

| Cats ms p Cog TOREM ice tes 
+ EAN le(p + m)| H,(v»)v" | 

et que les séries 

+ 

> H,(»)x”| (r=2,3,...,n) 
Y= + 

convergent -en dedans de l'anneau circulaire (RR’). On en conclut que 

la série 

31924 | da(p)a | (m= A) 

converge dans (RA) ce qui nous montre enfin qu'il en est de même du 

déterminant considéré, c’est-a-dire de la serie y(x,p); par conséquent, 

y(x , p) est une intégrale de l'équation (15). Pour que cette série satis- 

fasse à l'équation (1), il faut et il suffit que la quantité p soit choisie 

de sorte que 

(16) ee + p) 9(p) = o. 

Supposons maintenant qu'aucune des quantités M, définies par (9) ne soit 

égale à zéro. Dans ce cas, léquation (16) aura les mémes racines que 

l'égalité 

ne Kino, 

Soit p’ une racine de cette derniére équation, il est évident que y(x, p) 

est une intégrale de l'équation différentielle donnée. Soit p’ une racine 

simple de l'équation (17), je dis qu'il est impossible que toutes les fone- 

tions V,,(p) s’evanouissent pour p =p’. En effet, si l'on pose 

II = nr 2 DA (6)] 

oll OE e : = 
les quantités — ne peuvent pas dépasser en valeur absolue une certaine 

Umi 
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limite, et la serie Dh wate) étant absolument et uniformément con- 

vergente pour tous les points de B, il s'ensuit que l'égalité 

all oll 
—— — h' 

do N m x À QU Pa 

a lieu et que la série du second membre converge absolument et uni- 

formement. Developpons maintenant “le produit II en une série Z,, 

par zéro et multiplions les autres puis, remplacons certains termes de 2, 

par + 1 ou — 1, de sorte que 2, devienne #(p), nous obtiendrons: 

d9(p) — 20(p) , 

dp Fi > m » A 99, 
(p) d) (0) , 

l'égalité ayant lieu pour tous les points réguliers de la fonction analytique 

2(o). Mais de la on conclut qu'il est impossible que toutes les fonctions 

29(p) : 

Oma (0) té (o) 
E Eua 

sévanoulssent pour p = p’. 

I] est donc possible de choisir l'indice p des fonctions #,(p) 

(A=o,+1,+2,...) de manière que la serie y(x, p) définie par (14) 

ne se réduise pas identiquement à zéro pour p — p'. On peut alors dire 

en employant la terminologie de M. Fucus, que l'intégrale y(x , p") appar- 

tient à la racine p=’. 

Enfin, supposons que la fonction périodique (o) ait  zéros in- 

congruents: 

pip DR 

D'après ce qui vient d'être établi, il est toujours possible de choisir l'indice 
1 , 

p, des fonctions 
V (p) (A=0, +1, +2,...) 

de facon que la série 
+ co 

Vesp) o, E agp 
ne se réduise pas identiquement à zero pour p — p'. Posons 

+a 

Vins p)— > nn lo)ar* 
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on obtiendra, en vertu de (12), l'égalité suivante: 

y(@, p) = Y@,p + pP) (=1,%,...,n) 

d'ou l'on conclut que les fonctions 

1 7 2 ot Ma Mar ED) b os: y. X (EAD. D.) 

forment un système fondamental d'intégrales de l'équation différentielle donnée. 

Dans ce qui precede, jai fait trois suppositions: 

1° que les racines de l'équation (8) soient inégales et qu'elles ne 

different pas par des nombres entiers; 

2? qu'aucun des résidus M, , M,,..., M, ne soit égal à zéro; 

3° que 2(p) ait » zéros incongruents. 

Je me propose de revenir une autre fois au cas où lune ou l'autre 

de ces conditions n'est pas remplie. 
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NOUVELLES RECHERCHES 

SUR 

LES SERIES EMPLOYEES DANS LES THEORIES DES PLANETES 

PAR 

HUGO GYLDEN 
4 STOCKHOLM. 

Préliminaires. 

Dans le présent travail je me suis proposé de continuer les recherches 

sur la convergence des series employees dans l’astronomie pour représenter 

les coordonnées des planètes que j'ai publiées dans les Acta mathe- 

matica, t. 9, de les amplifier par de nouvelles considérations et de leur 

donner toute la généralité nécessaire dont ne jouissaient pas encore les 

résultats obtenus précédemment. 

Dans le mémoire cité plus haut (Untersuchungen über die Convergenz 

der Reihen, welche zur Darstellung der Coordinaten der Planeten angewendet 

werden) on a examiné avec soin les méthodes d'intégration relatives à une 

certaine équation différentielle du second ordre qui se présente fréquem- 

ment dans la mécanique céleste. Cette équation n'étant pas linéaire au 

début, le devient toutes les fois qu'on néglige les termes dépendant de 

la troisiéme puissance de la force perturbatrice, ainsi que les termes d'un 

ordre plus élevé. Mais il parait indispensable d'éviter cette forme dés le 

commencement du caleul, car bien que l'on n'ait pas démontré directe- 

ment l'impossibilité de parvenir à la solution absolue en négligeant les 

termes du troisième ordre dans la première approximation, des tentatives 

stériles et réitérées, méme dans les derniers temps, ont rendu cependant 

extrémement probable que la solution absolue ne s'obtiendra pas en uti- 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 2 mars 1891. 9 
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lisant exclusivement des équations linéaires. D'un autre côté, en em- 

ployant, dans les diverses approximations, des équations différentielles ren- 

fermant certains termes des ordres supérieurs, on a obtenu des développe- 

ments purement trigonométriques, où les coefficients contenant des diviseurs 

évanouissants ont disparu. On conclut de là que les séries renfermant 

des termes très grands à cause de petits diviseurs, et qui peuvent étre di- 

vergentes, ne proviennent pas inévitablement de ce qu'on a admis la 

forme trigonométrique, mais qu'elles tiennent à la supposition vicieuse 

qu'on puisse toujours ordonner les approximations successives suivant les 

puissances des forces troublantes. En effet, si dans la premiere approxi- 

mation on n'a retenu que les termes du premier ou du second ordre, 

on a eu recours pour les diviseurs à un mode de développement qui 

cesse d’être légitime dans certains cas exceptionnels où se présentent les 

plus grandes difficultés. Que les séries ainsi obtenues deviennent di- 

vergentes, il n'y a pas lieu de s'en étonner. Et puis, les diverses appro- 

ximations ne donnant pas, dans les cas difficiles, des résultats qui s'appro- 

chent de plus en plus d'une limite déterminée, et les résultats obtenus 

dans chacune d'elles ne se présentant pas toujours sous la forme d'une 

série trigonométrique convergente, on ne saurait rien décider sur la forme 

analytique du résultat demandé. Mais il est aussi évident que, si l'on 

trouve, par une approximation quelconque, un développement divergent, 

cela ne prouve en aucune facon la divergence du résultat définitif. 

Considérons le cas de deux planétes se mouvant autour du soleil. 

Les arguments dont on se sert en développant la fonction perturba- 

trice sont originairement au nombre de six, pourvu qu'on les compte à 

partir de directions fixes. Comme arguments primitifs on peut adopter 

les angles suivants: les longitudes des deux planètes comptees à partir 

de directions fixes dans les plans des orbites instantanées; les longitudes 

des périhélies comptées comme les longitudes des planétes, et enfin les 

angles compris entre la ligne d'intersection des deux plans et les direc- 

tions fixes. Ce sont là les arguments principaux ou les éléments dont 

se composent les arguments des divers termes du développement. Mais 

ces éléments n’entrent dans les divers arguments que de maniére à se 

réduire toujours à quatre. On serait d'abord porté à attribuer une grande 

importance à ce fait. Cependant les entiers par lesquels sont multipliés 

ces quatre éléments dans les arguments des divers termes ne sont pas 
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indépendants entre eux: au contraire, ils sont soumis à une condition telle 

que le nombre des termes du développement ne pourrait pas étre altéré 

en employant les quatre éléments au lieu des six éléments primitifs. 

La considération des arguments, en tant qu'ils sont composés de quatre 

éléments, n'ayant pas une importance fondamentale pour la représentation 

analytique des perturbations peut cependant devenir de quelque utilité 

pour certaines recherches spéciales. 

Les arguments de l'espéce que je viens de signaler, seront appelés 

arguments astronomiques et je désignerai aussi par ce nom toute fonction 

linéaire de ces éléments et méme plus généralement, toute fonction égale 

à un argument astronomique augmenté de termes dépendant eux-mémes 

d'arguments astronomiques. Ainsi lanomalie vraie étant un argument 

astronomique, l'anomalie moyenne et l'anomalie excentrique le sont aussi. 

Admettons que le mouvement d'une planéte soit stable, c'est à dire 

que l'orbite parcourue par le mobile soit toujours située dans l'espace 

entre deux surfaces sphériques et concentriques; alors le temps s'exprime 

le plus souvent au moyen des arguments astronomiques. Dans un tel 

cas, il serait facile d'établir les relations en vertu desquelles on expri- 

merait aisément tous les arguments astronomiques au moyen d'un seul 

d'eux multiplié pas des nombres irrationnels. — Ainsi lanomalie vraie de 

la planéte troublante multipliée par le rapport des mouvements anoma- 

listiques des deux planétes serait aussi un argument astronomique, car la 

différence entre ce produit et l'anomalie vraie de la planéte troublée est 

composée d'une constante et de termes périodiques dépendant d'arguments 

astronomiques. 

Mais il peut arriver — quoique ce cas soit bien rare dans la nature 

d'aprés ce que nous savons — qu'on ne puisse pas exprimer le temps 

au moyen des arguments astronomiques seuls. Lorsqu'un tel cas se pre- 

sente il existe toujours une relation linéaire entre les mouvements, en 

vertu de laquelle la somme de ces mouvements multipliés chacun par 

un entier convenable disparait ou prend une valeur constante. A l'aide 

d'une telle relation un des arguments peut étre éliminé et remplacé par 

une combinaison convenable des autres. Mais en revanche on voit naitre, 

dans la relation qui lie le temps aux arguments astronomiques, une 

nouvelle inégalité dont le coefficient est une arbitraire et dont l'argu- 

ment est une anomalie, ou bien le temps multiplié par un nombre 
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irrationnel, de sorte que la difference entre le nouvel argument et un ar- 

gument astronomique quelconque contiendra toujours une partie séculaire. 

Cette inégalité dont la présence est bien rare dans notre systeme 

planétaire a regu le nom de libration. En considérant, d’une maniere 

plus complète qu'on ne l'a fait jusqu'ici dans les traités de mécanique 

céleste, le terme de la fonction perturbatrice d’où pourrait ressortir la 

libration, on voit que Vinégalité correspondante s'exprime au moyen des 

fonctions elliptiques. Dans le cas d'un module plus petit que l'unité 

les arguments astronomiques n'éprouvent aucune altération, mais dans le 

cas ou les observations font ressortir la valeur du module plus grande 

que l'unité, la nouvelle inégalité dépendant d'un argument non-astrono- 

mique se trouve introduite. 

Dans le cas intermédiaire où le module est exactement égal à l'unité 

les. fonctions elliptiques ne se développent pas eri séries trigonométriques. 

Alors on ne saurait éviter les exponentielles; mais dans les expressions 

des inégalités ces fonctions entrent de telle facon que leur influence se 

borne à introduire, dans les coefficients, une partie variable dont la va- 

leur tend vers une limite déterminée, lorsque la variable indépendante 

acquiert des valeurs trés grandes positives ou négatives. Done on peut 

appeler les termes renfermant des exponentielles: termes asymptotiques. 

Toutes les fois qu'un terme de la fonction perturbatrice pourrait 

engendrer une inégalité dépendant d'un argument non astronomique ou 

bien une inégalité ordinaire dont le coefficient serait trés grand, il est 

indispensable, pour avoir tout d'abord un résultat suffisamment approché, 

d'éviter tout développement suivant les puissances de cette inégalité et 

d'en tenir compte en faisant le calcul des inégalités dues aux autres 

termes de la fonction perturbatrice. 

C'était par ces considérations que j'avais proposé dans les Comptes 

rendus de l'académie des sciences de Paris,’ d'opérer le calcul des 

perturbations moyennant une équation de Lame (dont lintegrale a été 

trouvée par M. HrmwrrE). Conformément aux trois cas principaux: celui 

des arguments astronomiques, celui de la libration et enfin le cas asymp- 

totique, l'équation dont il s'agit prend trois formes différentes que jai 

mises en évidence. Nulle doute qu'on ne puisse dans les cas qui se pré- 

10:592: 101881; 
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sentent le plus souvent, effectuer le caleul des inégalités au moyen des 

formules qui en résultent; mais il y a des exceptions que je vais signaler. 

Supposant les mouvements moyens tels qu'il y a lieu de présumer 

le cas d'une libration ou bien d'une très grande inégalité provenant d'un 

certain terme de la fonction perturbatrice, je désigne un tel terme par 

le nom de ferme critique. Quelquefois il peut se présenter, dans le dé- 

.veloppement de la dite fonction, l'apparence d'une infinité de termes cri- 
tiques, pourvu qu'on les considére séparément sans tenir compte des 

autres. Cela étant, l'emploi de l'équation de Lams ne conduit pas immé- 
diatement à des résultats d'ou la convergence absolue puisse étre aiséinent 

déduite, surtout si lon est amené à considérer simultanément plusieurs 

planétes troublantes; mais on peut toujours y opérer une transformation 

telle qu'on aura une nouvelle équation tout à fait semblable à celle qui 

donne naissance aux premieres fonctions elliptiques et à la premiere équa- 

tion de Lams, cette nouvelle équation étant délivrée du premier terme 

critique. En appliquant au résultat ainsi obtenu les procédés au moyen 

desquels on a éliminé le premier terme critique, on aura un nouveau 

systeme de fonctions elliptiques et une nouvelle équation de Lams. On 

pourrait continuer l'intégration proposée et l'on parviendrait à éliminer 

ainsi, de proche en proche, les termes critiques; de sorte que le reste des 

termes de la fonction perturbatrice deviendrait de plus en plus insensible. 

Mais du fait que la somme des termes omis dans la fonction per- 

turbatrice est insensible on ne peut pas toujours démontrer la valeur in- 

sensible de la somme des inégalités qui leur correspondent, ce qui serait 

le but de nos recherches. Pour faire voir que la valeur dont il sagit 

reste trés petite il faut montrer que, méme si les termes négligés, con- 

sidérés séparément, donneraient lieu à des inégalités sensibles, l'influence 

mutuelle des diverses inégalités empéche l'agrandissement, hors d'une 

certaine limite, des inégalités résultant des termes lointains dans le dé- 

veloppement de la fonction perturbatrice. 

Que les inégalités dont nous avons parlé restent trés petites toutes 

les fois qu'il ne s'agit que des termes non-élémentaires, cela se comprend 

en vertu des recherches contenues dans mon mémoire déjà cité. Il suit 

de là la convergence des séries employées dans le cas d'une orbite inter- 

médiaire, en désignant par ce mot une orbite telle que les expressions 

des coordonnées sont dépourvues de tout terme élémentaire, et que les 
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inégalités s'expriment au moyen de deux arguments. L'intégration de 

l'équation différentielle d'ou se tire la longitude dans l'orbite ou bien la - 

réduction du temps, mais modifiée de maniére à ne contenir que deux 

arguments, a été étudiée soigneusement dans la troisieme partie de mon 

mémoire de 1887. Cependant certains points de cette étude n'étant pas 

mis en plein jour autant qu'on pourrait le désirer, on va trouver, dans 

les pages suivantes, quelques additions y relatives. 

On reconnait aisément que l'orbite intermédiaire coincide avec l'orbite 

vraie toutes les fois qu'on peut négliger la masse de la planéte troublée 

et lexcentricité de la planéte troublante, ainsi que l'inclinaison mutuelle 

des deux orbites. 
Quant au cas le plus général parmi ceux qui ont été traités dans 

mon mémoire précédent, je n'ai pas pu constater jusqu'à présent, d'autre 

objection essentielle à faire au principe de la méthode d'intégration adoptée 

que celle d'une assez grande prolixité relativement à l'applieation. Il me 

faut toutefois avouer que j'y ai adopté comme, légitime un procédé dont 

l'usage général a été admis par Le Verrier, mais dont la portée n'a pas 

encore été étudiée soigneusement. Il s'agit d'obtenir l'intégrale d'un pro- 

duit de deux facteurs dont l'un est fonction seulement des termes élé- 

mentaires mais l'autre dépend des longitudes des planétes, et il y a lieu 

de supposer que cette intégrale s'obtienne au moyen des quadratures par 

parties. Il est cependant possible que la portée de la méthode dont je 

viens de parler soit restreinte à une exactitude limitée, mais dans ce cas 

il serait facile d’intercaler un procédé supplémentaire à l'aide duquel le 

résultat demandé s'obtiendrait en toute rigueur. 

Quoi qu'il en soit, une nouvelle méthode plus efficace que ne l'est 

celle qu'on a employée dans le mémoire de 1887, serait évidemment à 

désirer. C'est l'exposition d'une telle méthode qu'on va lire dans les pages 

suivantes; on va encore reconnaitre quelques propriétés de la théorie des 

inégalités, qui ont échappé aux recherches précédentes mais qui sont 

d'une importance considérable. 
Enfin, la partie de la relation entre le temps et les arguments astro- 

nomiques qui contient des termes élémentaires, et qui ne s'obtient pas 

toujours au moyen de l'ancienne méthode, peut étre déterminée exactement 

à laide des nouveaux procédés. 
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Quelquefois, pour m'exprimer plus brièvement, j'ai marqué la con- 

cordance entre deux quantités À et B par rapport à l’ordre de grandeur 
en employant la notation 

Ac B. 

Ainsi la comparaison 
A o e 

signifie que 

an 

est toujours, méme pour des valeurs évanouissantes de e, un nombre fini, 

pas tres grand, ni tres petit, ou bien une. quantité de l’ordre zero: 

Aprés ces préliminaires nous passons à l'exposition des nouvelles 

recherches. 

CHAPITRE I. 

L'intégration d'une équation différentielle du deuxieme ordre et 

du troisième degré avec un terme tout connu. 

§ 1. Application de la méthode des coefficients indéterminés. 

1. L'équation différentielle du second ordre dont l’intesration donne 

le rayon-vecteur est trés compliquée, du moins si l'on n'a pas négligé 

tous les termes du degré supérieur au premier. Il n'est pas, cependant, 

permis d'omettre toujours les termes de degré supérieur afin: de réduire 

ainsi l'équation proposée en une équation linéaire: il faut, au contraire, 

dés les premiers pas, retenir certains termes du troisième degré, sinon, 

le résultat d'intégration peut se présenter sous la forme d'une série 

divergente. 
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Mais l'équation dont il s'agit, et dont l'étude ‘est trés épineuse, peut 

étre, toutefois, décomposée en une suite d'équations plus simples, de sorte 

qu'on aura le résultat demandé au moyen d'approximations successives 

dont la convergence est comparable à celle d'une série ordonnée suivant 

les puissances d'une quantité plus petite que l'unité. 

L'équation la plus simple qui nous pourrait servir comme point de 

départ, est celle-ci: 

(1) ai + (1 — B:)e — Bo" 

= — 7, cos[(t — a)» — B] — 7, eos[(1,— v.) v — B] — «=... 

où les coefficients A, , ß,; o, , #,,... sont de petites quantités de l'ordre 

des forces troublantes, tandis que les 7 sont des coefficients du même 

ordre mais multipliés encore par des puissances et produits des excen- 

tricités et des inclinaisons mutuelles, de sorte qu'ils forment une série 

dont la convergence est uniforme. 
On serait porté a croire que le terme du troisième degré puisse être 

omis. Cherchons ce qui en résulterait. 

On aurait d'abord, en désignant par x et par /' les arbitraires de 

l'intégration, ’ 

cos[(1 — o,)v — B,] +... 

4 

I S — Qv — I] - at (2) = cos (a e) rj os cm + a 

ou le coefficient ¢ est determine par la relation 

Ls MI m 

Tant que les différences 

A, — 20 + 0° 

sont des quantités du méme ordre que f,, l'expression de o que nous 

venons de trouver reste nécessairement. convergente, et on peut toujours en 

considérer la valeur comme très petite de l'ordre des excentricités, pourvu 

que la valeur de l'arbitraire x soit elle-méme trés petite. Dans ce cas le 

terme fo? serait du troisième ordre par rapport aux excentricites, et on 

obtiendrait, par la voie des approximations successives, la correction à 

ajouter à l'expression (2) due à ce terme. 
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Mais il peut aussi arriver que, parmi les dénominateurs de l'expres- 

sion (2), il sen trouve un ou plusieurs ou méme un nombre infini, qui 

s'approchent tellement de zéro que les coefficients qui en dépendent de- 

viennent trés grands, ce qui entraine des valeurs exagérées ou méme 

infinies de la fonction o, telle que nous l'avons exprimée au moyen de 

l'equation (2). On s’apergoit de là qu'on n'est plus autorisé à admettre, 

dans le cas envisagé, ni la convergence de la série (2), ni la réussite des 

approximations indiquées. La raison en est la prépondérance du terme 

négligé toutes les fois qu'un diviseur devient trés petit. Pour avoir une 

expression effectivement approchée de l'intégrale de l'équation (1), il nous 

faut done une méthode d'intégration qui fasse, déjà dans la premiere ap- 

proximation, contribuer au résultat le terme dépendant de f,. Mais ce 

terme étant retenu, l'intégration dont il s'agit devient trés épineuse; il 

convient donc à commencer par l'étude d'une équation un peu simplifiée. 

Or, on a supposé, dans l'équation (1), tous les coefficients y, à l'excep- 
tion d'un seul, égaux à zéro. 

La méthode d'intégration qui se présente d'abord est celle des coefti- 

cients indéterminés. Certes, l'équation proposée étant du troisiénie degré, 

les équations de condition au moyen desquelles se déterminent les in- 

connues le seront aussi, d’où il est visible que le calcul des coefficients 

deviendrait extrémement pénible; cependant, l'emploi de la méthode dont 

jai parlé nous dévoilera trés facilement quelques propriétés importantes 

de l'intégrale. 

2. Admettons dans l'équation 

JE : : 

TE + (1 — Bip — Bye? = — 7 eos l(t — 0) — B] PS [#5] 

la fonction o décomposée en deux parties, de sorte qu'on ait: 

pp, + À, 

et que la fonction o, soit exprimée par les deux termes: 

Ps = *% cosf 7, cosf,, 

où l’on a écrit, pour abréger, 

f—(1—23v— [5 f, = (1 — o)v — B. 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 2 mars 1891. 10 
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De l'expression adoptée de o, nous tirons d'abord: 

2 Es 3.» 3 3 E E x° + > xi |x cos f + E + „za cos f, 

5 75 3:59 + jtm cos (2f — f) + 4 C08 (f — 2f,) 

S o 
+ pun cos (2f + f) + j^ cos (f + 2f,) 

I I 
Lu E cos 3f. + 1^ cos 3f,- 

Aprés avoir introduit cette expression de 9; dans l'équation (3), 

nous allons déterminer les inconnues x, et ç de maniere à faire disparaitre 

les coefficients de cosf et de cosf,. En désignant par *(R’) la partie 

constante de R?, il en résulte les équations de condition: 

| (+) + ER + à + RN] = o, 
(4) 
| — (c9 Hl B0 b zo za ENT Ee 

et l'équation du second ordre qui sert à déterminer la fonction R sera: 

d^ R 9 2 3 () — et —AÀ —380)R— s&o (P —(8)) — AR 

= Are cos(2f — f,) + MALES cos (f — 2f.) 

zs Bar’, cos (2f sb 75 = Am cos (f + 2f.) 

Ir un cos 3f + A cos 3f,. 

Avant d'aller plus loin, arrétons-nous un instant à considérer les 

conséquences des équations (4). En y introduisant les notations 
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* 

an area EQ] 

cd 
la deuxiéme d'elles s'écrit ainsi: 

3 E P WS 
(6) Xj + 3£3Xj -— 2€, 

d'ou l'on tire: 
8 ——<—<— —— 3; et 

X, = Ve, + Vel + e+ Ve, — Vel + &- 

Il s'ensuit de cette formule que la valeur de x, ne surpasse pas la 

limite 

pourvu qu'on ait: 

dans le cas opposé, il est facile de voir qu'il existe toujours une racine 

négative de l'équation (6) ne devenant pas plus grande que 

— 8, V 
(| 

En effet, si nous posons: 

l'équation dont il sagit prend la forme - 

9 

y3 : PS V FORET 
x + 3esix, = 26, 

et si nous introduisons, au lieu de x,, la nouvelle inconnue z, liée à la 

premiére par la relation 

nous aurons: 

(7) 25 3024 — 2. 

Supposons qu’on ait: 
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Te: ONE. Lo 3i : : 
alors les trois racines de l'équation que nous venons d'établir seraient: 

2 — =e 2 — U: 2=— I. 

La premiere d'elles correspond à la limite positive de x,, la seconde ou 

la troisième à la limite négative du méme coefficient. 

De l'équation (7) on déduit facilement le développement que voici: 

8 = 2,1: (4) GE) — exu) 
(8) j 3e|' bom He 272) 1.2.3 270 x 

yp SSR IGN sr 2 ( 4 ) +... 

I2 991.2991 270 

qui reste cohvergent autant que l'on a: 

o>ı ou («- -—I. 

Relativement aux valeurs assez grandes de w, positives ou négatives, 

on peut se contenter de l'expression 

ou bien de celle-ci: 

Cette expression qui, par rapport à l'exactitude, est comparable aux 

coefficients du développement (2), est entiérement en défaut, toutes les fois 

que la valeur absolue de @ reste inférieure à lunité. Par là on est en 

état de juger jusqu'à quel point le dit développement peut être utilisé. 

Concevons particuliérement le cas où 

Deo 

ce qui permet l'emploi de la formule 

nn  — — Sl 
4 — Vr + Vo? +1 + Vi Vo Fr, 

ou bien de celle-ci: 

— (o? + jy x | 
TEE | EL 
Vi + —  Vı —— 935 

vo! I vo? +1 
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+ 

Si maintenant @ était positif, la valeur de z s'obtiendrait au moyen 

du développement 

2 I . IO I 
oS ————— = 

(9) za 
ee 
e? + 1)° 

qui découle de la formule précédente; mais si, au contraire, © avait une 

valeur entre o et — I, on exprimerait 2 au moyen d'un développement 

suivant les puissances de Yo®+ ı ou bien suivant celles de «^. Voici le 

premier de ces developpements: 

(10) T 

il nous donne la racine réelle correspondant aux valeurs de w peu diffé- 

rentes de — 1. 

Nous ajoutons encore quelques mots sur les diverses équations de 

condition correspondant à certains cas spéciaux. 

D'abord, on peut se demander les conditions à remplir pour qu'on ait: 

{0} 12 

ou bien: 

oO = — I. 

Les valeurs des deux coefficients e, et e, que nous avons déjà sig- 

nalées nous fournissent la relation suivante: 

old 

er |o Zee — A) +28 sel wi 98, 

d'ou l'on tire, eu égard à la deuxième des équations (4), 

rz 

HOPES a eee ded [ELE 
EE „pa = eal" 

Evidemment, on satisfait à cette équation par deux valeurs de x,, e» 

savolr: 
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1 
27\3 

„= (Ga), 
ce qui convient à l'hypothèse © = — 1. 

Nous supposons toujours que x et x, soient, tous les deux, de 

petites quantités de l'ordre des excentricités, Relativement à x cette hy- 

pothése est légitime en soi-même, mais la supposition relativement à x, 

repose sur une autre hypothese, à savoir qu'on ait: 

qug 

jeg me : 

= étant une quantité de l'ordre des excentricités ou des inclinaisons. 

Les suppositions admises entrainent, comme nous le verrons plus 

tard, de petites valeurs de (A7), tout au plus de l'ordre de e’. On ne 
saurait donc satisfaire à l'équation (11) à moins qu'on n'ait: 

(1 zo 1 — f, 

On tire immédiatement des équations (4): 

2 2 SUY EE ETC TE 
(es) -F use) Sage oc eae 

cji 

ou bien, si l'on néglige c? auprès de 2c et s^ auprès de 2c, 

3 2 a mam TN 2(6— +) = 
D'un autre côté, si l’on ajoute successivement les relations: 

r 3 4 a Li x, 16/4 8^1 

et 

r 3 2 

LR oF oe 
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a l'équation précédente, il en résultera les deux formules que voici: 

\ ale) 
I a(¢— e) = — Al + 2). 

Done, aux deux solutions relatives au coefficient x, correspondent deux 

valeurs de la différence ç — 5. 

Il serait trés facile de montrer, par un exemple, l'existence d'un cas 

tel que nous avons envisagé dans les lignes précédentes. En effet, si 

l’on admet 

x RE UE TN Bi = I — (1 e) 4 ‘oa , 

et qu'on suppose l'arbitraire x tres petite auprés de x,, de sorte qu'on 

puisse la négliger, la constante (A7) serait aussi trés petite. Ayant ainsi 

satisfait a la condition (11), on a trouvé deux solutions distinctes et diffe- 

rentes entre elles. 

Voyons maintenant quelles sont les conséquences de la supposition 

On trouve tout d'abord, en ayant égard à la valeur de e, donnée plus 
1 

haut, l'équation de condition que voici: 

(&*)) — o, 
KW | (12) (1 =o)? —(1 — 8) +38 (e 

et la valeur correspondante de x, s'obtient immédiatement au moyen de 

la formule : 

Pour comparer les deux cas spéciaux que nous venons d'envisager, 

désignons par f; la valeur de f, dans le cas où 
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alors la différence des équations (11) et (12) nous donne: 

Po tabo acy. 
f f A: 4 ED 

On voit done que méme un très petit changement dans la valeur 

de f£, peut produire de graves altérations dans la nature des intégrales, 

toutes les fois que la différence 26 — f, est trés petite par rapport à o 

ou à fj. 

Le cas spécial de notre probléme caractérisé par la condition 

MENS 

— ou plutôt un cas qui en differe trés peu — a déjà été envisagé par 

LEVERRIER et plus tard par M. Tissrranp. Les résultats auxquels sont 

parvenus ces deux savants ne sont cependant pas tout-à-fait décisifs, vu 

qu'ils n'ont pas considéré, dans leurs recherches, le terme dépendant de 

x;. La supposition 

ou bien celle-ci: 
20 — 0 — f, =o 

doit alors introduire, dans le résultat, des termes multipliés par le temps 

ou par un argument astronomique, d'ou l'on pourrait conclure l'insta- 

bilité du mouvement. Mais en conservant le terme du troisieme degré, 

on évitera non seulement la sortie de l'argument hors des signes trigono- 

métriques, mais encore les trés grandes valeurs du coefficient x. Nean- 

moins le résultat pourrait être tel que l'instabilité fit indiquée. 

En effet si, aprés avoir supposé le coefficient e, tellement petite que 

Es 
Bs 

une valeur du premier dégré, on obtiendra relativement au coefficient 

x, un résultat dont la valeur numérique sera du méme ordre que la 

racine cubique de l'excentricité. Mais une telle valeur peut s’approcher 

si pres de l'unité que le développement de la fonction perturbatrice cesse 

d'être convergent. Dans ce.cas, on ne saurait rien juger sur la stabilité 

la valeur de w tombe entre — 1 et + 1, on admet pour le rapport 

du mouvement en employant les méthodes qu'on va trouver dans le 

présent mémoire. 
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Mais si, au contraire, le rapport £ est du troisième degré, ou d'un 
P, : 

degré encore plus élevé, la valeur du coefficient x, sera au moins du 

premier degré, de sorte que la fonction p, reste toujours une petite 

quantité de l'ordre des excentricités, l'arbitraire x étant supposée une 

quantité du méme ordre. 

Les conclusions auxquelles nous sommes parvenus ne sont encore, il 

est vrai, que trés incomplétes; cependant, elles nous offrent une idée de 

la vraie nature des résultats demandés. 

3. Les résultats que nous venons de trouver, dans le numéro pré- 

cédent, peuvent, si deux racines de l'équation (6) sont égales ou presque 

égales, sécarter sensiblement de la solution compléte de l'équation (3). 

On a cependant trouvé une solution qui donne une idée de la vraie so- 

lution, ce que nous allons conclure du fait que la fonction R reste, 

méme dans les cas exceptionnels, de l'ordre de p,, mais qu'elle devient 

trés petite dans les cas ordinaires, à savoir lorsque la valeur absolue du 

paramètre @ est sensiblement plus grande que l'unité. Relativement aux 

cas ordinaires, il n'y a nulle difficulté d'obtenir le développement de 

l'intégrale cherchée tellement exact qu'on peut le désirer. 

On peut cependant faire entrer, dés le début, une simplification con- 

sidérable dans notre probléme, en observant que les termes, dont les ar- 

guments ont la forme générale 

(25 + 1)f € m(f — f.) 

s et m étant des entiers dont s peut avoir la valeur d'un nombre positif 

queleonque à l'exception de zéro, restent toujours trés petits dans l'inté- 

grale, du moins si m n'est pas tellement grand qu'on puisse le comparer à 

2s + 1 

Gar 

Certainement, les termes dont il s'agit exercent quelque influence sur les 

termes élémentaires, à savoir sur ceux qui dépendent de l'argument 

f + n(f—f) 

mais cette influence est trés petite, et on peut en tenir compte d'une 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 14 mars 1881, 11 
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maniére trés aisée. Nous pouvons done nous dispenser de considérer, dans 

notre étude générale, les dits termes. 

En réunissant les termes élémentaires, c’est-a-dire ceux dont les argu- 

ments permettent des diviseurs fort petits, et qui en conséquence apparais- 

sent fort agrandis dans l'intégrale, nous en désignerons la somme par (p), 

et il sera évidemment permis de mettre 

(13) j (o) = * cos [(1 — 9v — 7}, 

y et z étant des fonctions de la différence 

ff = wv. 

Maintenant, si nous posons: 

m [9 = 2 eos (x — D) 
I 

[n= sin (x — D), 

nous aurons, en admettant toujours la notation. 

f=( gr —T. 
la formule: 

(15) (p) = g cosf + h sin f. 

Par la définition (13), il est visible qu'on peut mettre: 

a I 

(e)! = 2 (o)w" + 37? eosallı — 9e — 7], 3 
4 

et si nous posons, dans l'équation (3), 

p — (p) 5, 

nous pouvons décomposer cette équation dans les deux suivantes: 

d'(p) 3 ^ e 

ie [r—4& 3A fom — reosfi Tt), SI, 
(16) as 

s. 
at [r—&-—i&A]S = jh? esI — 9» — =] 

+ £,13(o) + 3(p)S + SS — [(o) , S]. 
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ll est facile de saisir pourquoi on a introduit les symboles de la 

Ce, y]. 

On s'en servira pour transférer certains termes d'une équation à une 

forme 

autre, en supposant déterminée la somme seule des deux équations, tandis 

que chacune d’elles est Supposce en quelque sorte arbitraire. 

Concevons, en effet, qu'on ait une équation différentielle quelconque, 

dont l'intégrale soit cherchée au moyen des approximations successives. 

L’ integrale etant composée de termes de divers genres, on trouvera souvent 

utile, pour faciliter la marche du calcul, de trancher d'abord l'équation 

proposée en plusieurs autres, chacune soumise à la condition de ne donner 

naissance qu'à des termes d'une forme déterminée. Mais comme chaque 

approximation nouvelle peut produire des termes de plusieurs formes, 

la décomposition de l'équation proposée ne s'opère que de proche en proche. 

Evidemment, les fonctions désignées par les symboles que nous avons 

introduits dans les diverses équations, peuvent être déterminées de telle 

manière que les termes d’une certaine forme soient retranchés d’une équa- 

tion, mais ajoutés à une autre. 

Faisons d'abord l'application de cette manière de distribuer les divers 

termes sur les différentes équations, dont la somme- redonne l'équation 

primitive. 

Si, dans la premiere des équations (16), on néglige le terme [(), 5] 

on aura un résultat approché que nous désignerons par 

(0), == 7 cos [(1 2 S 7, |. 

Ayant des expressions approchées des fonctions y, et z,, il sera facile 

d'établir l'expression approchée de S. 

En effet, les variations de 7 et de 7 étant trés petites, on est autorisé 

à intégrer la seconde des équations en. y supposant ces fonctions con- 

stantes, En ne considérant, dans la premicre approximation, que le terme 

tout connu à droite, on a: 
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formule dans laquelle on peut introduire les expressions approchees de 

7 eı de 7. 
Les termes dont la forme est celle de termes en (o), et qui par 

conséquent doivent étre supprimés dans la seconde des equations (16) 

par le symbole [(o), S], sobtiennent tout d'abord. Les voici: 

91 5 

leeren) Zu SSP! wa DL cag) ast Un Bez 

3) ua 
16/7 

de sorte qu'on aura, au lieu de la première des équations (16), la suivante: 

dp) 3 : (17) ar + ar |e) = roh 

3 22.4 9 3.6 

| 16/7 64 3 

le =) en otre cun M 

où l’on peut considérer tous les termes à droite comme donnés. 

Il n'y a pas, évidemment, de difficulté de continuer les approxima- 

tions entamées. 

Cela étant, nous abordons l'intégration de l'équation (17) en my 

considérant que le premier terme à droite. 

Admettons les développements 

(18) [g = x + x, cosw + x, co8 2w 4... 
1 

ln =A, sinw + À, sin 24 + ... 

ce qui donne: 

(x, — 2,) cos (f + 2w) +... 
Di 

(19) (p) = x cosf + i (x, — 2,) cos (f + w) + 

I 
+ = (x, + À) eos (£— w) + C + Àj) eos (f — 2w) +... 

D'un autre cóté, puisqu'on a: , 

G+ = 
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il sera evidemment possible d’etablir le développement 

(20) 7 => + 7 cosw + 27?) cos2w +... 

où, pour abreger l'écriture, on peut omettre les indices supérieures. 

Or, on obtiendra facilement les expressions suivantes: 

qm — X +i A) i++... 

me A paa beo c Alpes 

(n p à) s 2xX, RS [xx a à À,] + E52 7 2,2] + le D | = Vas 

N, — 23x, 6 [3523 IN àÀ,] + Er + ÀÀ,] ns Lex, x 2,2, ] 2E 

a : GG >’ À) ir (xx, i À] = ES + 1,4] + ee 1A, | + Boa 

etc. 

et, en se servant de ces notations, les équations de condition que voici: 

3 3 Le 
IE (1 im 9* "e =f; —$ Bar |x 3 aA bm +%,9 + %7; +.4=0, 

m (1 —o)?+ I ph — 5 Batt [Ca +) 4 hs *7ı als 571 (% +) 

ate EAE i + X3 + À] 

+ 2706 — à + X, ar A.) 
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hr [1 TE Ce gl Ta — A — À Bite Jes TOR À) 

Bes] i ER 4 P^ Um dumb edu 

+ iub A, dp cA 

+ 9% + À, AE x, zx 

[= sa of ihn Jet) 

E 5 Bon xn T An Er Aa eal 

== a Pas x Ayes che nek Mn e] 

— Bs Ds + À + tu + Asa] 

3 1 I 

e Ps Qn E zi: 2 (Xo, Sr An) | 

IN LET — À cma À dns] 

| l 2 
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= I ccm cep pr —iha |(% AM); 

3 
= a. Ds AE Àa =F Xil Aull 

3. 
3 Pa Es; FE A ae Xn» NS Acus 

= HAE + = s, — Arn) 
D | = 

row 3 Ama [x A Een 1 hon+1)] 

La solution de ces deux systèmes d’equations est visiblement très 

pénible: s’il était permis de supposer les coefficients 7,, 7,,... connus, 

la détermination des coefficients x, , x,,..., À , À,,... et de ¢ dépendrait 

de la solution d'un système infini d'équations linéaires, mais puisque, dans 

notre probléme, les 7° sont des fonctions du deuxième degré par rapport 

‘aux coefficients x et A, il faut considérer les systèmes (I) et (II) simul- 

tanément. On comprend aisément que la solution des équations dont il 

s'agit ne s'obtient qu'au moyen d’approximations; mais même par cette 

voie il serait difficile de parvenir à des résultats exacts. Nous nous con- 

tenterons d’en indiquer les premières opérations. 

Supposons, dans ce but, qu'on puisse négliger les coefficients x, et 
2 

À,, ainsi que tous les coefficients suivants; alors nous aurons: 2? q , 

I 2 2 32 

Ve A ie + A). 

y, = 24%, 
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et les trois premieres des équations du systeme (II) deviennent 

—t 9) ee en Be 

iUm de. 

(21) — À BE — Al — à) — $n = — 27, 

2 3 2 Ira 2 te + oP rA — 3 fat + 508 9] — 9 

Bi Na A)—32 5:2 of 

Sans entrer dans les details quant a la determination des trois in- 

connues: ¢, x, et À, on peut tout de suite, des équations signalées, tirer 

quelques conséquences importantes. 
En formant la différence entre les deux premiéres de ces équations, 

apres avoir divisé la deuxième par x, + À, nous aurons: 

(ne) hes) 
I 3 3 : 

E x, + À, Ar ET ze Bi = à) — Pett: 

De même, la premiere et la troisième des dites équations, celle-là étant 

divisée par x, — À, nous donne: 

—2lo el Ce No 2, 3 f. a + À Balt = Ay — 3 A. 

Ces deux résultats nous fournit les suivants, en omettant ¢ aupres ) ¢ aup 
de: l'unité: d'abord la formule 

3 I 27 

4(o — ¢) = xx E in ale 5 Pat er 9 x, + À, 

et puis, en neeliceant le terme s? — c?, l'équation , tei e) ? 

3 I I 27 3 D 
On a qu npe ae Eu, a 3B (Xi zi à) — ;Pvn- 
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Si dans cette dernière équation ainsi que dans la deuxième des équations 
(21) on met: 

À, = px, 

on aura: 

Gr) —3 x (x — 2) +2 BG — 2) 

It 9)? + 1—&—1&5 [i +P) — 3 Rx — 38, pr px 

— 3A + pit + pi = — 27. 

On voit facilement que ces deux équations sont satisfaites par une 

valeur positive de z,, jointe a une valeur de p entre o et +1. Mais 

cette racine positive pouvant devenir, dans certains cas, trop grande pour 

étre compatible avee la nature de notre probléme, il faut qu'on examine 

le.cas d'une racine négative. 

Posons: 

/ =). 

38. zn ex f; 

la quantité f est, par l'hypothese, toujours positive, pourvu que le coefficient 

y soit positif. De l'équation du quatrième degré en p on tire maintenant: 

Qo — = = 2 fle) —! cw + tp): 

Il découle de cette équation, ce qu'on voit facilement, qu’une des 

racines s'approche de l'unité, à mesure que le coefficient f prend des va- 

leurs plus considérables. Mais, dans les cas qui se présentent le plus 

souvent, le coefficient 7 est de l'ordre du produit A,x, d'ou l’on conclut 

une assez grande valeur de f, et, en conséquence, que le facteur p ne 

differe que trés peu de l'unité, 

Si, dans les résultats que nous avons obtenus précédemment, on 

suppose p — r, on retombera dans les équations (4), en y omettant les 

termes dépendant de (4). Ces équations peuvent done servir comme 
Acta mathematica, 15. Imprimé le 16 mars 1891. 12 
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point de départ des approximations successives toutes les fois qu’on est 

autorisé à commencer par l'hypothèse 

DE i 

Mais nous avons appris, dans ce qui précède, que la valeur de p ne 

diffère ordinairement que tres peu de l'unité, on est donc amené à com- 

mencer les approximations par admettre cette hypothèse, ou bien par faire 

application des équations (4). 

Si l'on retient x, et A, à côté de x,,x, et À, en supposant les coeffi- 

À,.... négligeables, les règles du calcul deviendront plus cients x, , À, 

compliquées que celles que nous avons communiquées précédemment. 

Mais comme nous allons connaitre, dans les pages suivantes, des méthodes 

plus expéditives, nous n'insistons plus à poursuivre la voie sterile des 

déterminations successives des coefficients, bien que la méthode entamée 

puisse donner, excepté dans les cas trop difficiles, des résultats satisfaisants, 

Mais sans entrer dans le détail du calcul, on peut tirer des systèmes (I) 

et (IT) une conclusion importante. 

Admettons que 7 soit une quantité du troisième degré, c'est à dire 

une quantité du troisième ordre par rapport aux excentricités ou aux 

inclinaisons, nous aurons, en négligeant x, et A, ainsi que les coefficients 

suivants, un résultat du premier degré quant à x, et À, la différence 

20 — A, étant toujours supposée trés petite. Si ensuite nous introduisons 

ces valeurs dans 7,,7, et 7,, ainsi que dans les deux équations du 

systeme (II) qui contiennent les produits de 7, par (x, + A,) et (x, —1,), 

et que nous omettions les termes dépendant de x, et de A, ainsi que 

les coefficients suivants, les valeurs de x, et de A, que nous obtenons 

ainsi seront, ce qui est facile A voir, du méme degré que le sont x, et 

À- 

du premier degré. Done, si la suite des coefficients x, x, , x,,..., À, 

À 

facteurs, contenus dans ces quantités, qui ne dépendent que des indices. 

En continuant les opérations analogues, on aura toujours des résultats 

,:--. forment une série convergente, cela tient à la convergence des 

Nous sommes donc arrivés au fait que les expressions représentant 

les inégalités planétaires peuvent renfermer des développements, ne procé- 

dant ni suivant les puissances des forces troublantes, ni suivant celles des 

excentricités ou des inelinaisons. Nous verrons que ces séries, néanmoins, 
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sont convergentes, et qu’elles ne nécessitent pas la substitution d’un nouvel 

argument à l'argument astronomique. 

s 

4. Au lieu de chercher immédiatement le développement suivant 

les multiples de v, on peut se proposer de faire-avancer la solution de 

notre probléme en introduisant une nouvelle variable indépendante con- 

venablement choisie. Si en méme temps, on remplace la fonction (p) par 

une autre, E, il sera possible de déterminer la relation entre (p) et E, 

et celle qui existe entre v et la nouvelle variable que nous désignerons 

par 4, de manière à nous offrir immédiatement une méthode d'effectuer 

les approximations successives et de faire voir la convergence du résultat. 

En effet, si nous désignons par d une fonction encore à notre dis- 

position, et que nous posions: 

nous aurons une nouvelle équation différentielle du second ordre en Z, 

qui est linéaire, mais qui contient, au lieu de la troisième puissance de 

E, une certaine fonction de ses coefficients. La fonction & peut être choisie 

tellement que l'équation en E s'intègre immédiatement lorsque les termes 

à droite sont connus; mais ces termes n'étant pas tout connus d'abord, 

il faut les chercher au moyen des approximations. 

Des relations écrites ci-dessus on tire facilement: 

a d’E dd qud 9 — E L0 + d). 

En vertu de cette expression et de la relation qui lie (p) a E, l'équa- 

tion (17) se transforme en celle-ci: 

Porson Lu. PAP? 1 d E LN 

(t + dy) + ddu] a+ 4)! 

gb addo 
Eu 7 COS re mel 

Maintenant, si nous déterminons la fonction & de facon à satisfaire 

l'équation 

I ate MOS QAT d*g I 3 
RENE UTI — | — 0 —-£,H 

(1 4 4) du? I T4 I Bi 45 ’ 
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H étant une constante que nous choisissons de manière que la variable 

w soit un argument astronomique, c'est à dire qu'elle passe avec v par 

O', 27,47, etc, nous aurons: 

d’E I 3 NC 
(24) : dui ilo 1p, — San] ea spent +...) 

€ 

(25) me GR) SRG D — s — A — 28,9") 9" +. : 

3 
"mH AG a. 

En désignant la différence v — u par V^, et en posant: 

U=(—du—T =f —0— 9%, 

U, — (1— ou—B=f,—{(1 —0o)4, 
1 

la fonction 2^ s'exprimera évidemment au moyen de l’argument 

U—U =o 

et de la fonction V. Si lon néglige, dans la premiere approximation, 

la fonction V', nous aurons en vertu de l'équation (25) la valeur de ¢, 

aprés quoi la fonction V' s'obtient au moyen d'une quadrature. Cette 

fonction, d, étant en quelque sorte arbitraire, on peut omettre d'y in- 

troduire les termes dépendant des constantes d'intégration. On aura en 

conséquence la fonction dont il s'agit exprimée par la seule variable c, 

et en continuant les approximations, les deux quantités, 7° et d, ne dé- 

pendront'que de la dite variable. 

La première approximation relativement à d» s'obtenant tout de suite, 

nous aurons: 

(26) g= ZB), 

et puisqu’on a: 

dv = (1 — 24 + 39? — .. )du, 
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il est aisé de voir que la fonction V s'exprime approximativement par 

la formule 

(27) V = 3B, f (7° — H)du. 

Done, la constante H doit, dans la premiere approximation, étre égalée 

au terme constant du développement de la fonction 7’, terme que nous 

avons désigné par »,. 

Par ces considérations il est facile de comprendre que les termes au 

membre droit de l'équation (24) peuvent étre transformés en termes dé- 

pendant des arguments U, et w, et que la série qu'on obtient ainsi sera 

convergente. En effet, par la relation 

f, —U,-ca-—ow 

on aura 
cos f, = P cos U, — Q sin U,. 

P et Q étant des fonctions de w, à savoir: 

P=1— 
: I . 

fi ibis) A nog quam Games en 

Q=(1— 0) ¥—-___(1 +. 
4.23 

Mais en considérant. d'abord ¥ comme une série trigonométrique dont 

l'argument est w, on aura les fonctions P et Q exprimées au moyen de 

développements analogues, qui seront nécessairement convergentes. 

Il s'ensuit des résultats que nous venons d'établir que la fonction E 

s'exprime par les arguments U et w, de sorte que, si l'on pose: 

(28) E = X cos U + Y sn U, 

les fonctions X et Y seront données au moyen des développements: 

X =k + k, coso XE k, cos 20 qx, 

Y=1sino +l,sn2o +..., 

les Æ et les 7 étant des coefficients constants. 
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Les fonctions g et h que nous avons introduites par les équations 

(14) s'expriment aisément au moyen de X et de Y. Pour établir ces rela- 

tions, nous remplacons, dans l'équation (28), l'argument U par f — (1 — JM. 

Nous aurons ainsi: 

E = {Xcos[(1 — QV] — Y sin[(1 — 9] cosf 

J-[Xsin[(1 — 9V] + Y eos((1 — 9 ¥']! sinf; 
et puisqu'on a 

E — (1 + 9X0) 
on en tire: 

, 

St. X eos (1 — 97] — Y sin [1 — 97] 

| y — Xsin((i — 97] + Yeosl(ı — QV] 
— BEC 

(29) 

En formant l’expression 

CH — n zB pe 

on reconnaitra au premier coup d'oeil la relation entre z* et (H)'*; elle 

est la suivante: 

2 (Hy 
(30) Y — xg 
qui entraine celle-ci: 

dn: ior 
du E DES 

On obtient done facilement les g,h, ^, les X, Y , (H)* étant connus. 

Si l'on établit les expressions 

P = pode p, cose + p, cos 2e + ..., 

Q =», sino +», Sin 20 + ,.., 

on aura, vu que les fonctions P et Q sont soumises à la condition 

P4+@Q=1, 



Nouvelles recherches sur les séries employées dans les théories des planètes. 95 

les relations suivantes: 

I 
2 2 2 ET EE iti es fh. 

2 2 

ay 5 ae zm sae 

O — 2 Tr ls FB Fee. 

ae Dae D WEE 
ete. 

Il s'ensuit de là que parmi les coefficients y et v il n'y a aucun 

qui surpasse la limite /2, et que, si plusieurs de ces coefficients ne 

sont pas trés petits, chacun d'eux est sensiblement inférieur à l'unité. 

On peut fixer, par cette circonstance, le. point de départ des approxima- 

tions successives. 

Ayant ainsi indiqué les résultats qu'on peut, sans trop de peine, ob- 

tenir en utilisant les méthodes indirectes, nous allons, pour intégrer l'équa- 

tion proposée, aborder l'application des fonctions elliptiques, ce qui nous 

fournira des méthodes plus directes. 

8 2. Solution au moyen des fonctions elliptiques. Premiere méthode. 

1. Reprenons l'équation (17) du paragraphe précédent, laquelle 

nous écrivons maintenant de la maniére suivante: 

d "p d £ 3 S 

(1) dv? + (i mid. — 58:0" Je p y cos f,. 

Evidemment, on y a négligé les termes contenus dans le symbole [ |; 

puis, on a omis, pour abréger l'écriture, les crochets autour de p. 

Aprés avoir, dans l'équation ainsi établie, introduit: 

(2) p = Goosf, + H sinf,, 

on peut déterminer les fonctions G et H, qui restent encore à notre dis- 

position, mais qui sont toutefois soumises à la condition 

Gm, 
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dé facon qu'elles deviennent indépendantes des arguments f et f, isolés; 

la seule variable dont dépendent maintenant ces fonctions, est donc la 

différence 

Si l'on introduit l'expression (2) dans l'équation (1), et qu'on fasse 

disparaître les coefficients de cosf, et de sinf, on aura les équations 

suivantes: 

3 tz + eh Amer d’G dH 
4 3 

42H dG 2 WHO, 
En afı ab oye logi eto 9, AR o: 

(3) | 

Les fonctions G et H ne dépendant que de l’argument w, il est vi- 

sible que leurs secondes dérivées sont très petites par rapport aux pre- 

miéres; il y a donc lieu à établir une première approximation en inté- 

grant le systeme 

Apres avoir formé les expressions approchées de G et de H, on 

développera trés facilement celles des fonctions ‘ 

d’G d^H 

Da ae e ees 

et les expressions de G et de H s'obtiennent maintenant avec une exactitude 

plus grande que n’offrent les résultats à tirer des équations (4), en inté- 

grant le systéme que voici: 

| to ON 
| 

SI S| + = 
to Q | sl 

| 
ES 

| 
iw 
Co VN 

ee 
a I = 
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Maintenant, si l'on fait: 

4 26 — 6° — fj, y 
(6) 7 m 3 2 SF , 

et qu'on observe la relation 

STRE (a dG is) S dz TR rie A y 

~ dv 

on deduit des équations précédentes: 

9 = 7H + MH— NG, 
(7) . 

dy dG rdH 

|-iwz-— gs Moo iN 

équations dans lesquelles on a admis, pour abréger, la notation 

HAN 
ges A 

L'intégrale de la seconde des équations (7) s'obtient immédiatement. 

En désignant la constante d'intégration par: 

zZ n QU oe Mcd petit] 
e, étant une arbitraire, ou bien par: 

Eus eo 3. go 

ou l'on a employé la notation 

4 20 — is B, de. à 

(8) 3 P, En er 

on aura: 

: : 5 dG dH (9) Ben = re | [ie NE Jav. 
Acla mathematica, 15. Imprimé le 2 avril 1831. 13 
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Je préfère de garder l'équation (9) sous la forme précédente, bien 

qu'on puisse l'écrire ainsi: 

3 pof 372 sr dGY* dHy? 
SAO A c Neg) a 

En vertu des notations que je viens d'employer, la relation entre 7” 

et y s'exprime au moyen de la formule suivante: 

à: 
2 2 

Je 

et si l’on pose: 

y + «s 
on aura: 

(10) f= ddr 

Cela étant, supposons: 

M=N=o 

et formons la somme des carrés de la premiere des équations (7) et de 

l'équation (9); dans’ l'équation résultante, remplacons y par z — 0, et 

eliminons 7? à l'aide de l'équation (10). Nous aurons: 

(11) (=) = Jio — | 5786  g P7 |e 

a dai 

taf EEE 

Le résultat que nous venons de trouver s'obtient aussi de la ma- 

niere suivante: 

En différentiant la premiére des équations (7), aprés y avoir in- 

troduit z au lieu de y, nous aurons: 

d’z dH d(MH — NG), 

dv? dy 2° See 

mais la premiére des équations (5) nous donne: 

CIN y 
2(1 ir Are — 7 + M, 
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ou bien: 
dE £3 BA ie 72 MA 

hag cp UG "obs LL ar 

En y introduisant la valeur de 7G@ tirée de l'équation (9), l'expres- 

à dH E 
sion de — devient 

dv 

Maintenant, si nous adoptons la notation : 

SEE Sen a y d(MH — NG) 
(x2) MW. e af [ns +N ole; at, FB , 

l'équation du second ordre devient: 

d’z ae 3 9 p22 

(13) + 17869 | — [are + P? 

Uie 37 Oz DEN) #97 pe + Ww 

2 ai TEX e : 

Si, dans cette équation, nous faisons W — o, nous retrouverons, en l'inté- 

grant, l'équation (11), pourvu que l'arbitraire introduite par l'intégration 

ait la valeur zéro. Mais nous pouvons nous servir de l'équation (13) 

afin d'avoir l'expression compléte de z au moyen des approximations suc- 

cessives, en supposant dans la première approximation W=o. A l’aide 

de la valeur approchée de z que nous désignerons par z,, on formera 

l'expression de la fonction W, qui servira comme valeur approchée de W. 

En désignant par Az la correction à ajouter à z, pour avoir l'ex- 

pression complete de z, on aura une valeur approchée de Az en intégrant 

l'équation 

d? 27 2, 
(14) TA + E re, de 5,0 = Baz, + he 

um APT be 2 ]Ae = 1 Az’ + W, 
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apres y avoir remplacé la fonction W par W, et supprimé les termes 
dépendant de Az? et Az’. 

Ayant obtenu, de la maniere indiquée, une valeur préliminaire de 

Az, on cherchera de nouveau la fonction W, et on aura, en utilisant 

toujours l'équation (14), un résultat plus approché que le précédent. En 

continuant ces procédés, on parvient à une expression de Az dont l'exacti- 
tude sera trés grande. 

Il s'agit maintenant de trouver l'intégrale de l'équation (14), la partie 

à droite étant supposée tout connue. Nous allons montrer, dans le numéro 

sulvant, qu'une équation linéaire de la forme dont il s'agit sintégre ri- 

goureusement au moyen des fonctions connues. 

2. Supposons qu'on connaisse lintégrale de l'équation 

a p 
(a) a = 4, + Ay ie Aye == coo 0 dg 2s 

En désignant cette intégrale par 

¥ = f(r, ab), 

a et b étant les arbitraires d'intégration, nous admettons que ses dérivées 

partielles par rapport à a et à b restent holomorphes, les valeurs de a 

et de b étant comprises entre des limites déterminées. 

Maintenant, si l'on pose: 

a — a, + a, b=), +f, 

et qu’on désigne par 

Lu ^ Y, = f(x, a,, 6) 

la valeur de Y correspondant aux valeurs spéciales a, et 5,, la fonction 

Y s’exprimera au moyen de la série infinie dont les premiers termes 

sont ceux-cl: 
D BEN, v 

CECE ror a A 
da, ob, 

Y=Y,+ 

En portant ce développement dans l'équation proposée, nous aurons, en 

égalant à zéro les coefficients de « et de P; 
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pore 
9a, 7 : 72 7n—1) oY, Hox E [A, + 24, Y, + 34, Y? +... +4, E 5 

; . 9 A i R 5 
et une autre équation en == tout à fait semblabie. Donc, la fonction 

ob, 

Y étant l'intégrale de l'équation (a), l'intégrale de l'équation 

(&) EI Akh 3d a] 
da? 

sexprime au moyen de la formule 

@) 9-0. 46,5 

C, et C, etant les deux arbitraires. 

Voici quelques applications du theoreme que nous venons d’etablir; 

nous y admettons d’abord n = 3 et 

A, = A, = ©. 

Soient, en faisant dans notre premier exemple la distinction entre trois 

cas différents, 

1) A, == — (1 +k’); LEE, 

2) A, = 2k* — 15 A, = — 2k’, 

3) A, = 2—h’; Ad 2; 

où lon a désigné par A? une constante prise a volonté. Une premiere 

intégrale de l'équation (a) s'obtenant immédiatement, les résultats s'écrivent, 

si lon choisit les arbitraires convenablement, ainsi: 

ke En (dy ° 
(3) = 1—(1 + hy? + hy’, 

2) = 1 — k? + (2k? — 1)y? — k’y, ( 
(2) -:-6—P9r—v. 



102 Hugo Gyldén. 

La seconde intégration nous donne, en dééignant par x, l'arbitraire, qui 

reste la méme dans tous les trois cas, 

Y = sn(x + 2), 

y = cn(e + 4, 

E —dn(@ + 2%). 

Maintenant, si l'on porte ces valeurs dans l'équation (f), il en résulte 

les trois équations suivantes, dans lesquelles on a mis x au lieu de x + z,: 

d* 
i = [2.3k*snz* — (1 + k’)]y, 

== [2.3k? sna? — 1 — 4k’ ]y, 

d’y 

dx? 
= [2.3%k* sna? — 4 — k’]y; 

et, en vertu de la formule (7), on en trouve les integrales particulieres: 

y = enzdnr, 

y = —snzdnz, 

y = — ksnrenz. 

Il serait facile d'obtenir, en différentiant par rapport à l'autre arbi- 

traire, ou bien par rapport au module, les autres intégrales particuliéres; 

cependant, le calcul qui s'y rapporte, et qui s'appuyerait sur les formules 

connues de M. Hermirr, n'étant pas d'intérét direct pour nos recherches, 

nous nous dispensons de le donner. 

On a donc retrouvé les intégrales connues de l'équation de Lams, 

pour des valeurs particuliéres des arbitraires qu'elle contient. 

Examinons maintenant le cas où l’on a: 

- v(r—snz) 
=. = am ERG. 

I—psnz 
- 

» et p étant des coefficients constants dont les valeurs absolues sont plus 
petites que l'unité. | 
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En supposant lune des arbitraires d'intégration comprise dans la 

variable + on aurait: 

2H» x »(1 — p) enz dne 

9a (1 — p sna) 

Done, cette expression est aussi une intégrale particuliére de l'équation 

= [4 yy ube sn 2) A LE Eel. Ir. 
— psn®& ne) 

les coefficients A,, A, , 4,, 4, de méme que l'arbitraire 4 introduite 

par l'intégration de l'équation (a) ayant des valeurs telles que l’expres- 

sion hypothétique que nous avons donnée a Y soit une integrale de 

l'équation 

I /dy 
SG) = 4 + Ay +3 Ay +! Aw! +- „Ay 2 \dæ 

Cela étant, au lieu de chercher l’autre intégrale particulière au 

moyen d'une différentiation partielle il vaut mieux la déduire moyen- 

nant la formule bien connue: 

dans laquelle on doit maintenant porter la valeur 

v(T—p)enzdn« 

(r—psna) ' den 

Il résulte de là: 

y(1— p)enzdne ("^ (1—psnæ) de à 

y'(1 — p)* enz* dna” 
ecc cA 
Ja (1 — p sn x) 

Cette formule n'étant pas encore mise sous une forme propre à l'usage, 

il faut la transformer d'une manière convenable. Dans ce but nous nous 

rappelons les relations 
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I is I uh ou 

enz'dnz* K”cna? k? dna? 

4 Hi(z) 
k'? Kr HER H,(®) 

a = = = E E , 
en x" -K dx 

d 9,(z) 
dois s E O,(æ) 

dna. sok die ^ 

d'ou l'on tire: 

| : H;(®) fe O; (a) 

Pee GC B 4 Be) 
ene? dna’ k^ K dx A dae 

Mais, puisqu'on a: 

Hi(z). 86;(z) k*sne 

H,(x) 6, (o) en e dna’ 

la formule précédente s'écrit ainsi: 

k' sn x 6;(a) 

I "ene icc x 8, (a) 

enz*dnza* T: te aa ae pk dere da 

où lon a désigné par / la constante 

(1 — k*) K — (1 + k)E 3) 0 " leer ita 
K aa ws mec RT 

En vertu de ces formules on trouverait facilement l'expression de y, 

sous la forme d'une série trigonométrique convergente pour toutes les 

- valeurs réelles de x, à laquelle se trouve ajouté un terme de la forme 

he ena dn x 

h étant une constante. 
Le calcul serait presque tout à fait identique avec celui dont nous 

avons fait l'exposé dans les lignes précédentes, si nous avions supposé: 

; Y(t = 982) 

| 1—peneg' 
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Les formules y relatives s’obtiennent aussi des précédentes au moyen 

d’une transformation des fonctions elliptiques qui y entrent; mais puisque 

les nouvelles expressions nous seront utiles dans ce qui suit, je vais les 

déduire directement avec quelques détails. 

Il s’agit d’abord de donner a la fonction 

»(1— p)snzdnz ^ (r— penza)*dz 

(I — penz)? Yar — y(r — p)* sn + dn +° 

une forme convenable. 

En vertu des relations 

I 4) 3 Fe 

snædnx  snæ 

d 0, (a) 
ke m. k* E CHE) 

age a eed 

a) 
I Jo 19, H,(2) 

Eng XD 

ou bien: 
en 6; (a) 

D. cd em sn # dn # O,() 

SML NI a da nei de. 

on aura: 

- j ene = 6, (a) 

I kK + (k? — k*)E “snz dna hk? — k^ 9(«) 

snz!dnz! — kek IAE da 24 CON NN 

En portant cette valeur dans l'expression précédente de y,, il faut 

avoir égard aux relations 

= ena 

4 : 4 Snædnæ ;, cme , M decur) UEM ft —pens) —; Ma dm pena) ap | enz(1 — pena)'dz, 

19490 
CELINE RR RENE na 8:0) 

(1 — p ena) sq. di = (r—pena) 82) 

a 
4 6, (x) 

snzdnz(r — pcena)! — — dz, 
( ) O,(x) à 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 8 avril 1891. 14 
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et il est maintenant facile de voir que la fonction y, s'exprime au moyen 

de la formule 

Jy, = hye + f(x), 

h étant une constante et f, une serie de la forme 

fa() = h, +h, COS | AU cos 2 et 

tandis que l’expression 

y(1 — p)sne dna 

(1 — pen à) LS f(x) TE 

donne le développement que voici: 

. 7c . TT 
f(x) — l, sin px +1, sin2 x 4 ... 

Cela étant, nous allons considérer l’équation 

d? X L— / x = ^E: 

GS Z=l4+2 a 22 + ad (2 x) 0 cna penz 1 1 
DE EE 

vr L'intégrale générale s'écrit immédiatement comme suit: 

z)| C, — faf (2) + f (2)) War, 

[rf (2) + LONG, + ff (0) War}, 

mais cette forme n'est pas convenable aux applications, vu qu'elle ren- 

ferme des termes contenant la variable hors des signes trigonométriques. 

Or nous ferons voir que ces termes se détruisent. 

En effet, si nous ne considérons que les termes dont il s'agit, à 

savoir: 

— hf, (c )f«f. (« )Wdx + haf, (x fat x)Wdzx, 

et que nous remarquions la relation 

f sf (o) War = x ff (x) Wax — [dx ff (x) Waz, 
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l'expression de y sera donnée au moyen de la formule suivante: 

(16) y = O f(x) + Cof (9) + f,(#)] 

A de + f(x) [A (x) War 

+ Af o) f dz ff (x) War. 

Dans les applications que nous allons faire de la formule (15), les 

arbitraires C, et C, sont surabondantes, de sorte qu'on peut les dé- 

terminer de maniére à rendre le résultat aussi simple que possible. On 

met donc d'abord 

La fonction W étant donnée par la série 

À, + A, COS 7x =e + À, cos 2 x +. 

elle entrainera évidemment, dans l’expression de y, un terme de la forme 

— Af, (a); 

mais l'arbitraire C, étant encore à notre disposition, nous la déterminerons 

de maniére à faire disparaitre les termes de la forme indiquée, et nous 

aurons finalemerit un résultat qui ne contient qu'un terme constant et 

des termes purement périodiques. 

3. Reprenons l'équation (11), aprés y avoir introduit les notations 

que voici: 
-16 p 

= fes; dy = — dx if f , 3 B ? 

= et y étant deux constantes, la première d'un ordre impair par rapport 

aux excentricités ou aux inclinaisons, la seconde étant encore à notre 

disposition. 
Nous aurons d'abord: 

/dz\ ? Ae & oe wile 

(3) =! " | pg + 159] 

2 p 

2157 ce, z+ 402! — 2°\, 
3 5 



108 Hugo Gyldén. 

expression qui se transforme en celle-ci: 

‘dz\? (17) (a) =H — Get ne + 2) 

si l'on designe par c la racine réelle de l'équation 

N E a3 1 [gama 324, 73 2 64 [248 " 
(18) s 402 + [49 tea = Sef + se | 

ou bien, dans le cas de trois racines réelles, celle qui disparait avec e. 

Evidemment, les constantes 7, et y, qui entrent dans l'équation (17) 

doivent satisfaire aux trois conditions suivantes: - 

64e[ 4e = 
Oi 9 ar 39 |, 

x * 32 

(0) x 40 + ia = —| 45 + | 

— +e 49. 

Mais ces conditions ne sont pas, cepehdant, indépendantes entre elles, vu 

qu’on peut toujours déduire l’une d’elles des deux autres, en ayant égard 

à l'équation 

2 6 " (18) e — dc + | 40” += + 36,0 | 

^ 

En effet, si l'on ajoute, aprés avoir multiplié la deuxième des équa- 

tions (19) par c, et la troisième par c?, la somme de ces produits à la 

premiere des dites équations, on retombe dans l'équation (18’). 

Arrétons-nous un moment pour examiner la nature numérique de 

la quantité c. Dans ce but, observons que, dans les cas ordinaires, à est 

une quantité positive ou négative de l'ordre zéro par rapport aux masses 

troublantes et par rapport aux excentricités ou aux inclinaisons, mais 

qu'elle peut, dans des cas peu fréquents, devenir trés petite. 

Si 8 est une quantité de l'ordre zéro, la valeur de c se développera 

en une série dont le terme le plus sensible sera: 

4€ 
E 64 (= rop so) 

de ES 
3 

€ 
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Comme e, ainsi que e,, est toujours une constante positive, la valeur de 

c, tirée de la formule indiquée, est évidemment une quantité de l'ordre 

de es ou de eg. Mais cette valeur peut être positive ou négative; ‘elle 

peut même devenir nulle, ce qui exigerait que la valeur de 9 satisfasse 

à la condition 

4€ 
mu 

o ^ — + 36,0 = o. 

Si d était positif, la valeur de c serait toujours positive. 
N Dans le cas d'une tres petite valeur de 9, posons: 

ce qui nous donne, au lieu de l'équation (18^): 

3 ers EI 36,6 — 261, 

dont on obtient la seule racine réelle par la formule 

a armes a a 
c= Ve, VEN Ve NET: 

Par ce résultat, on serait porté à croire que deux racines de l'équa- 

tion (18) fussent toujours imaginaires, mais une telle conclusion serait 

prématurée. Certes, si la valeur de 9 était tellement petite qu'on obtint, 

en utilisant les formules données ci-dessus, les valeurs de e, et de c au 

moyen d'approximations successives, l'équation (18) ne permettrait qu'une 

seule solution réelle. Mais, si au contraire la valeur absolue de 9 excédait 

une certaine limite, on pourrait retomber sur le cas irréductible. 

Cherchons à limiter, avec un peu de détails, les différents cas qui 

peuvent se produire dans la nature des racines de l'équation (18). 

Dans ce but, posons: 
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ce qui nous donne, si nous adınettons les notations 

^ 4 s 32 
| y = 5? 9 9^ 

(20) | 3 

Nu oe a PÈRE: 4, — 2d Tes a + ER 

au lieu de l'équation (18), celle-ci: 

(21) C — 3a, = 2a. 

L'équation que nous venons de trouver admet trois racines réelles, 

autant que la condition 

— a aco E i 

substiste; dans le cas où vaut le signe supérieur, deux racines sont égales. 

En considérant les valeurs de a, et de a,, nous aurons facilement: 

8.128 62°0° 72e°e,0 144¢* 
3 2 : 2,2 92 0 3,3 

Fam "m = Sere EE pom PE 2+ 4 9.9.9 pone ae ee Et = CES 0 

Donc, si nous posons: 

F 93 I » M2 aot e! à 

(22) = — 0 26 — 0)0 + 12¢€,0 + = eo — 6)s6, 

les conditions sous lesquelles l'équation (18) n'admet qu'une seule racine 

réelle, qu'elle en admet trois dont deux sont égales, et enfin qu'elle a trois 

racines réelles et inégales, s'expriment ainsi: 

To: i sen F « o. 

On voit facilement que le signe de F est le méme que celui de 

— à, si cette quantité a une valeur numérique suffisamment considérable. 

Par contre, si 9 était trés petit, le signe de F ne dépendrait pas unique- 

ment de celui de 2, mais aussi d'autres conditions, que nous allons mettre 

en lumiere. 

D'abord, pour rendre nos expressions plus simples, posons: , 2 P P , 

à = e(1-— e)à € = ej(1 — o)'s, 
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ce qui nous donne: 

4 a 12/32 5 a all — a)*(A* — 8s), 

a — zd — e)'(— A? + 12s + 488’), 

F=é(1 — o)*(— À —i» + 1224s + - + 248"). 

Etablissons d’abord les conditions sous lesquelles toutes les trois ra- 

cines soient égales entre elles. Avant tout, l'équation 

(23) | NH Lans “2s — ays! = 0 

doit être satisfaite. Mais, comme il est visible immédiatement de l'équa- 

tion (21), les trois racines égales satisfaisant A cette équation ne peuvent 

avoir d’autres valeurs que zéro, ce qui entraine les conditions 

ou bien 

A? — 8s = 0; A? — 124s — 488? = o. 

En éliminant s de.ces équations, on aura l'équation finale 

. 34 3 
SA + v= O, 

d'ou lon obtient trois racines égales à zero, et la quatrième égale à 
2 : : 

TTE ‘Trois des valeurs correspondantes de s seront nulles, mais la quatri- 

Y . I . . r . 
eme devient —. Or, on se conyainera facilement que l'équation (23) 

sera satisfaite par les valeurs 

À = — n 
2 I 
3^ 18° 

- Mais ce qui est le plus essentiel dans la recherche présente, c'est de 

déterminer les couples de valeurs de À et de s qui satisfassent à l'équation 

(23), c'est à dire de fixer les conditions sous lesquelles l'équation (21) 
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admette deux racines égales. Nous supposons que le parainétre s ait une 

valeur quelconque positive entre o et S, S étant donné par la comparaison 

ST 
S" ow 

Supposons d'abord que l'équation (23) n'admette qu'une seule racine 

réelle, cette racine sera évidemment positive. Designons-la par A). 

Cela étant, les racines de l'équation (21), dont nous supposons deux 

égales entre elles, s'obtenant au moyen des formules 

Ro c MIS ET CN 

nous aurons immédiatement celles de l'équation (18). Designons-les par 

€,€,,€,, et introduisons la valeur du coefficient a,, aprés y avoir rem- 

placé A par A. Cependant, la valeur que nous avons donnée précédem- 

ment se remplacant par la suivante: 

8 I 16 6 3 2 2 d, = 4,4 =— 4) (eA, es 245 1 27 o( ) E 0 3 + 24 ) 

toutes les fois que l'équation (23) subsiste, nous emploierons cette derniére 

forme. Enfin, puisque a, reste toujours positif, à l'exception des cas d'une 

valeur trés petite de s, nous aurons: 

Mais l'équation (23) peut aussi admettre trois racines réelles; dé- 

terminons la valeur de s qui rende deux de ces racines égales. 

Pour y arriver, posons: 

I 
A= ET 3p =, 

ce qui conduit à l'équation que voici: 

I 
, ei 2 ! 5 — 2e? 5 IS RIO (23 Rc E = 2| 128 ne 216 | ww 
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Si s disparait, on tire immédiatement de cette équation les racines: 

= I 
= Exe (Se == = 

Sap m 3? Sı Sy 6° 

auxquelles correspondent: 

Cherchons maintenant a fixer les conditions auxquelles doit satisfaire 

le paramètre s pour rendre réelles les trois racines de l'équation (23’). 

Dans ce but, formons l'expression 

m 173 5 5 2 
ym —|4s ae + | 128 + el > 

Effectuant les calculs, il en résultera: 

y. Aia We x HR E (5; = s(1445 245 + a 81) 

AUS. 
— 144s(s — 3) 

\ 

B I . 
d'où Fon conclut que les valeurs de s entre o et a donnent naissance 

à trois racines réelles de l'équation dont il s'agit. De ces racines, deux 

sont égales, non seulement si s s’evanouit, mais aussi lorsque s est egal 
\ I 
à =. En adoptant cette valeur de s, nous aurons: 

= £3 E=2 ig 

d'ou lon tire: 

LI . LI N , LI . 

Si l'équation (23) admettait trois racines réelles, nous aurions trois 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 9 avril 1891. _ 15 
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valeurs différentes de la quantité 9, deux negatives et une positive, qui 

rendraient égales deux des racines de l’equation (21). Designons ces 
3 3 3 ^ z valeurs de à par 0,, 0, et d,, de sorte que: 

. . . I vr . 
Si, au contraire, la valeur de ö surpassait =” l'équation (23) n’ad- 

mettrait qu'une seule racine réelle, laquelle s'exprimerait au moyen de 

la formule 

I 
qeu ELT yes) 

3 3 

IS baka PME EPIS e + 128 In SG 12 ya(s 18) 3 

On voit par la que, dans le cas d'une grande valeur de s, À est une 
” , ^ 2 , = ’ 

quantité du méme ordre que s?. Il en résulte, si l'on suppose: 

So — PA ez , 

la comparaison 

WI 
À o. " , 

eo 

ce qui entraine: 
2 

WEE à 

Si la valeur effective de 2 était si grande qu'elle ne fut pas com- 

patible avec la comparaison precedente, il n’y aurait pas lieu de craindre 

que l'équation (18) eût de racines égales, ce qui rendrait moins commode 

l'application de la méthode dont il s'agit maintenant. 

Maintenant, si s est tellement petit que l'équation (23) admet trois 

racines réelles, le résultat de nos recherches s'exprimera briévement ainsi: 

Si la valeur effective de 9 est plus grande que 20,, ou qu'elle 

tombe entre ö, et d,, l'équation (18) admet trois racines réelles; mais si: 

, 

0,2 0», 
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ou bien si 
iJ 

Oooo, 

elle nadmet qu’une seule racine reelle. 

Dans les cas spéciaux que nous avons envisagés precedemment, les 

valeurs de 8 sont les suivantes: 

dh e 3 (1 e); d, = 6, — 0, 

I 
b) Ss = 358: 

D CIE — —<a(r — 6); 05 = > (1 — 0). 

Les racines de l’équation (18) qui correspondent aux valeurs indiquées 

de 2, s'obtiennent aisément; on les trouve ci-dessous: 

eas. 

^ x D» . 2 — O: a =F (to) À, —— -ey(1 — o); £ — 0; Loir o a))> 

30; €, — 6, = — e(1 — o). 

II?** cas. 

0, = 0, — 0; ee 08 

Cr EE ES, 

TIT?" cas. 

> — 0 mL ee er) d, — O 
Uns 2 =; 3 0 )> = 18 9 , 1 , 

€ —6, = G = — =G(1 — 4). 

IV cas. 
I 3 

à, —Pa — 6); € = ge! ge Bu ll e(1— ?)) ; 

16 
pue —Zeitı — 0); e GS — o). 
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Aprés ces considérations, revenons à l'équation (17). 

En posant: 

T, d fug +2 = (e — eye e) 

nous aurons, en vertu des équations (19), les expressions: 

€, — m T ny—r, 

€, — m —nwy—1, 
\ 

où l’on a employé les notations 

|o = 20 —-C, 

(24) | P 

ou bien: 

| m = 26(1— o)À — 6; 

(24°) . 
| n? = — 2e6(1 — o)àc + ie + alı —o)*s.* 

Ayant exprimé ainsi les racines de l'équation (18) par m et n, il faut 

que la quantité n disparaisse dans les quatre cas que nous avons envisagés 

précédemment. En effectuant le calcul on a évidemment, par les valeurs 

données plus haut, satisfait a cette condition. 

Avant de terminer ces réflexions sur la nature des racines de l'équa- 

tion (18), faisons la remarque que, dans le cas d'une valeur négative de 

c, on peut changer les signes de c, c,, c, et de z sans altérer l'équation 

(17); nous sommes donc autorisés à admettre que, dans la dite équation, 

la valeur de c soit toujours positive. 

4. Si dans l'équation (17), qui s'écrit ainsi: 

az\* 2 2 2 
m = pnz(e — 2)[(z — m)’ + n°1, 

on met: 

v(I — cos Ÿ) 

1 — p cos | (25) 2 = 
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» et p étant deux constantes à notre disposition, et 9 une fonction de 

x, on aura d'abord: 

dz | w(1— p)sinó dà 

de (1 —-pcos#)? dx’ 

C— 2 = 
e — y + (v — pe) cos Ÿ 

I — p cos Ÿ : 

B, + B, cos 9 + B, cos d° 

(1 — p cos dd)’ 
(2 — m)? + n°? = ? 

où l'on a employé les notations que voici: 

| B, = v? — zym + m? + n? = (m — y)! + n° 

(26) B — 2y! + 2ym(1 + p) — 2m°p — 2n’p, 
1 

| B, = v? — 2ymp + (m? + n3) p? = (pm — v)? + np’. 

Pour arriver immédiatement à la forme canonique des intégrales 

elliptiques, il faut que nous déterminions les constantes » et p de ma- 

niere à satisfaire aux conditions suivantes: 

| y— pe = C—», 
(27) : TAL 

| y? — ym(1 + p) + (m* + np = o, 

dont la seconde s'écrit ainsi: 

(27) (y — m)(v — mp) = -— np. 

Il résulte de là: | 

(28) y=-(1 +p) 
t9 1-0 

et: 

(; m - + p) — (m? + n?)p = o. 

En posant encore: 

.. 2(m'- n) 

(29) "Tree 2m)’ 
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l'équation précédente prend la forme 

(p + 1} + 2rp = 0, 
d'ou-lon tire: 

(30) ay CE ne 

La constante y étant encore à notre disposition, nous la déterminerons 

de maniere à rendre les formules résultantes aussi simples que possible, 

ce qui arrivera, si nous posons: 

1 ul = pl ans re BE Aa: 

(31) 5 | «c—vXB, + B) c(B, + Bj)  B,4- B,' 

puis nous admettons la notation 

(32) ae Bet 

et nous aurons, pour déterminer la fonction 9, l’équation 

19 re 
(33) = V1 — E? sin 99, 

dx 

d’ot il résulte immediatement: 

(33° $ — am(r —x,), mod.k, 

x, étant la constante d'intégration. 

Nous sommes ainsi arrivés à la solution de notre probléme, du moins 

quant à la forme. Mais il nous reste d'examiner les propriétés numé- 

riques des constantes qui entrent dans nos formules, en premier lieu les 

limites du paramétre p et celles du module k. 

En supposant que la quantité r varie entre + oo et — co, il est aisé 

de voir que le paramétre p acquiert des valeurs imaginaires, toutes les 

fois que la valeur de r tombe entre o et — 2. Mais hors de ces limites, 

chaque valeur de r donne une valeur réelle de p n'excédant pas l'unité. 

On peut la trouver moyennant le développement que voici: 
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On voit immédiatement que les valeurs de p sont toutes comprises 

entre — I et + I, mais puisque r ne devient jamais nul, ce que nous 

allons montrer tout de suite, le paramètre p ne s’approche pas trop de 

l'unité négative. 

On conclut facilement des équations (24) les relations suivantes: 

e | m’ + n° = (20 — 0)’ + ec. = 
34 | 

| € — 2m = — 2(20 — c), 

d'ou l'on voit que la somme m^ + n° ne peut pas disparaître, à moins 

que le coefficient e ne soit nul. On aura d'ailleurs, en vertu de l'équa- 

tion (29), la formule 

(5 : B UE C d GER 

d'ou il est visible que les deux termes formant r ne se détruisent pas. 

En se rappelant que 9 est, dans les cas ordinaires, une quantité de 

lordre zéro, et que c est toujours trés petit, il est aisé de voir que r 

sera généralement trés grand. On peut donc mettre approximativement: 

ou bien: 

Le coefficient p étant trés petit dans les cas que nous considérons 

maintenant, nous l'omettons auprés de l'unité, ce qui nous donne, toujours 

approximativement: PUS 

M — y = 20 —C; 

et ensuite, vu que l'équation (27’) nous donne: 

np 
y—mp = ; 

1 M — y 
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il résultera: 

Ti 
d gio Te 7 

t | iz] 

Les valeurs des coefficients B, et B, s'expriment maintenant par les 

formules suivantes: 

B, = (20 — e)! + n°, 
0 

c? 2 

ir ud zo 
lesquelles entrainent la valeur de k que voici: 

> n° E 

IL: (: * crm .2 Y Re : — 5; 

expression qui, si on néglige toujours c auprès de 9, prend la forme 

suivante tres simple 
2.2 prolem 

pc) tan ae 

ou bien, en y introduisant la valeur de n’, 

32 
c?( — 20c + 32 on.) 

2 ( i 3 / 

LE 640* 

Avec le méme degré d’approximation que nous avons garde dans la 

formule précédente, on aura la valeur de p en vertu de l'expression: 

et puisque on a: 



Nouvelles recherches sur les séries employées dans les théories des planètes. 121 

la relation entre les variables indépendantes v et x s'écrit ainsi: 

x 
I ^ 

de == Bodo, 
gi 

d'ou il est facile de conelure que la différence a — c, que nous dé- 

signerons par c, s'exprime par la formule: 

(36) c= $89 

Le module & est évidemment une quantité du troisieme ordre par 

rapport aux excentricités, pourvu que € soit du premier ordre. Mais il 

faut toutefois se rappeler que m? prend aussi des valeurs negatives, ce 

qui entraine des valeurs imaginaires de 4. Par une transformation bien 

connue on obtient dans un tel eas, à savoir si D, est négatif, 

k? Bs 

: ERNST] 

et 

dn kw — en Fa et ; k 
2%; £ — p T a) OLE (ree 

(3 7) dn l'a — p en k'« le 

On retrouve aisément cette formule d'une maniére directe. 

si nous mettons: 

cos d 

Ne x 
I+ n sm o 

0 

V B, 
aee 

On WE I sind), sin’? = = 
: DE SE x 

v ae T sin d 
0 

cos & - , 

nous aurons par différentiation: 

D, 

. > . 

sin 8d? = —  — sin ddd, 

Bees 
| Uae E sin n 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 11 avril 1891. 

En effet, 

16 
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ce qui nous donne: 

Donc, en posant: 

1 5c 
(38) Bic a 

et en observant qu'on a: 

(39) y(1 De DAC NETT ut py I we 

ce (c=) Bor ul eB, B Wan iB, da P ene 

il résulte: 
215 

d — amk'r, mod = 7? A 

la constante x, étant supposée comprise en m. 

Ayant ainsi déterminé l'amplitude d, on aura immédiatement, en vertu 

de l'équation (25), le résultat que nous avons déjà exprimé par l'équa- 

tion (37). 

5. Toutes les fois que le coefficient p n'est plus une quantité petite, 

les considérations sur les valeurs de k et de y aboutissent à changer no- 

tablement le caractere des résultats que nous avons obtenus précédemment. 

Deja dans le numéro précédent nous avons fait ressortir que les va- 

leurs réelles de p tombent toujours entre + 1 et — r. Puis, nous avons 

vu que les hypothèses r = — 2 et r — o entrainent les dites valeurs de 

p, mais que de chaque valeur de r entre — 2 et o découle un résultat 

imaginaire relativement à p. Il nous reste donc à déterminer les limites 

de la quantité r, considerée comme fonction de 9 ,c,e et e,, ou bien des 

trois racines €, € 1 eu G 

Dans ce but reprenons la formule (29). En y introduisant: 

2 Jere m +n = 66, 

et 2 

c(e — 2m) = c(e — e, — c,), 

nous aurons: 

(35’) re; we 
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où il faut observer que le produit ec, est toujours positif. En posant 

pour un moment: 
* 

c €, 
2d — 0 — = 3 

c c Ins 

20/3 
TEE ——, 

NRZ 

et on en tire: 

or 28(1 — A) 

ap (mn ED 

or 2a(1 — a) 

og (1 — «— gy ; 

Les valeurs de « et de f qui rendent r minimum s'obtiennent 

maintenant en résolvant les équations 

PU); 
a(1 — a) — o. 

On les satisfait par: 

ou bien par: 

gj zm dg P — I. 

La premiére solution nous donne: 

‘ 

et la seconde: 

On peut d’une autre manière mettre en évidence le résultat que nous 

venons de signaler. Il est visible, par la symétrie, qu'on a: 

a= f. 

En portant cette valeur dans l'expression de 7, on aura: 

20 COTE Ur, 
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d’ou il résulte: 
. 

I I 
af ea Sy 

Si l’on admet: 

r = 0, 

nous aurons: 

Mais encore, chaque valeur de r entre o et — 2 nous conduit à un 

résultat imaginaire relativement à a. Donc, les valeurs de r s'étendent 

de — co à — 2, et de o jusqu'à +.~. 

Il est facile de voir qu'on retombe toujours dans le cas: r = — 2, 

si les deux racines c et c, sont égales 

Cela étant, nous allons considérer en particulier le 3*"* cas du numéro 

En se rappelant les valeurs que nous avons données ae 9, de c et ^ 

2 

de e, ou bien celles des trois racines, on aura en vertu de la formule 
2 ac’). 

(35) ou (35’): 

ce qui donne: 

y= 

Apres avoir trouvé le coefficient p, on obtient immédiatement au 

moyen de l’equation (27’): 

(m — ») = — n°, 

ou bien, vu qu'on a, dans le cas présent, 

l'équation 
(m — c)! = — n°. 

Ensuite, on tire des équations (26) les valeurs 

ELITE Sa ums. B, = B, = 0, 
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; : 3 k* : ren a; 
mais on n'obtient celle de i? ou de = que sous la forme indéterminée: 

\ 

Oo M L 
6 Pour déduire la vraie valeur du module, posons: 

p— 1 — Ap, 
ce qui nous donne: 

B, = (m — »)* + n° = [(m — v)m + n°] Ap, 

B, = B, — 2[(m —v)m + n*] Ap + (m^ + n°) Ap’, 

= — [(m — e)m + n°] Ap + (m? + n°) Ap? — mcAp”. 

Avec ces résultats on obtient tout de suite: 

k? — (m — c)m + n° — (m? + n° — me) Ap 

ki? (m — c)m + n° 

= 1 — Ap, 

é ieee Ae : 
ce qui montre que le module x sapproche avec p de l'unité, tandis 

que k? tend vers — ©. Mais alors la fonction z acquiert brusquement 

une valeur constante, à savoir c, dont l'expression est 

En introduisant, dans l'équation (10), la valeur signalée de z, il 

résulte: 

ka 

Pour rendre notre exposé plus.simple, écrivons /’ au lieu de m i 

puis, désignons par L l'intégrale elliptique complete de la premiere espèce 

correspondant au module /. Or, puisque nous avons: 

Ure aan, k'dx = fei a dv 

3 B > 0 = igP (a= = p 

3 (m — v) m + n° : 
—— dv, 

16! 2— Ap 
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le facteur ¢ s'exprimera au moyen de la formule 

2 REM: (m — v)m + n° 
SET 760 or 2— Ap 

2 

d'où l'on conclut que c tend vers zéro, lorsque p s'approche de l'unité. 

6. Les substitutions que nous avons employées jusqu'ici pour mettre 

les différentielles sous la forme canonique des différentielles elliptiques, 

se remplacent avantageusement, lorsque les trois racines sont réelles et 

trés petites, ou bien si la valeur de p est imaginaire, par d'autres, dont 

je vais communiquer quelques unes. 

En supposant: 
Be rem 

jécris notre différentielle ainsi: 

(=)= nz (c ae Z)(C, NN IU ve 2). 
VERS 

En posant: 

EE] 
(40) 3S 

€ 

p—— 6 
^ 

on trouve: » 
me 

s [2E 
€, 

€ — 2 => = , 

b= 6 
1 

er =) 

c — — (ce 
€ — 24> purs 

a 
Cc, j 

c ifs een at 
C, C, —€ 

Gy SBS = To : tO 
“ene €, C4 — € 

1 

: c 
Fe bie 

dz c,/ at 
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de sorte que, si l'on choisit le coefficient 5" de manière à satisfaire à la 

condition 

M pee, (à -— 5 
X €, / 

= pee, (e, Ex. C), 

et que l'on admette la notation 

notre résultat sera: 

Il s'ensuit de là: 

la constante d'intégration étant supposée comprise en #. . 
, 

Dans le cas de deux racines égales, c'est à dire si l'on a: 

la fonction z se réduit à la valeur constante c, et on trouve: 

Bei, 

Par la valeur de 5^ que nous avons donnée on déduit: 

da 3 — 

duo 22er» 

expression d'ou l'on peut rétablir le résultat approché que nous avons 

signalé par la formule (36). 

En effet, si l'on admettait, dans l'équation (18), 9 tellement grand 
à P 32 E RS 2 : a+. qu'on put négliger le terme A par rapport à 40, de sorte que füt: 

52 Br: CC, + CC, + €,¢, = 40, 

on aurait, puisque c est moindre qu'une quantité de l'ordre zero, la 

formule approchée 
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Cette valeur n'étant que la moitié de celle que nous avons trouvée dans 

le numéro 4, les deux résultats paraissent se contredire l'un l'autre. 

Cependant, en considérant que la fonction z, telle que l'équation (40) 

2x”, on trouvera: nous l’a donnée, se developpe suivant les multiples de >K? 

2 Se IE E 
€ = $00 c 

ce qui s'accorde avec la formule (36). 

Il me faut ajouter que les formules que nous venons de déduire, 

dans ce numéro, s'appliquent non seulement au cas où les trois racines 

de l'équation (18) sont trés petites, mais aussi toutes les fois que les racines 

dont nous avons. parlé, sont réelles. 

7. En supposant toujours les trois racines réelles, on peut opérer 

la réduction à la forme canonique en utilisant la substitution 

(41) ren: 

Il découle de la: 

dz Dc CRUE 
De SS ne PIN" , 
de (1 + €*)? da 

: p2 
Fe „el mE 

CRE Bor 
Ilo 

a am = AE an \ 
€, 3 = D > > 

w2 
Cys 

,—2= T 
Mi EE ue o. 

de sorte que, si l'on satisfait à la condition 

NOE ATA A ces €), 

on aura: 
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Maintenant, si nous reprenons la notation 

nous aurons immédiatement: 

uN | 2 À + 

x, étant une arbitraire. 

En introduisant cette valeur de ¢ dans l'expression (41), on tombera 

dans le résultat 

€,C, 
(41 ) z = CNET (e, == c,) sn (x + x) , 

que nous allons comparer à l'équation (40), qui peut s'écrire ainsi: 

CC, 

x 
¢, (e, — e)(tang am «)* © 

Pour opérer le rapprochement des deux résultats, mettons le premier 

sous la forme 
CiCe 

om. ^ (e, — c) [dn (æ + #,)]? 

Maintenant, si nous identifions 7, avec — K + ik’, et que nous observions 
0 

l'expression 

nous aurons immédiatement notre deuxiéme résultat. 

Cependant, r, étant une constante arbitraire, elle peut étre réelle, ce 

qui entraînera des valeurs réelles de z entre c, et c,. Evidemment, une 

telle solution doit étre rejetée toutes les fois que c, et c, acquiérent des 

valeurs de l'ordre zéro, mais dans le cas ou toutes les racines sont de petites 

quantités du méme ordre, il parait possible de la mettre en usage, pourvu 

que la constante e,, qui doit étre déterminée au moyen des observations, 

suhisse un changement convenable. 

Si l'on admettait la solution donnée par l'équation (41), on aurait, 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 10 avril 1891. 17 
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les deux racines étant égales, un eas asymptotique, vu que l’expression 

de z renferme des exponentielles. 

Pour en faire ressortir les formules qui donnent la fonction z ren- 

fermée entre o et c, la variable restant réelle, écrivons l'équation (41^) 

de la maniére suivante: 

2 Ci z= ; 
am E j 

I — 3— en (x + 2,)* " 
2 

En portant dans cette expression la valeur 

are 
%, = 1K, 

il en résulte: 

il viendra: 

e c(e* Tv e—*)? 

(e* m en) + 4. 29) 

€ 2 

Telle est l'expression demandée; elle donne pour des valeurs infinies 

de x, positives ou négatives, 2 — c, mais si c était nul, il en résulterait: 

== © 
La formule à laquelle nous sommes parvenus; s'obtient aussi d'une 

maniere directe. 

En .effet, si nous posons: 

c 

Lie 
ty | , 

il sera facile d'obtenir l'équation que voici: 

(Ey = ele +0 — ater + oa, de 
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d'ou il résulte, en supposant 

6 — Gi 4 = p'e(e, — o): 

dé iz tV + Cy 2 

da B CoG Sr 

On arrive immédiatement à l'intégrale de cette équation en mettant 

CC 
na 2 EM = tang ¢. 

2 

En effet, l'équation précédente se transformant en celle-ci: 

on en conclut: 

I va 

tang 5 e —= €", 

la constante d'intégration étant comprise dans le x. 

Maintenant, puisqu'on a: 

UMN EEE? 

on trouvera: 

VN | 
» D 
ES x 

| 

Bi RE ds à. 5 

ce qui entraine: 

xR | 

c'est A dire la formule que nous avons déduite plus haut. 

Nous verrons, dans ce qui suit, que la solution asymptotique n'ap- 

partient pas à notre probléme; elle est due uniquement à la maniére 

d'aborder les approximations que nous avons adoptée dans le numero r. 
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8. Ayant ainsi, par les recherches que nous avons communiquées 

dans les numéros précédents, trouvé l'expression analytique de la fonc- 

tion 7? ou bien, ce qui revient au méme, de z, telle qu'on peut l'obtenir 

en ne considérant que les termes indépendants des fonctions M et N, il 

nous reste à établir les formules qui expriment les fonctions @ et H. 

Dans ce but, reprenons l’équation (9) qui nous donne la formule suivante: 

aM, 4 hy (42) GG ee (— 26 + 2). x 

En y portant la valeur de z tirée de la formule (25), nous aurons: 

y I—enz »(1 — cn) | 
Gite se 20 -- ———— }. 

(43) + 16¢1—pene# am I— penz | 

Nous nous arrétons un moment à cette formule pour en tirer un 

résultat approché. 

Si 9 est une quantité de l'ordre zéro, nous avons approximativement: ? 

16 64 €° 
2y0 = co = — 6€ + — 5 

3 9 0 

done, en negligeant le terme dépendant de »', nous aurons la formule 

approchée 
I—ena 4€ I —enz 

G = e, — e, ————— — - 5 L———— 
I— pce 301—pcnz 

ou bien: 
(1 — p)en« 4€ I —cnae 

? r— pena 301—penz 

N En y restituant les valeurs de 9 et de e, à savoir: 

et en omettant les termes dépendant de p et du module &, l'expression 
de G devient: 

RT, (A) G = e, cosw — N 1 — tos w), 

où lon a introduit l'argument w au lieu de x. 
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Si, dans la formule (42), on introduit l'expression de z, donnée par 

l'équation (40), il en résulte: 

COPI se 
et enfin, en substituant l'expression (41’), on aura: 

I c N 12 A 

€, 25 (e, — c,)[sn (@ gi æ)]* d 25 CT =F (e, — 6, )[sn (æ RE e) 

Ve 3 6&6. 

(45) G—e, + 16 € 

La fonction H s'obtient moyennant la première des équations (7). 

En divisant par 7 on aura immédiatement: 

I dz da 3 T dz 

(46) Disgius eee oh ede 

les termes dépendant de M et de N étant négligés. 

Il résulte de cette expression, eu égard à la formule (25), 

3 vi—p) snzdnz 

(47) = 16 LE (D pem ©)” ; 

Pour avoir une expression approchée de Z7, de méme nature que la 

formule (A), rappelons-nous que le coefficient y s'exprime approximative- 
I ; s UN. : 

ment par —, la valeur de 2 étant assez grande. De la il s'ensuit: 
20 

Sal 0) 

de sorte que nous aurons: 

/ Y 

(B) H = — (& + en, sin w. 
2 Gd 

Ensuite, de la formule (46), en y introduisant l’expression (40), 

découle la relation: 

3cc,—c2snzenzdnz 

(48) e qs c, pe ( c js 
I —— sna 
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et la formule (41') conduit au résultat suivant: 

_ 3 & ¢ —c2sn(x + %)en(& + 2,)dn(z + 2,) 
(49) ME er SPUR 

(: 4-5 gn (e + a) 
c / 1 

2 

‘ 

Dans les deux formules (48) et (49), on peut finalement remplacer 

le facteur - par: 
2 

2 Vex (cy Tr c) 

La valeur approchée du coefficient ¢ s'obtient aisément au moyen 

de la formule 

= 3125 
€ — 9 fe. 

En y introduisant l'expression de 2, nous obtenons: 

= 120 — o? — f B. e; ¢c=o—c=- Pa 3 Ses 

2 I—3G 81—236 

Mais puisque nous avons négligé les fonctions M et N, nous ne sommes 

pas autorisés à attendre du calcul que nous venons d'achever un résultat. 

tout à fait exact. En effet, il y a, dans l'expression obtenue, des termes 

dépendant de c^ ou de f$,» qui ne sont pas encore complets. Négligeons- [^3 

les, et notre résultat deviendra: > 

I 2 

gc Bi + a Paes 

La fonction p s'obtient maintenant immédiatement par la substitution 

des valeurs (A) et (B) dans l'équation (2). Ainsi, nous obtenons: 

7 ) . y LS — 7 J| CoS / — — COS 
" ees / 26 — B, hy 

résultat approche, il est vrai, mais qui pourtant nous permet d'identifier, 

du moins approximativement, le coefficient e, + nts avec, la constante 
28 — 5 

x, introduite dans le paragraphe précédent. 

Examinons encore le cas ou: 

— 4e 

pe 
+ 36,0 = 0, 
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c'est à dire où c devient nul sans que le coefficient ¢ disparaisse. Les 

formules (43) et (47) nous donnent immédiatement: 

B ven: IH 6} 

dou il résulte: 

p = e, cosf.. 

Mais dans le cas actuel on a aussi, en vertu de la premiere des équa- 

tions (4), 
i 2 3 2 
(26 — c — f, — 2 84), SE 

is 
On conclut de là que ni le coefficient e,, ni l'angle B, qui entre dans 

argument f, ne sont plus des arbitraires, mais que l'un se trouve par 

calcul, et que l’autre est une des données du probleme. 

9. En introduisant dans la formule (40) les valeurs de c, de c, et 

de c, que nous venons de signaler au n? 3, cas IV, à savoir: 
2 [e] Vv) , 

Wh se 2 16 , 
e$ — 0); e -i4Q — 9j C ae ey dé 

nous aurons 

gom jp = gt 

Ce résultat aurait changé brusquement si l'on attribuait uue valeur in- 

finiment petite, mais différente de zéro, à la différence c, — c. En effet, 

dans ce cas les valeurs de z s'étendraient depuis 2 — o jusqu'à z — c. 

Si les racines c, c, et c, étaient, toutes les trois, du méme ordre, le 

module serait évidemment de l’ordre zéro par rapport aux masses et aux 

excentricités, mais plus la différence €, — € est sensible, plus la valeur 

du module s'éloigne de l'unité, de sorte que les développements trigono- 

métriques seront, le plus souvent, assez convergents. 

Mais on peut trés facilement éviter les cas d'un module trop ap. 

proché de l'unité. Cela s'entend aisément, si l'on écrit les équations (5) 

de la maniére suivante: 

E 3 2 2 nn 
2(1 eset ent ie A Bae le = 7 + NEG; 

= 2(1 Sn 9) 4 [25 — e! — fi A AB, un, H= NI AB, H. 
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En effet, en attribuant au coefficient Af, une valeur telle qu'on ait: 

AB, © $9 B, e ae 0) 

on pourrait facilement opérer dans les valeurs de €, de c, et de c, un 

changement propre à rendre le module suffisamment petit. 

Considérons la partie dépendant des termes Af,G et Aß,H de la 

fonction W, que nous avons donnée par l'équation (12). En désignant 

cette partie par W,, nous aurons 

,qG H 1 TAB, ^ 3A, (2 — à arf [28 + n? lu uc T 

1? 

aes 

ou bien: 

= 3 > I YAB 

(50) W, = 3BAB a (e — 9) +524, 

d'où il est visible que la fonction W, est tout au moins du deuxième 

ordre par rapport au masses et du quatriéme ordre par rapport aux 

excentricités ou aux inclinaisons, pourvu que les fonctions G et H, comme 

nous l'avons supposé, soient de l'ordre des excentricités. 

10. Il nous reste maintenant à aborder les approximations qui 

suivent celle que nous avons déjà examinée; mais puisque la marche du 

caleul est bien indiquée par les expressions du numéro 2, nous nous 

dispensons de traiter ce sujet plus amplement. 

Aprés avoir obtenu les fonctions G et H, on aura immédiatement, par 

une double différentiation, les fonctions M et N. II serait donc facile de 

former l'expression de la fonction W, ou bien, de la développer en une 

série trigonométrique, dont la convergence serait incontestable, vu qu'elle 

ne contiendrait qu'un seul argument. De méme, on obtiendrait aisément 

les développements des fonctions que nous avons désignées, dans le nu- 

méro 2, par f(x) et f,(x), de sorte que l'applieation de la formule (16) 

ne présentera plus de difficulté. 

Mais considérons un moment la constante h qui figure dans les for- 

mules du numéro 2, et dont l'introduction tendait à faire disparaitre les 

termes contenant la variable æ hors des signes trigonometriques. Evidem- 

ment,-cette constante ne doit pas être trop petite, vu qu'autrement il se 
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présenterait une valeur de la constante surabondante ©, qui: n'offrirait 

aucune approximation. d 

Dans le numéro 2, nous ävons établi les expressions: - 

_ v(t —p) sna dna 
VA 2 

Geen) 

% Wet Re) 

et, d’autre part, nous avions obtenu: 

Y, = f(æ) n — p en o)! de É 
2 - 2 = ay 22 PARU E suæ en x 

Or, en se rappelant les formules par lesquelles s'expriment les quan- 

tités faisant partie de l'intégrale contenue dans l'expression de y,, on 

s'aperçoit facilement que le coefficient de r est composé de plusieurs 

termes dont les plus grands sont multipliés par p* ou k*. Dans l'ex- 
. LR I Al , 

pression de y,, ces termes acquierent le facteur —, d'ou l'on conclut que yi 

? p " 3 Ie? 4 5 
la constante h sera de l’ordre de — ou bien de l’ordre de —. Mais le facteur 

y* y? - 

2 
) . Qi , r . A . 

= est au moins une quantite de l’ordre zero, et il peut méme devenir ye 

trés grand; l’autre facteur au contraire est ordinairement une quantité tres 
D , | 

etite, qui cependant, dans les cas ou k s’approche de l'unité, peut acquérir P Qd P , I , 1 
des valeurs assez considérables. 

Cela étant, on voit, en considérant la formule (16), que la constante 

C,, déterminée de manière à faire disparaitre le coefficient de vf, (x), sera 

une quantité de l'ordre de quantité trés petite par rapport à @ et 
W 
NEP 

H. On est done arrivé à une véritable approximation. 

11. Bien que la méthode d'intégration que nous venons d'expliquer 

conduise toujours à un résultat tellement approximatif qu'on puisse 

l'adopter, dans les calculs numériques, comme résultat définitif, il est à 

désirer, au point de vue théorétique, qu'on trouve un mode de continuer 

les approximations, lorsque le procédé qui s'appuie sur l'intégration de 

l'équation (13) devient impraticable à cause des différentiations réitérées. 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 13 avril 1891. 18 
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C'est pour expliquer une manière d’atteindre à une exactitude quelconque 

que je vais ajouter les considerations suivantes. 

Désignons par @, et H, deux fonctions qui, substituees au lieu de 

G et de H dans les équations (3), les satisfont à trés peu pres. Posons 

ensuite: 
Y . — DE c E HSE 

nous tirons des dites équations les suivantes: 

VG dH n ; 
at + ai —o) Ga + [20 e! — & —2B(G + H2, 

=G + PU + HG, + SAC: + HG, 

d’H, dG, 3 
2 2(1 e) dv [ze o — By — he RE Ho) Hi 

= H  3&(6,6, + HH), ++ WM, 

G et H étant les restes des équations (3), obtenus en y mettant G, et 

H, au lieu de G et de H, à savoir: 

Joe en VAGUE BIG nc 

Mais, puisque G et H sont des quantités extrémement petites — 

disons par exemple tout au moins du dixiéme ordre relativement aux 

forces perturbatrices — on peut entamer le procés d'intégration des équa- 

tions (51) en omettant les termes du deuxiéme et du troisiéme ordre par 

rapport à G, et H,. Nous aurons ainsi un systéme d'équations dont 

l'intégration ne présente aucune difficulté sérieuse, si ce n'est qu'on se voie 

réduit à la nécessité, dans les diverses approximations, de faire disparaitre 

les termes séculaires par des maniements pris spécialement dans ce but. 



Nouvelles recherches sur les series employées dans les théories des planètes. 139 

Si nous désignons par U la fonction G, + iH,, nous tirons des équa- 

tions (51), aprés en avoir multiplié la seconde par i, la suivante 

ST etc) — =p + H)\U=G+iH, 

où l'on a mis de côté les termes du deuxième et du troisième ordre par 

rapport aux quantites @, et H.. 

En me reservant de donner, plus loin, les details du caleul par lequel 

s'obtient le développement absolu de la fonction U, je me contente, pour 

le moment, de signaler le resultat qui se presente tout d’abord. 

Soit 

un terme de @ + iH, nous admettons que n soit un très grand nombre, 

de sorte que le produit ng puisse étre considere comme une quantite de 

l'ordre zéro; soit de plus 
g eu 

n 

le terme principal de U qui disparait avec 7,. Maintenant, si nous dé- 

signons par 7, la partie constante de Gj + Hj, nous aurons, en vertu de 

l'équation (53), le résultat que voici: 

| — (re)? + ul — o) + 20 — 0 — 8 — Am |o = To 

On en obtient, sans difficulté, Ja valeur de g,, qui devient généralement 

une quantité du méme ordre que ;,; seulement si le produit ng est 

tres approché de a— <8, —3 Bn — 5 (ns)’, il en pourrait résulter une 

valeur assez grande et mal déterminée. Mais, n'oublions pas que nous 

avons négligé, dans l'équation (53), les termes du troisiéme ordre. Si 

nous en tenons compte, il résultera toujours une trés petite valeur de 

gn, tout au plus du méme ordre que la racine cubique du rapport des 

coefficients 7, et ß;- 

12. Revenons encore aux cas asymptotiques. 

On pourrait croire que les formules contenant des exponentielles 

représentent des cas proprement appartenant à notre probléme, mais il 
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nen est rien. Le fait est que les équations (4), certaines conditions étant 

satisfaites, admettent des solutions asymptotiques, ce qui, cependant, ne 

nécessite pas que les équations (3) ou (5) offrent de pareilles solutions. 

Liapparition d’une solution asymptotique nous montre seulement que la 

manière d’approximation dans laquelle on commence par intégrer les équa- 

tions (4), ne s'applique plus, dans les cas envisagés, à l'intégration des équa- 

tions (3). Nous avons déja vu, dans le paragraphe 9, comment on peut 

éviter de tels cas; donc, il nous reste seulement de montrer que les approxi- 

mations, enpartant d’une solution asymptotique, ne sont plus convergentes. 

Dans ce but, reprenons l'équation (13). Dans l'expression de la fonc- 

tion W, donnée par la formule (12), nous ne retenons que le terme 

ree IES 

1t dz t3 - | à D | = 

ce qui nous donnera, si nous remplaçons la variable indépendante v par 

x, et que nous exprimions les coefficients au moyen des trois racines c, 

e et 6, 

LT Meo de ER 3 tle desto Lie pie 2 dp 5H CCE, fu (ec, + ce, +) + op (e+e, + c,)z pe 

nC ar 

DEDE 

Posons d'abord: 

il en résultera: 

d’z I : Gg 
dz? = zu c'e, — 5 uc + 2CC,)2 = 3 (20 + c,)2° RTT 252? + % 

I — oda? D | = 

dz z sir 
, on en tire, en l'intégrant, Aprés avoir multiplié cette équation par ; 

dx 

le resultat que voici: 

uj js 22(¢ nu 5 d ^d  G dz 

ee, a
 fie at 

En posant. 
ps Med e de box poa Near 

We de... (t+ CO) dz’ 
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on tire de l’équation précédente: 

NES ees HAT I A 
= E—— (122. 

202 C ZEE S 
(5 sal ES D ; 262 

) er P (e, — ete jg du? (1 + Erde da ET 

Or, aprés avoir determine p de maniére à avoir: 

on obtiendra par différentiation: 

a A que 
Vs s = ue 

OIG ues Gis dE, 
€, —c IN es de (1 + C da 

17(t + ©) ac d'G 
4 c(t — o)E dx dx?” 

équation qu'on ne saurait intégrer qu'au moyen d'approximations succes- 

sives, dont on fait le commencement en négligeant les termes dépendant 
2 

. de la fonction ae, 
die 

Le En effet, si nous désignons par & ce que devient ¢ lorsqu'on néglige 

d^G 
——, la fonction € s'obtient en intégrant l'équation 
da? 2 = 

ee). / 

On en tire: 

CEE 2 

0 = €: e* Lb ? 

et si l’on pose: 

c= a Es Ge 

l'équation du deuxième ordre en ¢ devient: 

/ c Sr" 

| (e e-*)((* — +42) |, 2 2 NS | , LG ge NE 142,3) BUS - e / d 
da’ ee —e*) |!  4c(r— o) (e? — e7*)° dz 

(e M t A — ) a 

y z (ee tele — ec)  d'G 
mc TP duc 

Zr) À (aS * ve — es)" (e — e7*) + 4 as : 
c 
2 

e, 
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pourvu qu'on y néglige le carré ainsi que la troisieme puissance de €, 

et de même le produit de & par 7. 

En vertu du théorème que nous avons démontré au n° 2, on ob- 

tiendra immédiatement une intégrale particulière de l’équation 

DT BRE aee a 
v pups sf ees 

à savoir celle-ci: 

L'autre intégrale s'obtient à l’aide de la formule 

er + et (e? — e—7)* dx 
Yo (ez S EM (e* + Cm) 

En intégrant par parties, il viendra: 

| CEE cT. + 2 (& + eye — e*) — 6x, (e* + et)? ex e? + e—* 
t 

de sorte qu'on aura: 

Ga RU UE eet 
Yo = — (e L6 JE e? — eZ ddr ro 

Pour mettre en évidence l'expression complete de la fonction C, il 
d*G 

dz 

l'équation (42), et différentions-la deux fois. Nous aurons ainsi: 

à dz 3 =, d'a] 32—0dz 3 (= : 

e dx? 3: 8e I ih zn QE Bite Ji 8e 7 à 

faut encore chercher le développement de Dans ce but, reprenons 

d*G 
da a Clos 

En portant dans cette formule les expressions 

dz m 2c (e* dou PO 2c(e* + e-*)(e* — e» 
LE = = xr 2? 
dx (er T Em): + ae |e zT Gm) + gue] 

C e 

d’z 2c(e* + e*)’ 3 we à 

de? - (s + (e ne VF, 
(et — eme + 42 — 

2 
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F étant une fonction de x ne devenant pas infinie pour zx égal à zéro, 
20 ; : d’G : 

nous aurons, en ne retenant, dans l'expression de daro que le terme qui 
da 

reste fini lorsque x disparait: 

0 2c(e* + e-*)? 

c [os —— 

(Eg o pr eu 
Co 

Maintenant, si nous cherchons l'expression complète de €, nous y 

trouverons nécessairement des termes multipliés par des puissances posi- 

tives de mr CES qut montre que la fonction & devient infinie, si x 

est égal à zéro. De là on conclut que la solution asymptotique donnant 

la fonction z exprimée en exponentielles, ne peut pas être regardée comme 

une vrale approximation. 

§ 3. Deuxième méthode. 

1, L'emploi des fonctions elliptiques à l'intégration de l'équation 

dont il sagit, est d’autant plus important que les développements qui en 

résultent s'appliquent également a la recherche de l'intégrale des équations 

avec plusieurs termes tout connus. Si cette idée était réalisée, on serait 

porté a faire l’application des formules les plus simples et les plus claires; 

et puis, il y aurait lieu de mettre en usage diverses expressions selon la 

nature numérique de l'équation proposée. C'est pour avoir les expressions 

les plus variées représentant la solution de notre probléme que je vais 

la traiter encore par deux méthodes différentes. 

Pour point de départ des recherches du présent paragraphe nous 

prenons les équations (5) du paragraphe précédent, à savoir: 

dH 3 

a. se [25 — a p. cd a Je = —=7 FM, 

(1) d i 
— 21 — 0) 5" + | Da — Am’ |i N. 

On peut les intégrer de la maniere que nous allons montrer maintenant. 
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En désignant par AB Vincrément qu'il faut ajouter à f, pour avoir, 

dans les diverses approximations, des résultats dépourvus de tout terme 

séculaire, et en posant: 

CP RE m ix 2 | RUE dem ed AS _ „a8 

(2) 2(12 0) T3 AD 

—ir-iM-—N-i(G-iH)AB ph 
| 2(1 — a) i 

iy — iM — N + i(G -— iH) AB 

2(1 — o) = Q, 

(3) 

| 
on tire des équations (1) les suivantes: 

dG .dH .d0 i 
PE 213, (8 + iH) = P, 

| a 

(4) AG nal 10 5 he NE 
dv a c— 2 e iH) = Q, 

En se rappelant les notations introduites dans le n° 1 du paragraphe 

précédent, on déduit facilement de l'équation (2) la relation 

410 443 R AP 
(5) de Ghee eee 
qui sert au calcul de 6, si la fonction z est connue. 

La fonction 6 déterminée, les intégrales des équations (4) s'expri- 

ment au moyen des formules que voici: 

[4 + ill = ele + fe Pa}, 
(6) i Loss dod 

| G— iH = e" ^ + fe” Qdv|, 

e, étant une arbitraire qui devient espe avec la constante e, aussitót 

que P et @ disparaissent. 

Cherchons toutefois de déterminer la fonction 6 d'une maniére directe. 

2. Multipliant membre à membre les équations (6), on aura, en se 

rappelant la relation 
CA oe FH? = $^ 
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la formule ci-dessous: 

(7) 2 = e+ e; f'(e'* Pav + e? Qdv] + | fer Pav | fe our |. 

oor F es; i a 3 
En differentiant cette formule, apres l’avoir multipliee par SL , nous 

oO 16 1 — 

aurons: 

d'8 S ets („rd —3i8 5). DE 

(8) dv? ee Pav + e QU oe 7 

où l’on s’est servi de la notation 

(9) X = e"* P fe Qdv + e-** Q fe"? Pav. 

D'un autre cóté, nous avons, en vertu de la premiere des équations 7 ($ 2), 

dz* Y MH — NG 

dv. euet ETT 

Maintenant, si l'on introduit l'expression de 4 tirée des équations 

(6), à savoir: 

H = i^ (ee = gue) i see Qdv — ee Paw! 

, . . E . TUE 2 5 P, = A . et qu'on multiplie l'équation précédente par ==: = il en resulte: 

d°0 57$ me _9; 
(10) dy: déc abre (e tomi op ) 

E iS gl eo fot Qdv — eme (Cale Pav} 

— (MH — NG). 

L'équation que nous venons de trouver doit: être identique avec 

l'équation (8), mais la forme de l'équation (10) étant plus convenable 

aux applications que ne l'est cette équation, nous admettons la derniére 

comme fondement des recherches suivantes. 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 8 mai 1891. 19 
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En observant les relations 

dle*® + posu] E 2i [e^ De. Al dé, 

dye" few Qdv + gf ammpae) | 

= aile" f e-" Qdv — e-** f'e** Pav | dO + (P + Q)dv, 

on tire immédiatement de l'équation (10) la suivante: 

a’ode 3 det? + ie) 
2 dv? dv — ee dv 

| 3 done ['e-20Qav + e7m6 f ene Pav| 
x 201 dv. $ 

2 — 3 gp + Q) IBM — Nay, 
Ww 

dont l'intégrale, en désignant l'arbitraire par h, s'exprime ainsi: 

dv 
: d 0X? 3 iB - —3iB' DC 

à 2 Brie" fe?" Qdo at e-%9 fe Pav | 

—ie [ pu ial NG) do— + jy [TP + Q]dv. 

Etant arrivé à ce résultat, il sera facile de rétablir l'équation (13) 

du paragraphe précédent, ce qui deviendra utile pour la comparaison de 

la méthode du paragraphe présent avec celle que nous avons déjà exposée. 

En effet, par la différentiation de l'équation (10), on aura tout de 

suite: | 

vo 3 

dv" 3 

m ss re fed TE io ferit pay] Te 

d(MH — NG) 

dv 
On 3 : 

T3 | e anf 
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H , . , . D ,» f . . (7 d et, si lon ajoute cette équation à l'équation (11), multipliée par 2g. 
av 

il en résulte 

d°0 sc) = 2h! d (12) at de ET 5 Br(Q—P) — 3 ay, 

pour abreger l'écriture, on a employé la notation que voici: 

_ 48 d c (13) = 2 [ aru — Nal dy + zer P + Q)dv 

1 d(MH — NG) 
FEES Hp ES 

L'équation que nous venons de trouver n'est au fond autre chose 

que l'équation citée du paragraphe précédent, ce qui pourrait étre dé- 

montré, si aprés avoir fait Af égal à zéro, on introduit dans l'équation 

(12) la valeur du rapport 7 et „ selon la formule (5). L'identité des deux 

équations se manifeste N pourvu que la constante h soit 

donnée par la formule: 
2 

3 3 h=(= fp) ? —=fye,. 
a P :6 PI 0 

Ayant, de cette manière, déterminé la constante introduite par l’in- 

tégration, on pourra utiliser l'équation (r1) pour en déduire quelques 

propriétés de la fonction 6. 

3: Si l'on néglige, dans les équations (3), les quantités M et N, 

et que lon y introduise les expressions de G + iH et 

donnent les formules (6), on sera conduit à deux équations linéaires du 

premier ordre, desquelles on obtient, en les intégrant, les expressions 

" ag ABs 6 re 

| fe eePdy — he iter LAE X(1—o) f: 2(1—9) {yes ar e, Aßldv, 

(14) 
: . 4p - aap 
i irra v = À ES 

| f e "*Qdv je. e 19) sl Di [re 28 DL e, AB\ dv. 
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Reprenons le développement (20) du § 1, a savoir: 

7 — % +7 cosw + y, cos2w+..., 

langle w étant toujours donné par la formule 

w = f—f,, 
d'ou il suit: 

dw fa 
Poe ND cer Gr 

dv 

Admettons de plus le développement 

6 = 0,w + 6, sinw + A,sn2w-+...., 

ou bien celui-ci: 

48 ju, c[0, + 0, cosw + 20, cos 20 + .. .]. 
dv 

ae : , BEE: . nad 
En introduisant le développement de 7” ainsi que celui de a dans d 

l'équation. (2), nous aurons les relations suivantes entre les y et les 6: 

26 — g? — f, — „Bm — AP 

266, = 2(1 — a) : 

as eus 

260, TOR 1? 

= 3 g, 

RO 81 g 2 

ete. ; 

Puisque nous n'avons considéré qu'un seul terme connu, les fonctions 

G et H ne doivent dépendre que d'un seul argument, à savoir de w; de 

là résulte la nécessité de déterminer le coefficient 6, d'une maniére telle 

que tout argument illégitime soit chassé. Le coefficient dont il s'agit 

peut étre choisi de deux facons différentes. 

D'abord, la condition dont nous avons fait mention serait satisfaite 

si nous mettions: 
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ce qui entrainerait: 

26— 6° — f, — = Ane — AB 

er 2(1 — o) 

Soit, pour abréger, 

AB 
2(1 — 6) 

la somme ¢ + À est donc évidemment indépendante de AB. 

Mais afin d'éviter les arguments superflus, on pourrait aussi mettre: 

020) 

hypothèse qui s'exprime aussi par l'équation 

à 9 A 
20 o - P, Ps AB 

x = O 
2(I — o) 

mais qui ne conduit pas, immédiatement, à la formule d'ou résulte le 

coefficient c. 

Dans l'équation de condition que nous avons mise en.évidence, l'incré- 

ment Af n'est point arbitraire; il est au contraire déterminé par la con- 

dition que, des formules (14) doivent résulter de petites valeurs ne conte- 

nant aucun terme séculaire. On conclut de ce fait que la constante e, 

n'est plus arbitraire, mais qu'elle s'obtient à l'aide d'une certaine condition. 

En revanche, on verra naitre, par le procés d'intégration, un nouveau 

terme, dont le coefficient est arbitraire et dont l'argument contient le 

facteur que nous désignons par c. 

Arrivé à ce point, on se rappellera l’analogie avec le cas ordinaire 

de la libration, mais on s'apercevra toutefois d'une différence distincte. 

Dans le cas de la libration des mouvements moyens, il s'agit toujours 

de remplacer un argument astronomique par un nouvel argument; dans 

le cas dont nous nous occupons ici c'est le mode de calcul et la place 

de l'arbitraire qui changent. Ce changement ne peut, cependant, se pré- 

senter que dans le cas d'une tres petite valeur de la constante A. 

Il faut donc considérer deux cas séparément: commencons par adopter 
I Doe 

la valeur 3 du coefficient 6,. 
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4. Lorsque ta fonction 6 renferme un terme séculaire, le développe- 

ment des fonctions qui entrent dans les formules (14), s'exprime sous la 

forme que voici: 

X219 —— riw A > c (15) eth? — e*' | B, + B, cosw + B, cos 2w + ... 

A, sum 1A, sinew +... 

En effet, le développement que nous avons admis, résulte immédiatement 

X de ce. que: 

pru etii + 210, sinw + 270, Sin 2w +... 

— + [6 sinw + 6, sin zw + a u We , Sin 2 ER 

8i : : 
= -[6, sinw +-@, sin 20 + ...]^ + 222 2:3 Ar 

d'où l'on tire facilement les expressions des coefficients A et D. En 

voici les premières: 

po te eb ae e Bien 

+ (8082 + 8182 + BI +...) 
A = 20, — 6 + 20,68 +620, 4... 

Big be i gpa oh 

A, = 20, — 2010, + ..., 

B, = 6 = 204, 9:9 3-990 

Or le développement que nous venons d'établir s'écrit aussi de la 

maniére suivante: 

(15) poate ee — B) Ta >(4, an Ber 

(A, + Bet (A, =o Bie tick AR, 
D I = 

expression que nous allons introduire dans les équations (14). 

t 
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Maintenant, si lon choisit lincrément Af de maniére.à détruire le 

coefficient de e”" ou de e-"" dans les équations (14), il faut satisfaire à 
la condition 

" 

(6) | — (4, — B) - e, AB — o, 

ce qui nous conduit aux expressions suivantes: 

Er -B, ew (A, + B, etw 
CORTE a i 3 2(1 — oc + À) 4(1 —al(2¢ + 2) 

= r(A, — B,)e " eee ti 

(17) 41 —o)=¢ 24. 4(1 —o(— 2 4.2) ^ °° 

Se" Qdo Less joys 1 rA, + Bere ER 

2(1 — oc + À): : 4(1 —a)Qe +1): 7 

r(4,— B)eé - | y(4,— Bee 
DATES na uu $2 05 

Ayant obtenu ces résultats, on peut tirer des équations que nous 

avons établies dans les pages précédentes, quelques observations impor- 

tantes, D'abord, en introduisant les développements (17) dans l'expression 

(7) et ne mettant en évidence que le terme constant du résultat, nous 

aurons: 

rB 
alt — o) (c 4-4) 

iA. + BY (18) Mo — 6 + 16(1 — ay (2c + A)? + Bee 

Mais, d'un autre côté, nous nous rappelons les relations 

c+i= — 

de sorte que la détermination des quantités y, et € + À peut s'effectuer, 

les B,, A,, B,,... étant connus; et bien que la supposition qu'on con- 

naisse d'avance ces coefficients ne soit pas légitime, on peut trés souvent 

commencer les approximations en faisant: 

JE NT 0 
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et en négligeant les autres coefficients, ce qui nous donnerait des valeurs 

approchees de x, et de c. 

Cela supposé, nous retombons dans une équation du troisieme.degre 

en ç + À ou en y,. Si l'on se sert de la notation 

dme WOO rm he 

I—o | 3 B, e 

l'équation en ¢ + A devient: 

= 3 95 3 By" À—3 === = een: 
De cette équation on conclut facilement que la somme ¢-+ À est dans 

les cas ordinaires une quantité du méme ordre que fj, ou £,, mais qu'elle 

devient tout au plus de l'ordre de 

i 2 
Bir 

est trés petit. Posons done: 
= 1 TES 
€ zd mm 

f étant un coefficient dont la valeur numérique ne devient jamais trés 

pol QOAFTA 
een LL 

r 

c +42 
Maintenant, il serait facile d'établir des expressions approchées des 

bJ 

SI 0, 

petite, et nous aurons: 

d'ou il s'ensuit que le rapport sévanouit avec 7. 

coefficients 6,, @,,...; cependant nous ne nous arréterons pas à ce point. 

Toutefois il importe de remarquer que le développement (18) est toujours 

convergent, vu que la valeur numérique de la quantité A est sensiblement 

au dessous de celle de c. 

5. Revenons à l'équation (11) En y négligeant les termes dé- 

pendant des fonctions M et N, ainsi que la somme ? + Q, qui est à 

peu prés égale à N, elle prend la forme 

D 1 
d 6* B A E ELENA. 

(19) (a) = h + pre GrH E TRE, (2) +.. 

+ termes périodiques. 



Nouvelles recherches sur les séries employées dans les théories des planètes. 153 

Si maintenant le coefficient 9 était tellement petit qu'il fût com- 

parable au carré de e, ou de e,, la partie constante de la formule précé- 

dente pourrait bien être très petite par rapport au coefficient de cos 2 

ou même négative, Ensuite, puisque les coefficients des termes périodiques, 

qui ne sont pas mis en évidence dans notre formule, sont très petits en 

comparaison de celui de cos26, ce qui est facile à voir en considérant 
; . Aq : ELS 10* 

les équations (17), il résulterait une valeur négative de (5) , toutes les 

fois que la fonction 6 excéderait certaines limites. 

Les circonstances étant telles, on retomberait dans le second cas, où 

il faudrait adopter: 

Maintenant nous commencons par signaler le développement 

et"? — B, + B,cosw + B, cos 2w +... 

+14, sinw + i4, sin 2% + ..., t. 1 ae 2 ale 

où lon a utilisé les notations du n° 4. 

D'abord, il est bien évident qu'on doit déterminer Vinerement Af 

en satisfaisant à la condition 

(20) By + eB = 
Cela posé, on déduit des équations (r4) les formules: 

] em 
ue ir = NC — AZ à Se" Pav ee ND, oa ed “sin nw 

2(1 — o) e WE) 

7 =. nc A, — AB 
fee Lal > — COS, 

= (nc)! — À 

(21) 
uy en ncB == : fer" Qi ve as in = sin #40 

2(1 — (ne) — 

oo — = 

^ ng An — AB 
ee Xi > Sa Ir cos nw, 

2(1 — o) (nc); — 4 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 26 mai 1891. 20 



154 Hugo Gyldén. 

qui serviront en premiere ligne à la recherche de l'expression de la fonction 

y”. Il sagit avant tout d'en former la partie constante. La voici: 

= jain E c— 
Mh) = € a= 8(1 = a) T N (ne)? ee E (ne)? ES —— 

to t3 
PEU, 

En vertu de cette valeur de 7, et de celle de Af tirée de l'équa- 

tion (20), on déduit de la condition 

3 
20 — a — f, Rmi AB z 

l'équation suivante du troisiéme degré en e, 

2 | 4B7 4 Lg e ^ (23) ee cud a me 

ji RN facBu— aA, (neds ABS) | 
ts (or) 2 Far) er 

d’ou s’obtient le coefficient e,, qui ne doit plus étre considéré comme une 

constante arbitraire. 

Pour déterminer, dans le cas actuel, le coefficient ¢, ainsi que pour 

faire ressortir la constante arbitraire, reprenons l'équation (11). En n'y 

considérant, dans une première approximation, que les premiers termes, 

nous aurons 

1 0\ * : 
(24) (7) —h+ 3 Bre, — 23 fre, sin 6”; 

dv 

et si nous introduisons, au lieu de 6, une nouvelle fonction donnée par 

la formule 
sin 8 = /sing, 

où l’on a admis la notation 

3 
h + tere 

(25) b= nce: 
2 Tgßreı 
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‘l'équation précédente se transforme en celle-ci: 

de 2 3 

(5.) = (i Uu Bra) cos ge”. 

Mais puisqu'on a: 

aa amp 
Vi—l sing? 

, 

il résultera finalement: 

1 7 2 

ds = V3 ire, V1 — sing’, 

le module 7 pouvant étre considéré comme une constante arbitraire, vu 

quil dépend de l'arbitraire e, contenue dans 0. 

En désignant par i 

3 
M VE Bre, v, 

la partie constante de l'argument, la fonction @ s'exprime par une fonc- 

tion elliptique de la variable 

Mom Vire, (v Rem v); 

et son développement en série trigonométrique procède suivant les mul- 

tiples de 
* z 4/3 

2/3 Bre, (v XN Vo) 

L étant l'intégrale elliptique complete de premiere espece. 

Il s'ensuit de là que le coefficient nommé ¢ s'exprime par la formule 

= 7T 3 

ca ZV ore. 

Rassemblons les résultats du calcul precedent. Les voici: 

sin 9 = /snu, 

cos 8 = dnu; 
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et on en tire encore: 

sin26 = 2lsnudnu, 

cos 20 = 1 — 2l’?snu’. 

Apres avoir etabli ces formules, on trouve sans difficulté les dévelop- 
210 pements de la fonction e*"^, qui nous permettent de calculer les termes 

non considérés jusqu'ici dun. les equätions (10) et (11). 

En considérant la valeur 

D S h = (38) 9? mi. 

on aura, au moyen de la formule (25), l'expression suivante de /: 

E Le. Lr M _ 167% — ej) 
(x) Lh +o 2 ye, I 3 80° 2 

d'ou il est visible que la valeur de / trés rarement, c'est à dire seule- 

ment dans le cas d'une trés petite valeur de 2, reste moindre que l'unité. 

Mais le coefficient 9 étant généralement une quantité de l'ordre zéro, on 

retombe, le plus souvent, dans le premier cas. 

Mais il faut avant tout se rappeler que la formule établie donnant 

la valeur de / n'est qu'approchée. En effet, en désignant par k le ré- 

ciproque du module /, nous aurons en vertu de l'équation (19) 

3 
s bre, 
8 

e P As a B/7\à Re Br RE an ie 

resultat qui differe, par le dernier terme du dénominateur, de celui qui 

s'ensuit de la formule (25). 

Done, les résultats que nous venons d’obtenir dans les deux cas 

considérés séparément, ne s’approchant pas l'un de l'autre dans un cas 

intermédiaire, examinons si, en partant de l'équation 

(27) th = — 3 fre, sin 2V,, 
dv 

on pourrait parvenir, au moyen d'approximations successives, à l'intégrale 

exacte de l'équation (10). 
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6. Les recherches que nous allons aborder, et dont le but a été 

signalé tout à l'heure, reposent sur les résultats généraux que j'ai donnés, 

dans le mémoire de 1887, relativement aux intégrales des équations du 

même type que celui de l'équation (10). En conséquence, il me suffit 

de renvoyer le lecteur, quant à ces résultats, au dit mémoire, et de n'en 

alléguer que ce qui s'applique aux recherches présentes. 

Dans ee but écrivons l'équation (10) de la maniére suivante: 

1 

dO d 4 3 Br (T M3 y, 
(28) dus == — iere sin Tr (2) W, 

et supposons-y la fonction W donnée par le développement que voici: 

W — w,sinw + w,sin2w 4- ..., 

les w,, w,,... étant des coefficients constants tout au plus de l'ordre zéro. 

Ensuite, si nous posons: 

8— Y, 4 V, 
et que nous désignions par h,, h 

7, Vi...., M sera facile d'opérer la décomposition de l'équation (28) 

.. les parties constantes des fonctions 455» 

dans les deux équations qui suivent 

= DEVE ; 
(27’) —- = —a’sin V, cos V,, 

ou l'on a admis la notation 

29 3 Ah, 16h, —— 

ae RPh ; ren 4 

et 
1 

d’V P cub. 3 Br L| - 
2 de CEN m EL c (29) dy a*(2sinV;— 1)V, I6 f n 

3 | 4(Vi—h,) 16(Vi—h,) as 
niai 3 ar 1234 ...}sin V, eos V, 

See UA 16V A ae 
gr^ es Im Passes D 

3 Ah, 16h : 
+ sr je = a +... (2 sin yi- n. 3 

! Les termes de la quatrième ligne mont échappé dans mon mémoire: Unter- 

suchungen ete.; p. 236. 
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On trouve, dans le mémoire mentionné, l'intégrale de l'équation (27'), 

mise sous deux formes différentes correspondant aux deux cas que nous 

venons d’envisager dans les pages precedentes. 

D'abord, si le module & était moindre que l'unité, sa valeur s'ob- 

tiendrait au moyen de la formule 

| K 
(30) ie 

vs 

et la fonction V, sexprimerait par la formule 

V, — am—w; 0 2 M , 

mais si, au contraire, k excédait l'unité, on aurait 

: 2L 
sin V, = lsn— w. 

TT 

En portant ces résultats dans l'équation (29), et en écrivant, pour 

rapprocher les notations de celle de mon mémoire de 1887, 

"a 2L 
zu A u 

nous obtenons 

1 av, PS : 3 Pr (5 (2) r ent 
et 

1 

2 das 5]? « 2 T = Br _ ; (32) ape ena: len ipea) T e 

; AV 1 
(32’) Bg en (Z)w-..., 

pourvu qu'on admette la notation que voici: 
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7. En utilisant les formules que j'ai données dans le mémoire de 

1887, partie III, les intégrales des équations (31) et (32’) s'obtiennent 

immédiatement. Il résulte de l'équation (31) 

d log 9, (E " 
s um —w dn + e, dng} CAU ) 4 x*| 

ag 

= ülm a dn an, 
dé 

— UG e -dn £ Efdef w dn Ede. 

; : : - K 
Maintenant, si nous remplacons dans cette expression d£ par — dw, 

m 

3 Br TN 3 d log 6,(€) El; } ) an E ^07 fW dn ede 

et que nous y introduisions les développements des fonctions dn£ et 
d log 6,(£) 

dn & Serge 

le procès d'intégration ne produit aucun agrandissement des termes de la 

fonction W (à l'exception de celui qui: peut résulter de la multiplication 

par le facteur commun) mais bien qu'il fait sortir l’argument w ou & 

^ 3 T. gs > u$ - 
suivant les multiples de gem il est aise de voir que 

hors des signes trigonometriques. Cependant, en attribuant a la constante 

surabondante c, une valeur convenable, il sera trés facile de faire dis- 

paraitre les termes de cette nature; il reste seulement a examiner la 

grandeur de cette constante. 

En ne considérant que les premiers termes des divers développe- 

ments, nous avons: ; 

W = w, sinw, 

E 4 E a — 4d * dulce rm rU EL 

1log6,(5 à 
dn "og EE) = — 4qsinw, 

dé 

d'où l'on obtient l'expression du terme affecté du facteur €. La voici: 

[ 3 = 2 

re E w, gédn €. 
2 5 



160 Hugo Gylden. 

Evidemment, le coefficient de Edné dans cette expression doit étre - 

égal à c afin que les termes contenant le facteur & se détruisent. Il 
E 

com 

en résulte la valeur 
1 

Sr (2s ; 
a 2er) EP 

qui s'écrit aussi de la maniere suivante 

S MES: 
C : (f E wg (34) 2 Fake, MB 14 

hi : u m quao. i E 14: 

Par cette expression il est visible que la constante €, est, dans les cas 

les plus fréquents, une quantité trés petite, mais que, si la valeur du 

module devient trés approchée de l'unité, elle peut acquérir des valeurs 

assez considérables. Si, avec une telle valeur de c,, on cherchait un 

nouveau résultat relativement à k, ce qui necessiterait le calcul des coef- 

ficients h,.h,,..., on obtiendrait dans la plupart des cas une valeur 

effectivement plus approximative. Mais cela n'arrive pas nécessairement: 

quoique la formule (30) donne toujours une valeur de i plus petite que 

l'unité, la divergence des approximations successives peuvent montrer qu'on 

doit passer au second cas. 

8. Considérons maintenant l'intégrale de l'équation (327. 
En désignant par I ce que devient E lorsqu'on remplace k* par P, 

l'intégrale de l'équation dont il s'agit sera exprimée au moyen de la 

formule 
an 1° log (4) _ L—I—VUL 

(5) JF, = enr, do = | — snydny 

i 2 
(7)'Jony fw eny- d —— dy ne 59) Feng 

dz 

I 

5 (D) lon y [ W sn » j dnx dy — sn y dnx fW en y dy + - 

an (E) efe f Werner, 
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En effectuant les intégrations que demandent les divers termes de 

cette formule, on voit naître des termes séculaires dans deux intégrales 

différentes. Considérons-les séparément. 

D'abord, on aura à l'aide des formules approximatives 

d log 6(7 - N 4 . DEE 2q sinw; W —-w. sin, 
dy 

en ne retenant que le terme séculaire, 

HJ 

| Weny Era) eg es 
Te sx eoe ae 

résultat, au lieu duquel on peut, en ayant égard à l'équation (25^, mettre 

celui-ci: : 
I I 30° w 16 r(e, — e 
—Pwiy = Se BOW pce TON — de 
16 ï 1632 ye, | 3 Bo | 

L'autre terme à facteur séculaire provient de l'intégrale 

{Wen 7 dn dy. 

En n'y considérant que la partie principale du terme séculaire, ad- 

mettons 

sny dn; = sinw; W = w, sin, 

ce qui donne: 

Nie 
E < 2 S [ W snydnydy = 

Maintenant, pour déterminer la constante c,, nous aurons la relation 

1 

[bp — dH IG s I^ Ps T\3/1 I "jw 
(36) |n abl Hi s Do Yam (i) (45! Wi 

3 

d'où l’on conclut que la valeur c, ne devient assez petite que sous des 

conditions spéciales qui se produisent trés rarement. 

En effet, le coefficient de c, contenant le facteur /, il faut que le 

terme à droit divisé par /’ soit une quantité trés petite, méme si ÜÉ 

disparait. 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 27 mai 1891; 91 
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Cela ne pouvant pas arriver a moins que le coefficient w, ne contienne 

lui-méme le facteur /", examinons a cet égard brièvement la fonction 

guo fre?" Qdv == GP [ &* Pdv 

d'où découlent les termes en JV. 

Il est d’abord visible en inspectant, soit les équations (14), soit les 

équations (21), que la fonction dont il sagit contient toujours le facteur 

D,r divisé par une quantité très petite ce que nous avons rappelé, dans 
1 - : LE L/rM8 : gea 

l'équation (28), en mettant en évidence le facteur (2) . Mais puisque 
M* 34 

le coefficient de sinw contient le facteur A,, il se trouve multiplié par 

1. Done, la constante surabondante c, s'exprimant par la formule 

JU 
C= = 
2 ip 

T étant une quantité qui ne disparait pas avec /, la dite constante peut 

devenir trés grande, de sorte que la fonction V, n'apparaisse plus comme 

une petite correction à ajouter à la fonction V,. L'application des for- 

mules que nous venons d’exposer dans ce numéro parait donc restreinte aux 

cas ou l'arbitraire / est moindre que l'unité, mais en méme temps non 

pas trop avoisinant zéro. Conclure de là que la méthode d'intégrer l'équa- 

tion (28) dont nous avons fait usage, devient impraticable, ce serait 

néanmoins une conclusion prématurée. Car, en ajoutant, dans l'équation 

(27), au coefficient = fre, une correction x, et en retranchant le terme 
CO! Go 

— vsinV, cosV, du membre droit de l'équation (29), on peut choisir l'in- 

déterminée x de façon à faire disparaitre, dans la fonction W, le terme 

dépendant de sinw. 

Cela étant, il est aisé de voir que le.terme sémiséculaire provenant 

de la formule (35) est affecté du facteur q ou bien, ce qui revient au 

méme, du facteur /. La méthode que nous venons d'exposer s'applique 

done méme au cas ou l'arbitraire / est trés petite. 
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§ 4. Troisième méthode. 

1. Les procedes dont nous avons fait l'exposition dans les pages 
précédentes, reposent sur l'hypothèse qu'on soit autorisé à négliger, dans 
la premiere approximation, les deuxièmes dérivées des fonctions G et H. 

Nous avons fait voir, il est vrai, que cette hypothèse est légitime, vu 
qu'on aura, dans la seconde approximation, des termes tout connus, dé- 

pendant de la deuxième puissance des forces troublantes, tandis que le 

terme tout connu dans l'équation proposée était du premier ordre. Ne- 

anmoins, il nous sera utile d'obtenir l'intégrale de l'équation dont il s'agit 

sans omettre les secondes différentielles, probléme qui sera l'objet des 

recherches que nous allons communiquer tout de suite. Mais en retenant 

les secondes différentielles, d'autres difficultés se présentent, principalement 
en ce que les diverses approximations ne seront plus indépendantes l'une 

de l'autre, de sorte qu'on ne pourra pas obtenir une certaine d'elles 

moyennant un calcul direct. En effet, chaque nouvelle approximation 

entraine des changements plus ou moins graves dans les résultats déjà 

obtenus. ) 

Dans les applications numériques, la méthode que nous envisageons 

maintenant, ne sera pas à préférer aux précédentes, tant que l'équation 

proposée ne contient qu'un seul terme tout connu. Mais elle jouit de 

l'avantage de s'appliquer, de la maniere la plus directe, aux cas de plu- 

sieurs termes connus. Il me faut cependant remarquer d'abord que les 

approximations entamées dans les $$ 2 et 3 procedent suivant les puis- 

sances des masses troublantes, tandis que celles que nous allons aborder 

maintenant procedent ordinairement suivant les puissances d'une quantité 

du deuxiéme ordre par rapport aux excentricités, mais exceptionnellement 

suivant celles d'une quantité de l'ordre zéro. 

Reprenons l'équation posée, à savoir: 

ay 3 ; \ 
(1) - xr (1 —E)e mn Pre y cos (7 — w) 

et admettons: | 
o = 0, jh. 
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Si maintenant p, était determine par l'intégration de l'équation 

dp, 3 
ad (1 i Bi) Po rem spo = of 

il nous resterait, pour déterminer la fonction R, l’equation 

DEA : om sya lee p: 
mx + [1 — A — 38:0] Rk = — 7 eos (f — w) + 3%, Ro, + AR". 

Dans ces deux équations nous faisons entrer une petite modifica- 

tion. En désignant par Af, et p deux constantes indeterminees, et en 

admettant la notation 

Pi zh AB, ip, 

nous les écrivons de la maniere suivante: 

€ 1 0 A 3 

E =F (1 — p) Po NET spo == ©), 

js + U BF p — afi) R — — p cos (F— v) + 3f Ip, — Ap, 
+ BR" + (p—AB,)R. 

Evidemment, la somme de ces deux équations n’etant autre chose 

que l'équation (1), on en conclut que la décomposition est légitime. 

Les constantes indéterminées Af, et p ont été introduites a fin d'éviter, 

dans les approximations suivantes, les arguments f et f — w. 

2. La première des équations (2) s'intègre aisément au moyen de 

fonctions elliptiques. En effet, si lon désigne par g* une arbitraire, on 

aura tout de suite: 

dp,N* 2 3 , I 4 (=) = 9 —(1— Bp + 5 f, 

ou bien, en admettant les notations 

EX d: el) a eae 
» (3) : 

| usc 
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l'équation 

/ LS tt 3 p» ( 205 ^ Br) 
Maintenant, si l’on pose: 

uq 
-dv = du, 
x 

et qu'on désigne par #, une constante arbitraire, il résultera de l'équa- 

tion precedente: 

(5) py = xsn(w—u,), mod.k. 

Pour rendre ce résultat comparable a ceux que nous avons obtenus 

dans les paragraphes précédents, posons: 

2K 
2E P — Qv, 

ZK 
ue = —K+ ir 

T 

K étant l'intégrale complete de première espèce. De ces relations on 

conclut facilement les suivantes: 

(6) eee 

zen = [ 
T 

(7) A) ES 1 
an 

Si A, était négatif, le module deviendrait imaginaire, et les formules 

correspondant au module réel s'obtiendraient tout de suite en vertu d'un 

théorème bien connu. Mais cherchons-les d'une manière immédiate. 

En introduisant dans “l'équation (4), aprés y avoir posé — K* au 

lieu de k’, E 
Po = X COB, 

nous aurons: 

(af) = g(t + k* cos e?) 
\dv / 
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ou bien: 
ie ‘dep * ke? AP oo 

AEE ad] 5 pee 
En admettant les notations 

12 à 

1 + k° = 

/ k? ( 
viis du = J dv 

2 x 2 V1 = f 

— dv, 

on en tire: 
ge = am(v — v), mod./, 

v, étant une arbitraire que nous identifierons à 
2I 1. 

Finalement, si nous posons: 

es (rere iD 
(8) Pe ee, NI eg 

V DESEE 
= Deo 

notre resultat prendra la forme: 

(9) p. xen a [a — Qv — I]. 

3. Venons maintenant à l'intégration de la seconde des équations 

(2. En la multiphant par 

et en designant par W la 

en concluons: 

d’R Ba DROLE ) 18 & p : W. 
du? es in ee g 

Mais, puisqu’on a 
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l'équation précédente prend la forme 

d’R oe (10) dus — 12 3h? sna? — 1 — hk? — 38] R = - W, 

où l'on a écrit # au lieu de # — w,, et employé la notation 

pp ‘ 
SUE ND 

—fB. 

Dans le cas ot f, prend une valeur négative, on multipliera la 

seconde des équations (2) par Ta! ce qui donne: 
J(1 + E» 

dO (x —) Bar | gp : 
dy? 2d q'(1 + k?) "dus do ES env" lm E ENS) Ww. 

ou lon a posé: 
xp zs 5 = gy he 0) 

En mettant dans les équations (3) — &? au lieu de k? et en observant 

les relations 
TAL Bea ae 3 

CPE Pr ne 

= 38,%° 4 Ie a]? 
g(t + 5%) SIT er 9*3 

on conclut: 

d’R ; ; I — 2]? f 2 2 2 es r 
(11) 43 snv ee re 

L 

Nous ne poursuivons plus les détails dans le cas où f, est négatif, 

vu qu'un tel cas ne se présente que trés exceptionnellement parmi les 

problémes de la mécanique céleste; le cas échéant, il serait facile d'obtenir, 

au moyen de transformations connues, les expressions correspondant à la 

valeur négative de f,. 

Sil sagissait de trouver l'intégrale de l'équation (10), les termes du 

second membre étant tout connus, rien n'empécherait d'appliquer les ré- 

sultats que M. Hermire a donnés d'une manière admirablement élégante 

dans son mémoire sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 106 

et 107. Cependant, les termes: du second membre n'étant pas donnés 
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des labord, les difficultés qui nous restent a surmonter ne résident pas 

dans l'établissement de l'expression analytique de R comme fonction de « 

et W, mais bien dans le développement des termes de la fonction W elle- 

méme. Cette fonction n'étant donnée, dans l'équation (10), qu'au moyen 

d'une expression contenant linconnue À, on ne saurait la déterminer d'une 

maniére directe; il est done indispensable de recourir aux approximations 

successives. 

L’expression de la fonction W que nous empruntons à la seconde 

des équations (2), est celle-ci: 

(12) W = — ry cos (f — w) + 3g, E! p, + B,R° 

— Af,p, + (p — AB,)R. 

Pour y séparer, d'une maniére aisée, les termes dont la somme doit 

disparaitre, désignons généralement par 

eG) 
TOES 

le coefficient du terme qui se trouve multiplié par cos x dans le développe- 

ment d'une fonction quelconque P, et par 

s) 

T(F) 

le coefficient du terme dépendant de sinx. S'il ny a pas d'ambiguité, 

nous omettons les caractéristiques c et s. Ainsi nous désignons par 

0 

(Re) 

le terme constant dans le développement de AR’, et par 
x 

T(R°) 

le coefficient de cos(f— w) dans le développement de A. 

Cela établi, si E contient le terme 

x, cos (f — ww), 

nous aurons les conditions par lesquelles s'obtiennent p et AA, expri- Tira) 

mées au moyen des équations que voici: 
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d'ou l'on tire: 

f-w 0 

p=— y B, TU) + a, T (R9) 
Si ensuite, dans la fonction A, on ne considère que le seul terme 

x, cos (f — w), 
il en résulte: 

T (R3) Le: = 

0 I 

GR) = > Xi 

d'ou s'obtient: 

B e 1D 
[^6 — „PsXı 

(13) 

Ayant obtenu ces résultats, nous poserons: 

ih = Inr Hh, 

W = — y cos(f — w) + W,, 

et nous déterminerons la fonction o, à l'aide de l'équation (10), aprés y 

avoir remplacé W par — 7 cos(f — w), ou bien au moyen de la seconde 

des équations (2), en n'y retenant, au second membre, que cette partie de 

W. Ainsi nous aurons: 

p E | 

| ue + (1 —— Pg + p CRIE 30.09) = .— i cos (f Es Le w), 

- 

( 4) d’R, - F ' ; 

dv” 3 (1 LB obs Day 38305) Rı em Wen 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 28 mai 1891, 29 
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ou la fonction W, est donnée par l’expression suivante: 

(1 5) W = 35.00» =F Bai RE A B, p, + (p me AB), Ir R,) 

= neds 3550s, P =F 3ß; Rip, EE 35. pi B, -p 3fsp, Ri =e Bs Ri | 

4. Avant d'établir, avec plus de détails, l'expression de la fonction 

W,, arrétons-nous à l'intégration de la première des équations (14) ou 
' bien à celle de l'équation (10). En nous rappelant la forme de l'équa- 

tion de Lame adoptée par M. HERMITE, à savoir: 

d’R 

du” 
— [2.3k’snu’ + 2.3k? sna? — 4 — 4k°]R — o, 

nous aurons, par comparaison avec l'équation (10), 

6k? sna? — 4 — AR = — 38. 

On tire de la: 

2k? sn a? — 1 — K? = — 9, 

2k? sna? — 1 =kKk 0, 

2 I—? 
n a E 

Effectuons le caleul d'aprés les trois formules de M. HERMITE, à savoir: 

sn a*(2k’ sn a* — 1 — k’) 2 sno = : : 
. 3k? sna* — 2(1 + E*)sna^ + I, 

5 en a*(2k* sn a’ — 1) 
nO. — 3 

3k? sna* — 2(1 + E) sna? 4- r' 

E dn a*(2 sn a? — 1 
dn o! = — ) 

3k'sna* — 2(1 + &) sna? + D 

Nous aurons d'abord: 

1 + k* — à 
= 

sna = ^ - — 
2k? 7 2k? 2 2 2 
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et ensuite: 

3k sna! — 2(1 + k?)sna? + 1 = (2 sna? — 1)(2k? sna? — 1) — ken at 

= (2 sna’ — 1)(2k? sna? — 1) — =k? sn a*(2 sna? s 1) 

(1 — &(k? — 9) Sea oe 

k* 4k* 

Aprés avoir admis la notation: 

2k? sn a* — 1 — k*\(2k* sn a? — 1)(2 sna? — 1) abl 
3k? sna‘ — 2(1 + k’)sna° + 1 bf 

M. Hermrre est parvenu à l'expression suivante de l'intégrale de l'équa- 

tion de Lams: 

UE | H(u + o) (5 
Be OD a oa (v) ) 

+ cp,
 H(u — e

 --(2 A 

O(n) 

Maintenant, pour rendre les formules que nous allons déduire plus 

nettes, nous admettrons quelques simplifications, qui, d’ailleurs, ne touchent 

pas sensiblement à l’exactitude des résultats, non plus à leur portée. Donc, 

en nous rappelant que la quantité # est trés petite, et comparable à k° 

quant à sa grandeur, nous l’omettons à côté de l'unité. 

Avec ces simplifications, les formules précédentes nous donnent les 

valeurs que voici: 

Di k*—4 
sn o? = ceno? = ———; dno? = 1, 

v 

x = 48 (k* — À). 

Considérons toujours £^, ainsi que 4 comme des quantités trés pe- 

tites, et posons: 
6 (c) 

y= m ' 
(o) 

il sera permis de mettre: 

O(a I E 
var) ^ Y i? ino cos e Ho) ..2 

DN ————9 

= = e — 8), 
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d'ou l'on conclut: 

p — 29e =): 

Maintenant, si nous designons par y, et y, les intégrales particu- 

lieres de léquation de Lams, de sorte que: 

H(u + 9) „, cm 

SUCRE iE 
et que nous admettions les notations suivantes: 

eem 
I: ? k ? 

nous aurons, en wegligeant toujours les termes du premier ordre à côté 

de ceux de l’ordre zéro, 

y, = (acosu — b sinu)e", 

y, = (a cosu + b enw)e ". 

Partant de ces expressions, on déduit aisément la valeur que voici: 

YoY, — dis = — 2ab = — sin 20. 

Oe . " N 3 x 

Si maintenant on met, dans l'équation (10), W au lieu de p W, Vex- 

2 
5 . KR \ . \ , \ ' À , 

pression de A devient, vu que le facteur — est à peu près égal à l'unité: I ? o 
go 

(16) R= €, + 6%; 

es 
acosu + bsinw 

+ 
2ab 5 

g^" f (a cos u — b sin wu) We" du 

a cosuw — b sina ,,p : DE 
25 €" | (a cosu + b sinw) We "du, 
zc t 

v, et c, étant les deux constantes d'intégration. 

Ayant ainsi trouvé la formule générale donnant l'intégrale de l'équa- 

tion (10), nous allons en faire l'application à un cas spécial Or, 
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nous supposons, en ne considérant qu'un terme isolé dans l'expression 

de W: 
r 

. W = r, cos(f — nw) = 7, sin (u — nw), 

n étant un entier positif ou négatif. 

En formant les produits de la fonction W par cosw et sinu, nous 

omettons les termes dont les valeurs ne s'agrandissent pas par l'intégra- 

tion, et nous aurons: 
, et 

W cosu = —-y,sinnw, 

W sinw = 7, cos nw sinw —  -7, cosnw. 

Maintenant, si nous nous rappelons les formules 

— n(a — yu e €) COS mw + vsinnw , 
[ sin nwe Qu —; iis u = €", 

€ er a Se Be 

; vu n(g — c) sin nw + » cosmw ,, | cos mwe" du = = Gs . 
E NEN Sed : 

et que nous désignions par p, ce que devient À dans l'hypothèse actuelle, 

notre résultat sera: 

I I 

Felt (e — 9 (qu em b ae 
17 De COS —- nw == = ss COS —— 0 ( 7) Pn no c)?» - (f ide 2ab ne —c)’+v U ) 

I 

a’ + b*. Ale, 

24b na —g* 4 v* E (f "HU 

ou l'on a supprimé les deux termes dépendant des arbitraires. 

Il faut remarquer que la formule obtenue donne toujours à o, une 

valeur réelle, méme si » est imaginaire. En effet, les quantités » et a 

devenant imaginaires simultanément, les facteurs imaginaires se détruisent, 

l'un l'autre. Mais le résultat que nous venons d'obtenir est remarquable 

à un autre point de vue, car on en tire le fait important que la valeur 

de o, sapproche de son premier terme, ou bien de: 

- cos (f — nw), 
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à mesure que l'entier n acquiert de grandes valeurs, ce qui montre la 

convergence de la série 

Pr + Py TPs A 
à condition que la serie 

Pies ee CN mae 

soit convergente, ou méme que cette série ait la forme 

a, a, a, ^ A AX. LARGE 

les a étant des quantités non croissantes. 

5. Le résultat approximatif que nous avons signalé par la formule 

(17), s'obtient aussi d'une manière tout a fait simple, comme nous allons 

montrer. Dans ce but, introduisons dans l'équation 

d’pn = 3 2 — Q ) 
dv? Bis (1 rd B =F D 3/ 30) Pn = 71. COS (f— nw) 

la valèur 

Py = X C0875 

il en resulte: 

d "p " 

dv? 
+ (1 — At p — Z,x — 2 B,x? cos 2f)p, = y, cos (f — nw). 

- Or, si nous supposons: 

Pn = x, cos (f — nw) + A, cos (f + nw), 

nous aurons, au moyen de l'équation en o, et en négligeant les termes 

dépendant de l'argument 3f + nw, les deux conditions que voici: 

—[r—e—(s— 9] +1 B+ PF fate, — LAE = Te 

: E 3 D 3 [ee [1— c4 »(e— 9] +1—8+p -inep. — Bar Ru =o 

Pour simplifier les relations obtenues, rappelons-nous l'expression 

(1— od? = 1 Rh, 
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ui découle de la formule {6), en néglisceant les termes du deuxième Ch » 2 5 : 

ordre par rapport à f. 

Cela posé, et si nous omettons les termes du deuxiéme ordre par 

rapport à c et à o, les équations précédentes prennent la forme 

2 3 2 
X, RET B. x À, = nt 4 P / 2n(o — ç) + p nn 

A S = 0) 
4 = 

n 
—2n(e —2 +p = ie 

En multipliant la premiere de ces équations par 2n(o— €) —p+~f,x’, 

et la seconde par — 7/,x", la somme des deux produits nous donne 

x, (5 Ba) x. [2n(o— 9] — (» 282) 

= 7.[ 206 —)—p+ aie 
, 

ou bien: 

EX (a — 9] + 2(3 Bx —p)|x, 

De la méme manière, on obtiendra aussi l'équation suivante 

= p(m(s — =p += = Bax #). 

(nte — 9r + nf Br — n). = — irre 
Pour rapprocher ces résultats de celui que nous avons donné dans 

l'équation (17), il suffit de se rappeler les relations 

i» Bath —p); WI BAR: 

a? = 372. a! + 0? — 1; 
2ab 4 

6. Le coefficient » disparait dans deux cas différents: premiérement 

si 9 s'évanouit; puis, si l'égalité 
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a lieu. Examinons en particulier les conséquences de ces deux hypotheses, 
en commencant par la premiere. 

Done, en faisant, dans l'équation (10), 

nous aurons: 

PR s 
“ (18) 7,7 — [2 3h? snu* — 1 — R= W. 

En désignant par c, et c, les deux arbitraires introduites par l'intégration, 

la fonction À sera exprimée au moyen de la formule suivante: 

(19) R=c,mudnu | 

ie X Wege TERN 
= de e: s Ge enu dn w+ S E ES 2 

= v Ü U 
1 

FIR wenudna | 

| "rena 1 + kh? Ola) i 
— enu dn u | W EE ae Ga dna ja 

Le 

EE 1 + k? 6, (u) | Las 
Zar TEE C CHENE u dn « |f n en dn edu 

(1 ER — (1 + EE. MT | 
+ PK ena dno f du f W ena dn udu. 

Si nous supposons le module tellement petit qu'on puisse le négliger 

auprès de l'unité, et que nous omettions les termes dépendant des con- 

stantes arbitraires, la formule précédente prend la forme: 

R = — cos uf W sin wdu + sin a (Ww cos at dt 

— 2h? cosu [du [ W eosudu, 

d'ou l'on tire, en supposant pour W la valeur 

W = 7, sin (u — nw), n 
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le résultat suivant: 

I In : 3 Gale = 
En SU NOT DONNEES —; COS M SIN RW 
are 2n(a— c ( ) An’(e — c) 

n ele ? ^n a 2 + eos) — 5. cos (f + ni) |? n(o — c) 8 n*(a = e 8 n'(s — c)* 

ce qui est parfaitement d'aecord avec ce qu'on déduit de l'équation (17), 

en y mettant 
y p. 

DIE = oe en 
2ab 4 

Admettons encore que l'angle w soit égal à une constante, supposi- 

tion qui correspond à l'hypothese 

CE GE 

et cherchons ce qui en résultera. 

. On aura d'abord: 

I I 5 : 
Pn = — zT COSU cos mo . uw — > y, Sin u sin mie „u 

S SSmi ireennesenertodiqmes: + gk. cos sin me .u? + termes périodiques; 

mais un tel résultat ne pouvant pas généralement se concilier avec la 

solution absolue de l'équation proposée, à savoir: 

lp, 

Em 4. (1 — on — pi = 19.008 (f — n) 

lhypothése doit étre rejetée. Seulement dans le cas ou l'angle w a la 

valeur constante zéro, l'égalité entre à et c peut être admissible. Mais 

la solution en résultant n'est qu'une intégrale particuliére, vu que la 

constante introduite par l'intégration doit satisfaire à une équation de 

condition. Et justement puisque le coefficient o est indéterminé, l'inté- 

grale ne contiendra qu'une seule constante arbitraire. 
Acta mathematica. 16. Imprimé le 6 juin 1891. 23 
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Supposons maintenant que- 9 soit égal a k^; alors nous aurons de 

l'équation (10) la suivante: 

d’R 
(20) az B-3# snu? — 1 — 4k°]R = W, 

dont lintégrale générale s'exprime au moyen de la formule: 

_ (21) R=, snudnu 

k? — k? Oi (u) 
— enu T ata) wdnw + 

k?K — (k? — kE 
TIT u gn at dn at 
kK 

: leu Er Eu) + snu dna | W tee ur 8, (1) 
t 

sn 4 dn « ! du 

| k'? — k? 6,(u) 

mL NL. 6, (0) 
gn « dn «| | W snu dnudu 

K°K — (k® — KE 
1K sn 4 An « if du y W snu dnudu. 

En ne retenant que les termes les plus importants, cette formule se 

change en celle-ci: 

R — sin uf W cosudu — cos uf W sin u du 

+ d sin # auf W sin udu. 

Apres avoir fait: 

W = y, sin (u — nw), 

on en tire 

Tn 3 : bein 
—— sin (4 — nw) — = — sin 4 COS nw. 

n(o — c) ( ) 4 n*(c — c)* 

I 
Ones 

En faisant, dans la formule (17) 

y 322 
nn (OR "edo 

on retrouvera le résultat obtenu tout à l'heure. 
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Par ces recherches nous avons appris que la formule (17) n'offre 

aucune discontinuité dans les cas que nous yenors d’examiner. 

7. Passons maintenant à la formation de l'expression de la fonction W, 

donnée par l'équation (15). Le résultat demandé s'exprimant par la formule 

= + 9, eos (f + w) 

2 + 7, cos(f — 2w) + 8, cos (f + 2w) 

He + 7, cos (f — 3w) + 0, cos(f + 3w) 

die Te 

où les termes qui dépendent des arguments -3f + nw; 5f + nw;... sont 

toujours supprimés, il s'agit de déterminer les coefficients y, et ö,, ou du 

moins de les examiner par rapport à leur convergence. 

Dans ce but, nous allons d'abord établir quelques formules générales. 

Soient ;, et 0, deux coefficients connus, on calculera d'apres les 

formules que nous venons de déduire, la partie correspondante de Z, 

partie que nous désignerons par 

(23) Pn = x, cos (f — nw) + 2, cos (f + nw). 

D'autre part, si les x, et A, étaient donnés, on obtiendrait les 7, et 

les à, en introduisant, dans l'équation (15), les valeurs 
n 

% 

Po = x cos f, ^ 

P = x, eos (f — w) + A, eos (f + w), 

ainsi que toute la série 

JU — o» to been 

Certes, du terme 9 cos(f + w) proviennent dans A, deux termes 

dépendant des arguments w—f et w + f, mais on peut les réunir aux 

termes correspondants de la fonction »,, de sorte qu'on peut se figurer 

la fonction R, dépourvue de ces arguments. 
En introduisant l'expression donnant A, dans l'équation (15), on se 

rappellera les formules ; 
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(I) Ri=pi+ pi t+--- 

+ 20,0, + 20,0, +--+ 

+ 2050, T+: 

Lee 

(IT) Ri = pi + pa +... 

+ 302(03 + pi +...) 

+ 30( + pi +--+) 

+ 60,0,0, + 0020305 + EPP  --- 

+ 60,040; + ©P,0.P, +---- 

+ 6p,0,0, + 0,640, + 930.0, 1 +++ 

+ 6p,0,0, + 60,00; t: --- 

Puis, en designant par n et n’ deux entiers, on aura: 

(UN) cor z (nity + 2,4,) cos (w— n') w+ 5 (ud + x,4,) cos (n + n')w 

+ zx, x, cos [2f — (n + w)w] + And, cos[2f + (n + nw] 

+ T cos [2f — (n — n'}w] + = tty Ay cos[2f + (n — nw]. 

Faisant n = w', la formule précédente se change en celle-ci: 

(IV) ob = AC -F AD + x,4, cos 2nw 

+ X cos (2f — 2nw) + IA cos (2f + 2nw) 

+ x,À, cos 2f. | 



, n' 

(V) 

(VD 
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En multipliant la formule (III) par 

nn Pr => 

Pn = X, COS (f ur nw) = An cos (f Sr n''w), 

étant un autre entier, il en résulte: 

AE CLS 3r x, An) SF Xy Xy À} cos [f — (n +n + n")w] 

= REA ute = À,À,) zs Au X, An} cos [f— (— n 4r n ais n") w| 

+ if Xn" (Xn Xy + And) 3r x, Ay dy} cos n 

MC = Xn À;) a= X, X, Xy] cos [f — 

I 

=F aUo 0s s x, À,) "E À, Anke) cos If SP 

ae iU (xx. xis À À,) + A, X, X,"] COS [f + 

ar LIA T A, An) == x, À, X,] COS [f == er n xis n E n" w] 

ir LIS Ay an
 Xy A.) s A, Ay Kur! cos [f ES 

On tire de là, sin est égal à x": 

py = - [G2 + 2) + A,x,,A,] cos (f — n'w) 

+ 

(n —n + n’)w] 

(n + n’ — n'")w] 

(n. + n’ — n'")w] 

ane Hn R (n —n’ + n”)w] 

(n. + w +n')w]. 

(tem À, + 2,7) cos [f — (2n — n')w] 

+ = (2x,x,À, + 2,27) cos [f — (2n + mw] 
hi 

+ ERA, + x, cos [f + (2n + n')w] 

2r „ex. x,À, + A, 2) cos [f + (2n — n)w] 

+ = [Au (Xe + 2) + x,%,4,] cos (f + n'w). 
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Enfin, si l'on admet l'égalité entre les trois entiers n, x’ et m’, on 
I D E , , 

aura la formule 

(VII) nu G xi 32,4) cos (f — nw) 

+ Y xi cos (f. — 3nw) 

2e "nz X cos(f + 3nw) 

+ (32, + Dax) eos (f + mo). 

Dans ces formules on a supprimé les termes dépendant de 3f + nw, 

de 5f + nw, etc, vu qu'ils ne peuvent produire aucune altération sensible 

dans les résultats. 

Après ces préparations, revenons à l'examen de la nature des coeffi- 

cients du développement (22). 

8. Dans les cas les plus fréquents, le coefficient » est tellement petit 

qu'il peut être négligé par rapport à o—¢ — €; surtout si v* est positif, 

l'erreur commise par la simplification dont nous avons parlé, serait de 

peu d'importance dans les résultats suivants. 

Cela posé, nous aurons par l'intégration de la première des équa- 

tions (14), en faisant usage de la formule (17), le résultat approximatif 

que voici: 

Puisque ¢ contient le carré du coefficient x,, nous avons, pour le de- 

terminer,. une équation du troisième degré, dans laquelle nous supposons 

7 tellement petit que x, devient une quantité du même ordre que x. 

Pour mettre cette supposition en évidence, posons: 

r= BE 

e étant une quantité de l'ordre de x. 

En regardant l'expression (15), on voit facilement que la partie prin- 

cipale du terme 
7, cos (f — 2w) 
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provient du produit 38,919, et que la valeur du coefficient Ta relative- 

ment à la partie considérée, est donnée par la formule 

cn ne S TEES 

ip OM cu uoto 

Partant de la formule (17), on obtiendra par l'intégration: 

3 fixe" 
rote 

Ayant ainsi déterminé, approximativement, la fonction »,, du moins 

quant a son terme principal, on aura la partie la plus importante du 

coefficient 7, en developpant le produit: 2.38,0,0,0,. 1l en résulte, ce 

qui est facile à voir, en regardant la formule (V), la valeur 

d'où l'on tire, toujours en vertu de la formule (17), 

3 ee 
X, = —— ee 

by eS 

En continuant ces opérations, on trouvera toujours des coefficients 

numériques tellement décroissants que non seulement la convergence de 

la série 

xc. 

paraitra mise hors de doute, mais aussi que la méthode que nous venons de 

développer, se présentera bien propre aux applications numériques. Certes, 

nous avons omis les termes provenant des coefficients 9,, ce qui n'était 

nullement nécessaire, mais il m'a paru préférable de ne pas trop charger 

cette exposition de formules d'une application extrémement rare. 

Par les expressions que nous venons d'obtenir, on a mis en pleine 

lumiére le fait important que, méme si le diviseur ¢ était de l'ordre du 

produit A,x”, la série obtenue serait pourtant convergente, bien que tous 

les coefficients fussent du premier ordre par rapport aux excentricités ou 

aux inclinaisons, et de l'ordre zero par rapport aux masses troublantes. 
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9. Examinons encore le cas ou l’on suppose la constante arbitraire 

trés petite par rapport au coefficient x,. Dans ce but, reprenons l'équa- 

tion 
(al M ay oh 

et decomposons-la dans les deux suivantes: 

dv Ces hp: — fh 0), 

24 d'p, (24) AS + (1 — f, — 3Aspi)oo = y cos (f — w) + hp, 

9 E 

ar 32301 Po xb fspo- 

\ En intégrant la. premiere d'elles, nous aurons: 

(= 98 — (1 — 8 + Wei IAS. dv 

2 g^ étant la constante d'intégration. 

Maintenant, si nous posons, comme dans le m? 2: 

T ES = 1 —$, +h, 

J j2 I 
PTT = ce 
a > Ps 

gdv = x,dx, 

il viendra: 

T dbi r 2G) =1—( E rs, da X, 2 

d'ou l'on tire: 
pss BH, 

la constante introduite par la seconde intégration étant comprise dans 

l'argument x. 

Or, il s'agit de déterminer la constante g, qui, dans le cas présent, 

n'est plus arbitraire, mais bien surabondante. A cet égard, observons 
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que la période de la fonction p, doit étre celle de cos(f — w); il en 

résulte la condition : 

g.T 7 I—A+h 
] — —- - == = z mr LE 

d'ou s'obtient le module f. 

De la seconde des équations (24) on tire la valeur suffisamment 

approchée: 

(25) L 12°, 

x etant une constante introduite par integration de la dite equation. De 

la il résulte: 

: Se Di ei; 
a +) E (1 — 26) 

En ne retenant que les premières puissances de k? et de o, l'équation 

précédente se transforme en celle-ci: 

D | Oo 

me 2. 

D PR RES Ta 
k = 20 P ne = Bx , + 173 

ou bien, si l'on admet l'expression approximative 

.2 À 
k = = Bax; ; 

en la suivante: t 

(26) D 3 A 

Voila l’equation connue du troisieme degré qui sert a determiner le 

coefficient »,. 

Après avoir introduit, dans la seconde des équations (24), la variable 

x au lieu de v, elle s'écrit ainsi: 

129" g’d’o, q? 2 
gc e + E + k?) —h— p — 2. 3k Pi Po 

a , 1 s da? | 

zc COS (F— w) AR hp, = Pp —— $0, Eis 3f. poi 

où p est une constante encore à notre disposition. 
Acla mathematica. 15. Imprimé le 6 juillet 1891, 94 
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Admettons la notation 

x 

7 . p4 . . 

et néeligeons, dans le second membre, le facteur — qui est sensiblement 

égal à l'unité, nous aurons, aprés avoir remplacé pj par x, sna’, 

re er 3k? sna? — 1 — k? — 34]o, = — ; cos(f — w) + ho, 
be 

+ Buy — PP, + 3ßrpapı- 

L'intégrale de cette équation s'obtenant a l'aide des formules que 

nous avons alléguées dans le n° 4, il nous reste maintenant a examiner 

si le coefficient » est réel ou imaginaire: dans le premier cas, la fonction 

p, peut croitre hors de toutes limites, tandis que, dans le second, elle 

reste comprise entre des limites réelles et déterminées. 

Supposé que p, soit une fonction trigonométrique, du moins quant 

à son terme principal, on doit déterminer la constante p au moyen de 

la formule 

p= a 

En introduisant cette valeur, avec celle de h, dans l'expression précédente 

de #, nous aurons 

Puis, en utilisant l'expression de » que nous avons obtenue dans le n° 4, 

a savoir 

y» (ke — d) 
t | Go 

nous aurons dans le cas actuel: 

by | Go 
V s(1g x — 9). 

Le plus souvent, on trouvera une valeur de 9, du premier ordre par 

En : — 
rapport aux masses troublantes, de sorte que > Baxi devient une quantite 

trés petite par rapport à 4. Lorsqu'on est tombé sur un tel cas, la valeur 
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de » est nécessairement imaginaire, ce qui entraine une fonction ne con- 

tenant que des termes périodiques comme expression de p,. La valeur 

de » serait encore imaginaire, si #Ÿ était une quantité négative; il nous 

reste done à considérer le cas d'une petite valeur positive, tout au plus 

X 34 
gale à 5 Bari 

Reprenons l'équation (26), qui s'écrit aussi de la maniére suivante: 

es le der nny ONE ae x c3 x I 
ay 

De 
3 Be 

il est facile de voir que les plus grandes valeurs numériques de x,, qu'on 

en peut tirer, compatibles avec la naturé de notre problème, sont celles 

qui sobtiennent dans le cas de deux racines égales Cela admis, on aura: 

ay 2 y 

x = 2\/-— 
1 2 | 

V 3 f, 

ou: 
Ma 3/2 Y 

1 5 3 , 

De ces valeurs extrémes, on tire les relations suivantes: 

/ 3 3 2 Te oa, Paar Ate 

et 

i 3 2 
RE Paxi 
x 

3 a PIX 
) zi 22 oc 

7 3'U pele 
b £ ——_ Bx; ) z 25; P391» 

z, et z, étant les racines de l'équation 

— 302 = 2, 
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qui, dans le cas de w = 1, admet: 

POINT 

En portant les deux valeurs que nous venons d'établir, dans l'ex- 

pression de 9, nous aurons les deux formules que voici: 

I 
0 == 2 2 

a) = edat =e 23% , 

b) je. rg Br 
pg dE cw at 

5 : dd L. 
Maintenant, en ayant égard à l'expression 

DE (os — 5). 

nous parviendrons aux résultats: 

> 2 

9 tV Cie T pe gat] 
I Ten 

La preiniere inspection de ces formules nous montre que la seconde 

d'elles donne toujours à » une valeur imaginaire, vu que 2, est restreint 

entre les limites o et — 1. Par contre, la premiere expression de v 

pourrait aboutir à des valeurs réelles de ». En effet, si la condition 

HAS de CER 
ARE Ta. 20) zi 

est satisfaite, les deux facteurs du radical seront positifs, et en conséquence 

la valeur de » sera nécessairement réelle. Dans un tel cas (qui cependant 

est trés peu probable, vu que la valeur de z, est, le plus souvent, trés 

petite) le mode d'approximation que nous avons entamé dans le présent - 

numéro ne serait plus légitime. Mais on pourrait l'utiliser toutes les fois 
3 : o. 

que la valeur de x^ resterait moindre que celle de - xj. 
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, oan . 5 2X . 
Cela étant, faisons la remarque que si x? est plus grand que —, il 

25 

oe : : 
est aussi plus grand que FEL D'autre part, toutes les fois que x? est 

x, l'application de la méthode que nous avons ex- 
Nile 

plus grand que 

posée dans les numéros précédents, nous conduit nécessairement à des ré- 

sultats exacts. Il y a donc des valeurs de z,, à savoir celles comprises 

entre z, — 2 et z, — 4, qui peuvent rendre l'application des méthodes du 

paragraphe présent très difficile ou même douteuse, mais comme, dans ces 

cas, l'équation du troisième degré n'offre qu'une seule racine réelle, on 

peut recourir à la méthode du deuxième paragraphe, qui, justement dans 

le cas actuel, n'offre point de difficulté. En effet, la valeur de » étant 

réelle, les formules (26) ($ 2) donnent des résultats positifs relativement 

aux quantités B, et B,, de sorte que la valeur du module, calculée 
\ 

d’apres la formule (32), sera tout au plus egale a 
D | = 

Il nous reste encore à faire une observation générale. 

Dans le courant des approximations successives, on se heurtera quel- 

quesfois contre des termes contenant l'argument variable hors des signes 

trigonometriques. Ces termes n'étant pas admissibles, on peut les détruire 

facilement, comme je l'ai fait voir dans le mémoire Die intermediäre Bahn 

des Mondes, Acta mathematica, T. 7, p. 157, auquel il suffit de 

renvoyer le lecteur. 

(A suivre.) 
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SUR LA COURBURE DES SURFACES: 

Lettre adressée a M. Casorati 

PAR 

E. CATALAN 
à LIEGE. 

Monsieur, > 

Je quittais Liège quand j'ai recu le beau Mémoire que vous m'avez 

fait l'honneur et le plaisir de m'offrir. Cette circonstance de déplacement 

voux explique le retard de ma réponse. J'ai lu votre Mémoire avec le 

plus vif intérét, et j’ai admiré la maniére simple et élégante dont vous 

établissez votre jolie formule: | 

SET £1 LY 
Seen); 

Atteint-elle le but que vous vous étiez proposé? Est-elle d'accord avec 

l'idée commune? Il me parait que non. Voici l'un des motifs de mes doutes. 

R, étant supposé positif, C ne change pas quand on y remplace 

RH, par — R,. En particulier, si l'on considere le caténoide dans lequel 

R, = — R,, puis la sphère dont le rayon serait R,, on a, pour ces deux 

surfaces, en deux points correspondants, € — >. Ainsi; le catenoide et 
Hy 

la sphère auraient même courbure. Cette conclusion est-elle d'accord avec 

l'idée commune? Je vous le demande. 

Autrefois, je me suis occupé de cette question de la courbure des 

surfaces, question sur laquelle je n'ai rien publié. Depuis la lecture de 

votre Mémoire, mes vieilles idées sont revenues; et voici la solution (pro- 

visoire) qui en découle. 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 6 juillet 1891. 
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Coupons un ellipsoide AMB,' par un plan GHF, pa- 
ralléle au plan tangent en M. Soient À la distance de 

| ces plans, et E l'aire de la calotte ellipsoïdique. D'autre 

E part, considérons la sphére qui aurait O pour centre, et 

OM —C pour rayon. Soit S l'aire de la calotte sphérique, 

correspondant à la calotte ellipsoïdique. Tl me semble que l'on pourrait 

m E h 
prendre, comine mesure de la courbure en M, la limite de cm répondant 

A 

^ A=o. Il est vrai que l'expression de Æ contient des intégrales el- 

liptiques.” Mais, si l’on développe cette expression suivant les puissances 

de À, et qu'ensuite on suppose À = O (dans s) il est. possible que le 
5 

résultat soit simple. N’ayant ici aucun livre, je ne puis effectuer ce 

caleul. Je me contente de vous en indiquer le principe, me proposant 

d'y revenir, peut-étre (je suis dans mon 77""* printemps). 

Agréez, Mönsieur, l'assurance des sentiments de considération de Votre 

dévoué vieux collégue. 

Spa (Belgique), 17 juin 1890. 

* Ce sera l'ellipsoide oseulateur. si la surface donnée est convexe. 

* Voir, dans le Journal.de Liouville, mon Mémoire sur l'aire de Vellipsoide, ete. 

+ 
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DIE THEORIE DER REGULAREN GRAPHS 

VON 

JULIUS PETERSEN 
in KOPENHAGEN. 

1. In seinem Beweise für die Endlichkeit des einer binären Form 

zugehörigen Invariantensystems (Mathematische Annalen, Bd. 33) stützt 

Hr. Hirserr sich auf einen von Hrn. Gorpan aufgestellten Satz, be- 

treffend eine gewisse Classe diophantischer Gleichungen. Aus diesem 

Satze folgt, dass man, wenn n gegeben ist, eine endliche Anzahl Producte 

von der Form 

(m, vi v, y (x, I v.m, S zn 2.0 (v, à FR Ta) 

bilden kann, so dass alle andere Producte derselben Form sich aus den 

gebildeten durch Multiplication zusammensetzen lassen. Die Producte 

sind dadurch characterisirt, dass die Exponenten positive, ganze Zahlen 

(Null mitgerechnet) sind, und dass der Grad in #,,%,,...,#, für jedes 

Product derselbe ist. Die gebildeten Producte werden wir Grundfactoren 

nennen; sie entsprechen den Grundlüsungen der diophantischen Gleich- 

ungen, Ist z. D. n = 3, so muss man a—fß—y haben, und der einzige 

Grundfactor ist 

(x, = ar, "zi t. yx, X 4, ). 

Für den Beweis des Hrn. Hırserr ist, die Endlichkeit der Anzahl von 

Grundfactoren ausreichend; fiir fernere Untersuchungen wird aber die 

wirkliche Bestimmung dieser Ausdrücke von Bedeutung sein; diese Be- 

stimmung ist der Zweck der folgenden Betrachtungen. Es zeigt sich ein 

merkwürdiger Unterschied, nachdem der Grad in den einzelnen Buch- 

staben (der mit dem Grade der entsprechenden Invariante übereinstimmt), 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 16 mai 1891. 25 
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gerade oder ungerade ist. Im ersteren Falle (und nur dieser kommt bei 

Grundformen ungerader Ordnung vor) stellt sich heraus, dass alle Grund- 

factoren von dem ersten oder zweiten Grade sind (in den einzelnen Buch- 

staben); im zweiten, der bei weitem der schwierigere ist, giebt es dagegen 

Grundfactoren die, für hinlänglich grosses n, von jedem Grade sein können. 

Der einfachste ist vom dritten Grade für » = 10; er ist erst von Hrn. 

Sytvester bemerkt, der gleichzeitig mit mir die Frage nach den Grund- 

factoren in Angriff genommen hat, und mit dem ich vielfach darüber 

verkehrt habe. Obgleich wir die Beantwortung der Frage auf ganz ver- 

schiedenem Wege gesucht haben, habe ich doch seinen Mittheilungen eine 

Erregung zu verdanken, ohne die ich vielleicht längst von den grossen 

Schwierigkeiten, die sich für jeden Schritt darbieten, ermüdet worden wäre. 

2. Man kann der Aufgabe eine geometrische Form. geben, indem 

man #,,%,,..., v, durch beliebige Punkte der Ebene repräsentirt, während 

der Factor x, — x, durch eine beliebige Verbindungslinie zwischen x, 

und x, dargestellt wird. Man erhält so für das Product eine Figur, 

welche aus n Punkten besteht, die so verbunden sind, dass in jedem 

Punkte gleich viele Linien zusammenlaufen. Dieselben zwei Punkte können 

durch mehrere Linien verbunden sein. Als Beispiel betrachte man- die 

Figur 1, die das Produet 

darstellt. 

Englische Verfasser haben für ähnliche Figuren den Namen graph 

eingeführt; ich werde diesen Namen beibehalten und nenne den graph re- 

eulàr, weil in jedem Punkte gleich viele Linien -zusammenlaufen. Für 

Halbinvarianten würden irreguläre graphs in Betracht kommen, was doch 

hier nicht näher besprochen werden soll. 

Durch die Ordnung eines graphs werde ich die Anzahl der Punkte 

(die Ordnung der binären Grundform) verstehen, durch den Grad die 

Anzahl der in jedem Punkte zusammenlaufenden Linien (den Grad der 

entsprechenden Invariante). Durch G7 oder einfach @, werde ich einen 

graph von der Ordnung n und vom Grade « verstehen. Ein solcher lässt 

sich zerlegen oder in Factoren auflösen, wenn man andere graphs von 

derselben Ordnung aber von niedrigerem Grade finden kann, die durch 
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Uberlagerung den gegebenen graph herstellen. Ein graph, der sich nicht 

in solcher Weise auflösen lässt, heisst primitiv. Unsere Aufgabe geht auf 

die Bestimmung aller primitiven graphs aus. 

Sind die Punkte @,b,c,..., und bezeichnen wir die Verbindungs- 

linien durch ab, ac, 6c, ..., den graph durch (ab)‘(be)’,..., dann wird 

in diesem Ausdrucke jeder Buchstabe gleich oft vorkommen, indem die 

Exponenten berücksichtigt werden. 

Gewohnlich setzen wir voraus, dass der graph nicht von graphs 

niedrigerer Ordnung zusammengesetzt ist, das ist, dass er nicht aus Theilen 

besteht, die unter sich nicht verbunden sind. 

Graphs von geradem Grade. 

3. Ein graph zweiten Grades, besteht aus geschlossenen Polygonen; 

sind diese alle von gerader Seitenanzahl, so lässt sich der graph in zwei 

Factoren ersten Grades zerlegen; in allen anderen Fällen ist er primitiv. 

Wir können nämlich von einem beliebigen Punkte a ausgehen und 

einer Linie ab folgen; in 5 laufen zwei Linien zusammen; wir können 

daher den Weg von 0 aus z. B. nach c fortsetzen; indem wir so fort- 

fahren und keine Linie mehr als einmal durchlaufen, müssen wir wieder 

nach @ kommen und haben so ein geschlossenes Polygon gefunden; finden 

sich noch mehrere Linien im graph, werden diese in derselben Weise be- 

handelt; am Ende haben wir dann alle Linien des graphs als Seiten ge- 

schlossener Polygone geordnet. Unter diesen können Zweiecke (Doppel- 

linien) vorkommen. 
Bekommen wir in der angegebenen Weise nur ein Polygon, und hat 

dieses eine gerade Anzahl von Seiten, dann lässt der graph sich in zwei 

Factoren ersten Grades zerlegen, indem die erste, dritte, fünfte, ... Linie 

zusammengenommen einen graph ersten Grades bilden, während dasselbe 

von den übrigen Seiten gilt. Besteht der graph aus p Polygonen, die 

alle eine gerade Anzahl von Seiten haben, und nehmen wir von jedem 

der Polygone die Hälfte der Seiten in der angegebenen Weise, dann wird 

der graph zerlegt und zwar durch verschiedene Combination der Polygon- 

theile in 2°! verschiedenen Weisen. Sind nicht alle Polygone von ge- 

rader Seitenanzahl, dann ist der graph, wie man leicht sieht, primitiv. 
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4. Wir wollen annehmen, dass ein graph von beliebigem Grade 

a + f sich auf zwei verschiedene Weisen in zwei andere von den Graden 

a und 3 zerlegen lässt. Der Uberschaulichkeit wegen machen wir die 

Linien des ersten blau, die Linien des zweiten roth, so dass in jedem 

Punkte « blaue und jf rothe Linien zusammenlaufen. Die zweite Zer- 

legung muss sich aus der ersten bilden lassen, indem gewisse Linien der 

zwei Factoren vertauscht werden, das ist, indem gewisse rothe Linien blau 

und gewisse blaue Linien roth gemacht werden. Diese zwei Systeme von 

Linien müssen, mit Buchstaben geschrieben [(ab)*(bc)' ...] dieselben Buch- 

staben gleich oft enthalten, da die Vertauschung die Anzahl Male, in 

denen jeder Buchstabe in jedem der Factoren vorkommt, nicht ändern 

darf. Findet man nun z. B. ad unter den blauen vertauschten Linien, 

dann muss man unter den rothen à z. B. in be finden, dann wieder unter 

den blauen c z. B. in cd und so weiter, bis man « unter den rothen 

findet, Die Linien, welche vertauscht werden sollen, müssen daher ein 

oder mehrere geschlossene Polygone bilden, in denen die Seiten ab- 

wechselnd roth und blau sind, und die daher alle von gerader Seiten- 

anzahl sind. Die zweite Zerlegung wird erreicht, wenn wir in den be- 

sprochenen Polygonen die Farben überall verändern. (Fig. 2 und 3.) 

Solche Polygone werde ich Wechselpolygone nennen, während eine 

Wechsellinie oder ein Wechselweg eine offene polygonale Linie, wo die 

Seiten abwechselnd roth und blau sind, bedeutet. 

Wir haben so den Satz gewonnen: 

Wenn ein beliebiger graph sich in mehreren Weisen in zwei Factoren 

von gegebenen Graden zerlegen lässt (einen blauen und einen rothen), dann 

lässt sich jede Zerlegung aus jeder anderen bilden, indem die Seiten ge- 

wisser Wechselpolygone ihre Farben verändern. 

Ebenso ist leicht ersichtlich, dass: 

Wenn ein beliebiger graph in zwei Factoren zerlegt ist und sich auf 

der Figur ein Wechselpolygon findet, dann erhält man eine neue Zerlegung, 

wenn man die Farben aller Seiten des Wechselpolygons verändert. 

5. Jeder graph geraden Grades lässt sich in einem geschlossenen Zuge 

zeichnen, vorausgesetzt dass er nicht aus Theilen ohne Verbindung besteht. 
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Um diesen Satz zu beweisen folgen wir continuirlich den Linien, 

indem wir vou einem beliebigen der Punkte, «, ausgehen und in beliebiger | 

Weise fortschreiten, nur dass keine Linie mehr als einmal durchgelaufen 

werden darf. Jedes Mal, wenn wir einen Punkt passiren, durchlaufen wir 

zwei der im Punkte zusammenstossenden Linien, während eine gerade An- 

zahl (Null mitgerechnet) noch nicht durchgelaufener zurückbleibt. Wenn 

wir nicht weiter kommen können, müssen wir daher in @ sein und alle 

davon auslaufende Linien passirt haben. Wir haben so einen geschlos- 

senen Zug gebildet. Sind alle darin vorkommende Punkte so oft wie 

möglich passirt, dann haben wir den ganzen graph durchgelaufen, da im 

anderen Falle ein Theil des graphs existierte, der mit dem übrigen Theil 

ohne Verbindung war. 

Ist beim Zuge ein Punkt ) zwar passiert, aber nicht so oft wie 

indglich, dann können wir den Zug bei b öffnen und das eine Ende über 

b hinaus fortsetzen, bis wir in 5 wieder den vergrósserten Zug schliessen, 

wenn alle von b auslaufende Linien passiert sind; in dieser Weise können 

wir den Zug immer erweitern, bis er alle Linien des graphs enthält. 

Besteht der graph aus mehreren nicht unter sich verbundenen Theilen, 

so bekommen wir so viele Züge als Theile da sind. Ist dieses nicht der 

Fall, so zeichnen wir ein geschlossenes Polygon wo die Seiten sich wie iin 

Zuge folgen und wie auf der ursprünglichen Figur bezeichnet werden. 

War diese vom Grade 24, dann wird an den Ecken des gezeichneten 

Polygons jeder der Buchstaben 4 Mal vorkommen. Dieses Polygon werden 

wir den ausgestreckten graph nennen. 

Als Beispiel können wir Fig. 4 betrachten; wir machen hier den Zug 

ab be ec ca ab bd da. 

Offnen wir bei d, können wir hier den Zug 

de ce ed 

einschalten, und wir können dann den ausgestreckten graph (Fig. 5) 

zeichnen. 

Man sieht übrigens leicht, dass der bewiesene Satz auch für nicht 

reguläre graphs gilt, wenn nur in jedem Punkte eine gerade Anzahl von 

Linien zusammenlaufen. So gilt der Satz z. B. für jede algebraische 
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Curve, die nicht aus Theilen ohne Verbindune unter sich besteht und 

mit einer geeigneten Auffassung von unendlichen Zweigen. 

6. Jeder graph vierten Grades lässt sich in zwei Factoren zweiten 

Grades zerlegen. 

Wird der graph (Fig. 4) in der oben entwickelten Weise ausgestreckt, 

dann erhalten wir ein Polygon (Fig. 5), wo jeder Buchstabe des graphs 

an den Ecken zweimal vorkommt, und welches eine gerade Anzahl von 

Seiten hat. Farben wir jetzt die Seiten dieses Polygons abwechselnd blau 

und roth, so sind die Endpunkte der rothen und die Endpunkte der 

blauen mit denselben Buchstaben bezeichnet, so das jeder Buchstabe bei 

den blauen zwei Mal vorkommt. Führen wir die Farben der Linien auf 

den graph hinüber, müssen folglich in jedem Punkte zwei rothe und zwei 

blaue Linien zusammenlaufen (Fig. 6). Der graph ist daher in zwei Fac- 

toren zweiten Grades zerlest. 

In derselben Weise kann jeder graph G,, in zwei Factoren G, zerlegt 

werden, wenn nur die ganze Anzahl der Linien gerade ist, dass heisst, 

wenn nicht « und » beide ungerade sind. Ist dies der Fall, dann ist 

die genannte Zerlegung unmöglich, da kein graph von ungerader Ordnung 

und ungeradem Grade existiert. Es ist vorausgesetzt, dass der graph nicht 

aus nichtverbundenen Theilen besteht. 

7. Aus einem graph geraden Grades @,, können wir einen neuen. 

G;, bilden, indem wir zwei nicht zusammenstossende Linien ab und cd 

entfernen und für diese zwei neue Linien ac und bd oder ad und be hin- 

einsetzen. Finden sich mehrere Linien ab, so wird nur die eine entfernt. 

Ob eine zugesetzte Linie sich schon im graph findet, ist ohne Bedeutung; 

sie bekommt dann eine um eins erhöhte Multiplicitat. Ich werde die 
zwei graphs gepaart nennen. 

Wenn von zwei gepaarten graphs der eine sich in Factoren zweiten 

Grades zerlegen lässt, dann lässt sich der andere in eben solche Factoren 

zerlegen. 

Um diesen Satz zu beweisen, denken wir uns, dass G,, in Factoren 

zweiten Grades zerlegt ist. Finden sich nun ab und cd in demselben 
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Factor zweiten Grades, dann geht dieser durch die Anderung in einen 

neuen graph zweiten Grades über, während die übrigen Factoren (die 

auch ab und cd enthalten können) ungeändert bleiben. G/, ist somit in 

Factoren zweiten Grades zerlegt. Finden sich aber ab und cd in zwei 

verschiedenen der Factoren, dann bilden wir aus diesen zwei ihr Product, 

welches vom vierten Grade ist. Gehen wir jetzt zu G;, über, indem wir 

die Änderung ausführen, dann geht der Factor vierten Grades in einen 

neuen Factor vierten Grades über, während alle Factoren zweiten Grades 

ungeändert bleiben. Nun lässt sich aber, wie oben gezeigt, jeder graph 

vierten Grades in zwei Factoren zweiten Grades zerlegen. G4, lässt sich 

also auch in diesem Falle in Factoren zweiten Grades zerlegen. 

8. Durch successive Anwendung der in 7 besprochenen Änderung lässt 

sich jeder graph in jeden anderen von derselben Ordnung und demselben 

Grad überführen. 

Wir denken uns, dass wir einen gegebenen graph in einen anderen, 

der den Factor zweiten Grades ab be ed de ef... ka enthält, überführen 

wollen. Wir denken uns ferner, dass wir in dem gegebenen graph die 

Linien ab, bc, cd aber nicht de finden. Alle von d und e ausgehende 

Linien können nicht in einen Punkt zusammenlaufen; wir müssen daher 

zwei Linien dg und eh finden können, wo g und Ah verschiedene Punkte 

sind. Wir setzen dann de und gh statt dg und eh und haben so de ein- 

geführt; ist cd mehrfach, dann ist es gleichgültig, ob g in c fällt; ist cd 

| dagegen einfach, dürfen wir nicht g in c nehmen, um nicht die schon 

eingeführte Linie cd zu entfernen. Da die übrigen von d und e aus- 

gehenden Linien nicht in einen Punkt zusammenlaufen können, ist es 

aber immer möglich für g einen anderen Punkt als c zu wählen. Wir 

sehen also, dass es immer móglich ist eine neue der gewünschten Linien 

einzuführen, ohne eine von den schon eingeführten Linien zu entfernen; 

wir kónnen dann in dieser Weise fortsetzen, bis wir den gegebenen Factor 

zweiten Grades in dem gebildeten graph finden. Wir entfernen jetzt vor- 

laufig diesen Factor und behalten zurück einen graph, der wieder so ge- 

ändert werden kann, dass ein beliebig gegebener Factor zweiten Grades 

eingeführt wird. Indem wir in dieser Weise fortfahren, bekommen wir 

zuletzt einen graph, der von beliebig gewählten Factoren zweiten Grades 
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zusammengesetzt ist. Ein anderer graph von derselben Ordnung und 

Grad lässt sich auch in diesen und daher auch in den ersten überführen. 

EL = . . . 

9. Jeder graph geraden Grades lässt sich in Factoren zweiten Grades 

zerlegen. 

Wir haben nämlich in 8 gesehen, dass wir eine Reihe graphs bilden 

können, die mit einem beliebig gegebenen anfängt und mit einem in 

‘Factoren zweiten Grades zerlegten endigt, und von denen jede zwei nach 

einander folgende gepaart sind. Zufolge des in 7 bewiesenen Satzes sind 

dann alle graphs in der ganzen Reihe in Factoren zweiten Grades zer- 

legbar. 

Wir haben so das erste Ziel’ unserer Untersuchungen erreicht, in- 

dem wir bewiesen haben, dass wenn wir alle graphs ersten Grades und alle 

primitive graphs zweiten Grades bilden, dann lassen. sich aus diesen alle 

anderen von geradem Grade durch Uberlagerung (Multiplication) bilden. 

Daraus folgt, dass die Grundlösungen der diophantischen Gleichungen, 

durch welche die Exponenten (die Multiplieität der Linien) bestimmt 

werden, in dem betrachteten Falle nur die Zahlen o, 1 und 2 sein können. 

Wir werden die primitiven graphs für die ersten Werthe von x auf- 

stellen. Für n — 2 bekommen wir eine einzelne Linie, für n = 3, wie 

Seite 193 angeführt, ein Dreieck; für n = 4, zwei einzelne Linien, ent- 

sprechend (x, — x,)(x, — v,) und den zwei Produkten, die hieraus durch 

Vertauschung der Buchstaben gebildet werden können. Die graphs von 

ungeradem Grade geben, was später gezeigt werden soll, zu keinen neuen 

primitiven graphs Veranlassung, so lange #.< 10. Für n= 5 giebt es 

zwei primitive Formen der graphs, die eine das Fünfeck, die andere aus 

einem Dreiecke und einem Zweiecke zusammengesetzt. Für n = 6 ist der 

von zwei Dreiecken zusammengesetzte graph zweiten Grades primitiv, 

während die übrigen vom zweiten Grade sich zerlegen lassen u. s. w. 

10. Ein graph vierten Grades lässt sich, wie wir gezeigt haben, 

immer in zwei Factoren zweiten Grades zerlegen, und zwar im Allge- 

meinen in verschiedenen Weisen, da die durch Farbung der Linien zer- 

Mein Beweis war ursprünglich nicht ganz so einfach wie jetzt; die Verbesserung 

verdanke ich dem Hrn. Direktor Bina. 
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legte Figur gewöhnlich viele Wechselpolygone enthalten wird. Ich werde 

beweisen, dass man, einige sehr specielle Fälle ausgenommen, immer zwei 

beliebige der Linien wählen kann und zwei Zerlegungen der Art bewerk- 

stelligen, dass die zwei Linien sich bei der einen Zerlegung in demselben, 

bei der anderen in verschiedenen Factoren finden. Mit anderen Worten, 

wir können in einem zerlegten graph ein Wechselpolygon finden, in dem 

eine beliebig gewählte Linie Seite, eine andere beliebig gewählte Linie 

nicht Seite ist. Ein solches Polygon wird uns nämlich erlauben die Farbe 

der einen Linie zu verändern, während die Farbe der anderen ungeändert 

bleibt. Die Ausnahmefälle treten dann ein, wenn jedes Wechselpolygon, 

welches die eine Linie als Seite hat, auch die andere als Seite haben 

muss, so dass beide Linien gleichzeitig die Farben verändern müssen. Ich 

werde zwei Linien mit dieser Eigenschaft gepaart nennen. Sie können 

dieselbe oder verschiedene Farben haben. Das gepaarte Linien vorkommen 

können, ersehen wir durch die folgende Überlegung. 

Ein graph zweiten Grades, also auch ein graph vierten Grades, ist von 

geschlossenen Polygonen zusammengesetzt, wo alle Seiten eines Polygons 

dieselbe Farbe haben. Eine oder mehrere beliebige, geschlossene Curven 

müssen jedes der Polygone eine gerade Anzahl Male schneiden (Null mit- 

gerechnet). Wenn daher der graph aus zwei Theilen besteht, die unter sich 

nur durch zwei Linien verbunden sind, müssen diese zu demselben Po- 

lygone gehören und daher dieselbe Farbe haben. Zwei solche Linien sind 

also gepaart. Überhaupt muss jede geschlossene Curve eine gerade An- 

zahl rother und eine gerade Anzahl blauer Linien schneiden. Wir wollen 

annehmen, dass wir eine oder mehrere geschlossene Curven der Art zeich- 

nen können, dass die Anzahl der Schnittpunkte mit den Linien des graphs 

für zwei der Linien eine gerade (Null mitgerechnet), für die übrigen eine 

ungerade ist. Wir können dann beweisen, dass die zwei Linien ge- 

paart sind. 

1) n gerade. Ist die Seitenanzahl des Polygons zu dem die eine 

Linie gehört, gerade, dann muss die zweite Linie zu demselben Polygon 

gehören, da die ganze Anzahl von Schnittpunkten mit allen Seiten des 

Polygons gerade ist. Ist die Seitenanzahl des Polygons ungerade, muss 

es noch ein Polygon mit ungerader Seitenanzahl und von derselben Farbe 

geben; die zweite Linie muss dann zu diesem Polygone gehören. In 

beiden Fällen müssen die zwei Linien gepaart und von derselben Farbe 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 26 août 1891. 26 
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sein. Im ersten Falle sind die Polygone alle von gerader Seitenanzahl 

und der graph lässt sich also in Factoren ersten Grades zerlegen; im 

zweiten Falle sind alle rothe oder alle blaue Polygone von gerader Seiten- 

anzahl, so dass der eine Factor sich zerlegen lässt. 

2) n ungerade. Es müssen wenigstens ein rothes und ein blaues 

Polygon von ungerader Seitenanzahl vorkommen, und in jedem von diesen 

muss eine der Linien Seite sein. Die zwei Linien sind also gepaart und 

haben verschiedene Farben. 

Es entsteht die Frage ob die hier gefundenen hinlänglichen Be- 

dingungen auch notwendig sind; diese Frage wird später beantwortet. 

Kann män eine oder mehrere Curven der Art zeichnen, dass für jede 

Linie die Anzahl der Schnittpunkte eine ungerade ist, so kann von den 

Polygonen keines eine ungerade Seitenanzahl haben; der graph lässt sich 

dann, wie früher gezeigt, in vier Factoren ersten Grades zerlegen. Dieser 

Satz lässt sich nicht umkehren. 

i Wir wollen annehmen, dass wir eine Anzahl geschlossener Curven 

der Art gezeichnet haben, dass die Anzahl der Linien, die eine ungerade 

Anzahl von Schnittpunkten haben, so gross wie möglich ist. Die Curven 

theilen die Ebene in Flächenstücke, die wir uns abwechselnd als schwarz 

oder weiss denken wollen." Gehen wir continuirlich von einem Stück in 

ein anderes über, dann müssen wir die Curven eine gerade oder eine un- 

gerade Anzahl Male passieren, je nachdem die zwei Flächenstücke ähnlich 

oder verschieden gefarbt sind. Wir wollen dieses benützen, um einem 

graph eine mehr überschauliche Form zu geben. Wir ziehen eine Gerade 

und setzen die Punkte des graphs, deren Lage ja ohne Bedeutung ist, auf 

der einen oder der andern Seite der Geraden ab, je nachdem sie ur- 

sprünglich in einem weissen oder einem schwarzen Flächentheil liegen. 

Ziehen wir nun die Verbindungslinien, so werden diese von der Geraden 

einmal oder gar nicht geschnitten, je nachdem ihre ursprüngliche Anzahl 

von Schnittpunkten ungerade oder gerade war, denn wenn Schnittpunkte 

durch continuirliche Änderung zum Verschwinden gebracht werden, müssen 

sie immer zu Paaren verschwinden. Wir ersehen hieraus, dass die Be- 

dingung dafür, dass alle Linien mit den Curven eine ungerade Anzahl 

| Dass dieses möglich ist, beweist man leicht, indem man bei kleinen Änderungen 

der Curven bewerkstelligen kann, dass diese sich nicht schneiden. 
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von Schnittpunkten ‚bekommen können, ist, dass die Punkte des graphs 

in zwei solche Systeme zerfallen, das Punkte des einen Systems nur mit 

Punkten des anderen Systems verbunden sind. 

11. Wir wollen jetzt die Bedingung dafür suchen, dass zwei Linien 

des graphs ab und cd gepaart sind. Um diese zu finden, zeichnen wir 

den graph ausgestreckt und erhalten dadurch ein geschlossenes Polygon 

mit abwechselnd rothen und blauen Seiten. Die Ecken sind mit den 

Buchstaben des graphs a,b,¢,... bezeichnet, und jeder der Buchstaben 

findet sich bei zwei Ecken. Wir ziehen dann die Verbindungslinien (Fig. 7) 

aa,bb,cc,... und nennen diese gerade oder ungerade, je nachdem sie 

eine gerade oder eine ungerade Anzahl Seiten des Polygons abschneiden. 

Bei den geraden endigen die abgeschnittenen Theile mit Linien verschie- 

dener Farbe, bei den ungeraden mit Linien derselben Farbe. 

Wir können auf unserer Figur alle Wechselwege des gegebenen 

graphs verfolgen. Wir haben nur dem Umkreise des Polygons zu folgen, 

doch so, dass wir von jedem Punkte zu dem anderen Ende seiner Ver- 

bindungslinie hinüberspringen können, um von dort aus mit der passenden 

Farbe weiter zu gehen. Wir bemerken, dass die Richtung, in der wir 

das Polygon umkreisen, durch einen solchen Sprung geändert oder nicht 

geändert wird, je nachdem die Verbindungslinie ungerade oder gerade ist. 

Wenn wir jetzt untersuchen wollen, ob ab und cd gepaart sind, dann 

ziehen wir quer über das Polygon eine Linie, welche ab und cd schneidet, 

und die wir die Querlinie nennen wollen. (Fig. 7.) 

Wenn die Querlinie keine Verbindungslinie schneidet, so sind ab und 

cd gepaart, denn der graph besteht dann aus zwei Theilen, die nur durch 

ab und cd verbunden sind. 

Wenn die Querlinie eine gerade Verbindungslinie z. B. mm schneidet, 

dann. sind ab und cd nicht gepaart. 

Wir können nämlich von a aus über db und weiter nach m gehen 

und dann über die Verbindungslinie nach der zweiten Ecke m springen; 

da mm gerade ist, wird die Umlaufsrichtung nicht geändert, und wir 

können daher weiter zu a dem Umkreise folgen. Wir haben dann ein 

Wechselpolygon ama gebildet, in dem ab aber nicht cd Seite ist. Die 

zwei Linien können daher nicht gepaart sein. 
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Wenn die Querlinie alle ungeraden und keine gerade Verbindungslinie 

schneidet, dann sind ab und cd gepaart. 

Wenn wir nämlich wie oben mit ab anfangen, können wir mit einem 

Wechselweg, ohne cd zu passieren, nie nach a kommen. Wir müssen 

nàmlich, um von 6 aus nach a, also auf die andere Seite der Querlinie, 

zu kommen, eine ungerade Anzahl von ungeraden Verbindungslinien pas- 

siren. Wie wir auch gehen, müssen wir daher jedesmal, wenn wir uns 

‘auf derselben Seite der Querlinie wie a befinden, in der Richtung von « 

weg fortschreiten. In jedem Wechselpolygon, wo ab Seite ist, muss daher 

auch cd Seite sein, das heisst, die zwei Linien sind gepaart. 

Wir haben so eine ausreichende Bedingung dafür gefunden, dass ab 

und cd gepaart sind und werden jetzt beweisen dass, mit einer speciellen' 

Ausnahme, die Bedingung auch notwendig ist. Um diesen Beweis zu er- 

leichtern, wollen wir erst eine Bemerkung thun. 

Eine ungerade Verbindungslinie schneidet vom Polygon ein Stück ab, 

dessen äusserste Seiten dieselben Farben haben. Wir wollen ein solches 

Stück umkehren, so dass die zwei Endpunkte ihren Platz vertauschen; 

wir haben dadurch die Linien des graphs im ausgestreckten graph eine 

neue Ordnung gegeben, ohne dass die Farben dadurch veràndert sind. 
Das Umkehren hat aber den Einfluss gehabt, dass jede Verbindungslinie 

zwischen einem Punkte des umgekehrten Stückes und einem nicht zu 

diesem gehórigen Punkte ihre Natur gewechselt hat, so dass die geraden 

ungerade, die ungeraden gerade geworden sind. Wird z. B. (Fig. 7) das 

Stück fecbaf umgekehrt, dann werden aa, bb und cc ungerade, während 

ee gerade wird. 

Wir werden jetzt annehmen, dass die Querlinie nur ungerade Ver- 

bindungslinien, aber nicht alle solche Linien schneidet. Sei mm eine un- 

gerade Verbindungslinie, die von der Querlinie nicht geschnitten wird. 

Wir merken uns alle Verbindungslinien, welche mm schneiden, ebenso 

alle die, welche wiederum diese schneiden und so weiter; es kónnen dann 

zwei Falle eintreten: 

1. Wir erreichen in dieser Weise keine Verbindungslinie, welche 

die Querlinie schneidet; wir erreichen also nur Punkte welche auf der- 

selben Seite der Querlinie liegen; sind die àussersten r und s (Fig. 8), 

dann kommt jeder Buchstabe, der sich von r bis s findet, dort zweimal 
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vor; diese Punkte sind dann auf dem graph unter sich ‚verbunden und 

stehen nur durch zwei Linien rp und sq mit dem übrigen Theil des 

graphs in Verbindung. rp und sq müssen dann dieselbe Farbe haben, 

und jeder Wechselweg, der durch pr in den abgeschnittenen Theil hin- 

eintritt, muss diesen durch sg verlassen; wir können daher, wenn wir 

von ab aus Wechselpolygone bilden wollen, den Theil des Polygons von 

p nach 4 ganz fortlassen, indem wir ihn durch eine Linie pq ersetzen, 

welcher Linie wir die für rp und sq gemeinschaftliche Farbe geben. Es 

kann mehrere solche Stücke geben; sie werden dann in derselben Weise 

behandelt, und wir betrachten nur den reducierten graph. 

2.) Wir kommen durch das angegebene Verfahren einst zu einer 

Verbindungslinie, welche die Querlinie schneidet. Diese sei ff; sie wurde 

gefunden als eine andere Verbindungslinie gg schneidend, diese als hh 

schneidend und so weiter; indem wir so zurückgehen, müssen wir einst 

eine ungerade Verbindungslinie begegnen, wenn nicht früher dann, wenn wir 

zu mm kommen. Sei kk die erste ungerade Verbindungslinie die wir treffen; 

wir haben dann eine Reihe von Verbindungslinien, wo die erste ff und die 

letzte kk ungerade, die übrigen gerade sind; jede schneidet die vorher- 

gehende und die nachfolgende und keine andere, und nur /f schneidet 

die Querlinie. 

Wenn wir jetzt in der früher angegebenen Weise kk umkehren, dann 

wird die nàchste in der Reihe ungerade; kehren wir diese um, so wird wieder 

die nächste ungerade und so weiter, bis gg ungerade und zuletzt /f gerade 

wird. Wir wissen aber, dass wenn die Querlinie eine gerade Verbindungs- 

linie schneidet, dann werden ab und cd nicht gepaart. 

Hiermit ist der folgende Satz bewiesen: 

Die notwendige und ausreichende Bedingung dafür, dass in einem graph 

zwei Linien gepaart sind, ist, dass die zu den zwei Linien im ausgestreckten, 

reducierten graph gehörige Querlinie alle ungeraden und keine gerade Ver- 

bindungslinie schneidet. 

Um diese Bedingung mit den früher gefundenen unvollständigen Be- 

dingung in Verbindung zu bringen, zeichnen wir den ausgestreckten 

graph in Zickzack (Fig. 9), so dass die Ecken abwechselnd Spitzen und 

Thäler bilden. Eine gerade Verbindungslinie verbindet dann zwei Spitzen 
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oder zwei Thaler; während eine ungerade eine Spitze mit einem Thal 

verbindet. Es giebt dann mehrere Fälle: 

1.) n ungerade. ab und cd gleichfarbig. (Fig. 9.) Auf der einen 

Seite der Querlinie findet man eine gerade Anzahl von Spitzen und eine 

gerade Anzahl von Thälern, während auf der anderen Seite die Anzahl 

beider ungerade ist. Der im Satze besprochene Fall kann hier nicht 

eintreten, denn die ungeraden Verbindungslinien sollten eine gerade Anzahl 

Spitzen auf der einen Seite der Querlinie mit einer ungeraden Anzahl 

_ Thälern auf der anderen Seite verbinden, was unmöglich ist. Die ge- 

paarten Linien müssen daher ungleichfarbig sein. 

2.) n gerade; ab und cd ungleichfarbig. 

Auf jeder Seite der Querlinie findet man eine gerade Anzahl von 

Spitzen und eine ungerade Anzahl von Thälern oder umgekehrt. Die un- 

geraden Verbindungslinien können auch hier nicht gezogen werden; die 

gepaarten Linien müssen also gleichfarbig sein. Wir haben also den Satz: 

In einem graph sind gepaarte Linien gleichfarbig, wenn die Ordnung 

des reducierten graphs gerade, ungleichfarbig, wenn diese Ordnung un- 

gerade ist. : 

Wir müssen erinnern, dass bei der Reduction nur solche Theile zu 

entfernen sind, in denen die zu untersuchenden Linien nicht vorkommen. 

Haben wir z. B. einen graph zehnter Ordnung, der, wenn wir für zwei 

Linien pr und gs die neuen yq und rs setzen, sich in zwei graphs 

fünfter Ordnung theilt, dann müssen zwei gepaarte Linien, die beide in 

einem Theil liegen, ungleichfarbig sein, während sie, wenn in jedem der 

Theile eine der Linien liegt, gleichfarbig sein müssen. 

12. Wir gehen jetzt von dem ausgestreckten graph zu dem wirk- 

lichen. graph über, indem wir die Punkte auf beiden Seiten einer Geraden 

AB absetzen; wir thun dieses in der Weise, dass wir auf der einen Seite 

alle Punkte absetzen, deren entsprechende Buchstaben sich an den Spitzen 

der einen Seite und an den Thilern der anderen Seite der Querlinie be- 

finden. Auf der entgegengesetzten Seite von AB werden dann die Punkte 

abgesetzt, deren entsprechende Buchstaben an den Thälern der ersten und 

an den Spitzen der zweiten Seite der Querlinie sich finden. Eine solche 

Absetzung ist immer möglich, wenn ab und cd gepaart sind, denn ist z. D. 
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mm gerade, dann stehen die zwei Buchstaben m beide an Spitzen oder 

beide an Thälern auf derselben Seite der Querlinie; ist aber mm ungerade, 

dann steht m einmal an einer Spitze auf der einen Seite und einmal an 

einem Thal auf der anderen Seite der Querlinie. Wir verbinden jetzt die 

Punkte mit den Linien des graphs. a und à sind auf derselben Seite, 

ebenso ¢ und d. Die Linien ab und cd werden daher nicht von AB ge- 

schnitten. Dagegen muss AB jede andere Linie schneiden, wie die fol- 

gende Überlegung zeigt. Ist mm gerade, und finden wir an dem einen 

Ende die Polygonseiten am und mf, am anderen Ende ym und m9, dann 

stehen m und m an zwei Spitzen (Thilern) auf der einen Seite der Quer- 

linie, während a, ,7,9 an Thälern (Spitzen) steht. Wird m über AB 

abgesetzt, so müssen daher a, 8,7,90 unter AB abgesetzt werden, und die 

vier von m auslaufenden Linien schneiden alle AB. Ist mm ungerade, 

kommen wir auf ähnliche Weise zu demselben Resultat. Also: 

Wenn zwei Linien gepaart sind, kann der reducierte graph so ge- 

zeichnet werden, dass eine Gerade alle Linien nur nicht die zwei gepaarten 

schneidet. 

Gehen wir continuirlich zu einer beliebigen Lage. der Punkte über, 

so bekommen wir statt AB eine oder mehrere geschlossene Curven, die die 

gepaarten Linien eine gerade, die übrigen eine ungerade Anzahl Male 

schneiden. Liegen ab und cd auf verschiedenen Seiten von AB, so muss die 

Ordnung gerade sein, und die zwei Linien haben dieselbe Farbe; jedes 

geschlossene Polygon, welches beide Linien oder keine von ihnen enthält, 

muss von gerader Seitenanzahl sein, während ein Polygon, welches nur 

die eine Linie enthält, eine ungerade Anzahl von Seiten haben muss. 

Liegen ab und cd auf derselben Seite von AB, dann muss die Ordnung 

ungerade sein und die Linien daher verschiedene Farben haben. 

Graphs von ungeradem Grade. 

13. Während unter den graphs geraden Grades sich keine primitiven 

von höherem Grade als dem zweiten finden, lassen sich primitive graphs von 

jedem ungeraden Grade construiren. Ist der Grad z. B. 2a + 1, dann können 

wir von einem Punkte aus 24 + 1 Linien ziehen, und jede dieser Linien 

mit zwei a-fache Linien fortsetzen, die dann durch eine « + 1-fache Linie 
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verbunden werden. Der so entstandene graph von der Ordnung 6a + 4 

ist offenbar primitiv, denn der erste Punkt kann nicht in einem geschlos- 

senen Polygon Ecke werden, und der graph kann daher keinen Factor 

zweiten Grades haben. Ist «= 1, bekommen wir in dieser Weise den 

früher genannten Syzvesrer'schen graph, der überhaupt der einfachste 

primitive graph ungeraden Grades ist. (Fig. 11.) 

Wir wollen die Ordnung, die gerade sein muss, mit 2 bezeichnen 

und den folgenden Satz beweisen: 

c ^ d 2n . . bs . 
Ein graph, dessen Grad höher als " + 1 ist, kann nicht primitiv sein. 

Wir denken uns, dass wir auf dem graph vom Grade g ein System 

von a Linien aufsuchen deren 24 Endpunkte alle verschieden sind. Es 

giebt viele solche Systeme; wir wählen dasjenige, für welches « seinen 

grössten Werth hat. Wird «= x», dann bilden die » Linien einen Factor 

ersten Grades, und der graph lässt sich in diesen und Factoren zweiten 

Grades zerlegen. Ist der graph primitiv, muss daher «<n sein. Wir 

farben die « Linien roth und alle übrigen Linien blau. 

Die a Linien verbinden 24 Punkte zu Paaren; die übrigen 22 — 2a 

Punkte haben unter sich keine Verbindungslinie; die davon auslaufenden 

2g(n — a) Linien müssen daher alle zu den 24 Punkten gehen; diese sind 

unter sich durch .die « und z. B. f andere Linien verbunden; indem diese 

von beiden Endpunkten aus gezählt werden, haben wir dann 

2ag = 2(a + B) + 2g(n —.a). 

Wir betrachten jetzt eine von den a rothen Linien z. D. ab; wir können 

nicht zwei Linien ac und bd finden, wo c und d zwei verschiedene der 

2n — 2a Punkte sind, denn in solchem Falle hätten wir nicht ab sondern 

ac und bd roth gefarbt und dadurch « grösser bekommen; von a und 5 

zusammen genommen können daher höchstens g Linien zu den 2» — 2a 

Punkten gehen, so dass wenigstens g (Linien zwischen a und zweimal 

gerechnet) unter den 2(a + f) sich finden müssen. Wir haben daher 

2(a + B) > ag, 
und wenn wir dieses in die obige Gleichung einsetzen, 

2ag > ag + 2g(n — a), 
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woraus 

2n 
a —. 

3 

Es sind also immer wenigstens die zwei Drittel der Punkte zu Paaren 

verbunden. 

Wir wollen jetzt annehmen, dass wir a—=n— 1 haben. Die an — 2 

Punkte sind dann zu Paaren verbunden, während die zwei übrigen, « und 

b, nicht verbunden sind. Wir bilden dann einen neuen graph, indem wir 

zwei Linien ac und bd, wo c und d verschiedene Punkte sind, durch ab 

und cd ersetzen. Für diesen graph ist a =m, und er lässt sich daher 

in einen Factor ersten Grades und in Factoren zweiten Grades zerlegen. 

ab findet sich in dem Factor ersten Grades; wenn cd auch dort wäre, 

dann könnten wir wieder ac und dd für ab und cd einsetzen, und der 

gegebene graph wäre zerlegt. cd muss sich daher in einem Factor zweiten 

Grades finden. Wird dieser mit dem Factor ersten Grades multiplicirt, 

und ac und dd wieder eingeführt, dann ist der gegebene graph in einen 

Factor dritten Grades und Factoren zweiten Grades zerlegt. Für a = 4 — 1 

kann also ein primitiver graph nur vom dritten Grade sein. 

Ist -a—=n— 2, so operiren wir in derselben Weise und finden, dass der 

graph, wenn er primitiv ist, höchstens vom fünften Grade sein kann. In 

derselben Weise können wir fortfahren, bis wir den kleinsten Maximal- 

es ; : : n ; B NER 
werth für a erreichen; dieser ist Hans und entspricht einem primitiven 

de 2n . 

graph, der höchstens vom Grade — + ı ist. w. z. b. w. 
2 

Wir sahen oben, dass « grösser gemacht werden konnte, wenn wir 

zwischen zwei von den 27 — 24 Punkten einen Wechselweg cabd finden 

konnten; dasselbe gilt wenn wir zwischen zwei von den 25 — 2a Punkten 

überhaupt einen Wechselweg finden können, denn verändert man die 

Farben der Seiten eines solchen Weges, so wird die Anzahl der rothen 

Linien um eins vergrössert. Man beweist leicht, dass diese Bedingung 

auch notwendig ist. 

14. Indem wir die « Linien aufs Geradewohl ausnehmen und dann 

mittelst Wechselwege « zu vergrössern suchen, können wir untersuchen, 

ob ein gegebener graph primitiv ist oder nicht; es entsteht aber die Frage, 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 24 août 1891. 91 
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ob die primitiven graphs sich nicht durch einfache Kennzeichen von den 

zerlegbaren scheiden. Es spricht etwas dafür, dass ein primitiver graph 

Blätter haben muss, indem ein Blatt ein solcher Theil des graphs ist, der 

nur durch eine einzelne Linie mit dem übrigen Theil in Verbindung steht. 

Ich habe daher versucht dieses zu beweisen, habe aber die Schwierigkeiten 

so gross gefunden, dass ich die Untersuchung auf den graph dritten Grades 

beschränkt habe. Die Aufgabe lässt sich in vielfacher Weise umformen; 

es kommt ja nur darauf an, dass die Wege im graph sich immer ver- 

 Zweigen und zusammenlaufen, die Wege brauchen aber nicht eben Linien 

zu sein. Ich werde nur die folgende Fassung nennen: Wir haben ein 

geschlossenes Netz von einer geraden Anzahl von Dreiecken bestehend; 

jede Linie ist Seite in zwei Dreiecken; welche ist die Bedingung dafür, 

dass wir durch Entfernung von einigen Linien die Dreiecke zwei und zwei 

zu Vierecke vereinigen kónnen? In dieser Fassung scheint die Aufgabe 

mit den functionen- und gruppentheoretischen Untersuchungen von KLEIN 

und W. Dyck in enger Verbindung zu stehen. Ob die Untersuchung 

dadurch erleichtert werden kann, wird dahingestellt. 

15. Wenn wir in einem G, auf einem beliebigen Wege fortschreiten, 

wo keine Linie mehr als einmal durchgelaufen werden darf, dann können 

wir nicht weiter kommen, wenn wir einen Punkt zum zweiten Mal er- 

reichen; wir werden einen solchen Weg eine Kette nennen; wenn wir die 

Kette vorwärts und rückwärts so weit wie möglich fortsetzen, muss sie 

mit geschlossenen Polygonen schliessen; bilden wir auch Ketten von den 

übrigen Linien, werden diese mit freien Endpunkten schliessen kónnen, 

nämlich, wenn der Endpunkt sich schon in einer anderen Kette befindet; 

die letzten Ketten werden gewöhnlich nur aus einer Linie bestehen. Da 

jeder Punkt einmal und nur einmal als Endpunkt einer Kette auftreten 

darf, haben wir den Satz: 

Jeder G;" lässt sich in m Ketten auflösen. 

Wir werden die Ketten nach der Anzahl ihrer Linien gerade-oder 

ungerade nennen. 

16. Wenn der graph sich in m ungerade Ketten auflösen lässt, ist 

er. nicht. primitiv. 
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Um diesen Satz zu beweisen, machen wir die Linien- jeder Kette ab- 

wechselnd roth und blau, so dass die Endlinien immer blau sind. Werden 

die Ketten dann wieder zusammengesetzt, dann geht von jedem Punkt 

des graphs zwei blaue und eine rothe Linie aus; die blauen bilden dann 

einen Factor zweiten, die rothen einen Factor ersten Grades. 

Wenn der graph primitiv ist, müssen daher gerade Ketten vorkom- 

men; wenn diese wie die ungeraden gefarbt werden, bekommen sie eine 

rothe und eine blaue Endlinie. Werden die Ketten wieder zusammen- 

gesetzt, dann finden wir im graph für jede gerade Kette einen Punkt mit 

zwei rothen und einer blauen Linie, während die übrigen Punkte zwei 

blaue und eine rothe Linie haben. Giebt es « Punkte der ersten Art, 

; . I ak: 
dann findet man im graph -[a + 2(2n — «)] blaue Linien; die Anzahl der 

geraden Ketten ist daher eine gerade. 

Wir setzen voraus, dass die Zerlegung so gemacht ist, dass 4 so klein 

wie möglich ist. Wenn wir von Wegen reden, sind immer Wechselwege 

darunter verstanden. 

Zwischen zwei roth-roth-blauen Punkten kann kein Weg gehen, dessen 

Endlinien beide roth sind. 

Findet sich nämlich ein solcher Weg, dann können wir durch Ver- 

änderung der Farben seiner Linien 4 um zwei verkleinern. 

17. Wir werden jetzt einen Theil des graphs aus den Ketten bilden, 

indem wir mit einer geraden Kette abe... kl anfangen, wo ab roth, kl 

blau ist. Kommt 7 nicht früher in der Kette vor, dann muss es sich in 

einer anderen Kette und zwar nicht als Endpunkt finden; wir theilen 

dann diese Kette bei / in zwei Stücke und verlängern die gerade Kette 

mit dem Stücke, das bei / eine rothe Linie hat. Nach der Verlängerung 

muss die gerade Kette, zufolge des zuletzt aufgestellten Satzes, wieder mit 

einer blauen Linie endigen, das ist, wieder gerade sein. Wir dürfen 

daher voraussetzen, dass / auch im Innern der geraden Kette vorkommt, 

so dass alle drei von / auslaufenden Linien sich auf der gezeichneten Figur 

befinden; wir nennen einen solchen Punkt vollständig. Indem wir, wie 

gleich gezeigt werden wird, unsere Figur erweitern, nennen wir immer 

einen Punkt, der von 4 aus mit einer rothen Linie erreicht werden kann 
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einen R-Punkt, während die Punkte, die von @ aus nur mit blauen Linien 

erreicht werden können, B-Punkte genannt werden. (Fig. 10.) 

Wir erweitern unsere Figur, indem wir allmählig zu allen R-Punkten 

die dort anschliessenden. Ketten fügen. Diese Ketten müssen alle un- 

gerade sein, da zufolge des oben bewiesenen Satzes, der von a ausgehende 

Weg nicht mit einer rothen Linie schliessen kann. Eine zugefügte Kette 

kann in einem unvollständigen R-Punkt oder B-Punkt endigen und macht 

dann diesen Punkt vollständig. Im ersten Falle kann die Kette von a 

‘aus in beiden Richtungen durchgelaufen werden, so dass alle ihre Punkte 

R-Punkte werden (Fig. 10); auch Punkte, die früher B-Punkte waren, 

können durch die Zufügung in R-Punkte übergehen. Eine zugefügte 

Kette kann auch in einem Punkte schliessen, den wir nicht früher gehabt 

haben; wir sehen in derselben Weise wie bei der geraden Kette, dass wir 

immer annehmen dürfen, dass ein solcher Punkt vollständig ist, indem 

die Kette in sich selbst schliesst. Die Kette bildet am Ende ein Polygon; 

ist dieses von ungerader Seitenanzahl, so werden alle ihre Ecken R-Punkte 

(Fig. 10). Wenn wir nicht mit Zufügungen länger fortsetzen können, haben 

wir aus einer geraden und übrigens ungeraden Ketten eine Figur gebildet, 

die die folgenden Eigenschaften hat: 

Alle Punkte können von a aus auf Wechselwege erreicht werden, 

denn jede zugefügte Kette fängt mit blau an und schliesst sich an einem 

Punkt, der mit roth erreicht werden kann. 

Alle R-Punkte sind vollständige Punkte; sie können alle von a aus 

mit einer rothen Linie erreicht werden und möglicherweise auch mit 

einer blauen. t 

Die B-Punkte können vollständig oder unvollständig sein, aber immer 

nur mit einer blauen Linie erreicht werden, Ein Weg, der nach einem 

B-Punkte führt, kann gar nicht oder nur in einer Richtung weitergeführt 

werden. 

a ist ein freier Punkt oder, wenn a in einer zugefügten Kette sich 

findet, ein vollständiger Punkt, jedoch ein solcher, in den zwei rothe und 

eine blaue Linie zusammenlaufen; er ist der einzige vollständige Punkt 

dieser Art. 

Wenn der Punkt a vollständig ist, werden wir, wenn es möglich ist, 

die Figur erweitern, indem wir nicht allein ab sondern auch die zweite 

von a auslaufende rothe Linie als Anfangslinie unserer Wege nehmen 
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wollen. Dadurch werden vielleicht frühere B-Punkte in R-Punkte über- 

gehen und dadurch ‘die Zufügung neuer ungeraden Ketten erlauben. Die 

angeführten Eigenschaften der endlichen Figur werden dadurch nicht ver- 

ändert werden. 

Wir werden jetzt die construirte Figur etwas näher untersuchen. 

ı8. Wir können von a aus alle Linien unserer Figur auf Wechsel- 

wege durchlaufen; es giebt aber hier einen Unterschied, indem einige nur 

in einer, andere in beiden Richtungen durchgelaufen werden können. Die 

ersten wollen wir einpfeilig, die anderen zweipfeilig nennen. Bei einem 

unvollständigen B-Punkt sind beide Linien einpfeilig, die blaue gegen den 

Punkt, die rothe vom Punkte weg gerichtet. 

Eine rothe zweipfeilige Linie muss an jedem Ende wenigstens eine an- 

schliessende blaue zweipfeilige Linie haben. 

Sei mn die rothe Linie (Fig. 12), mp, mq, nr, ns blaue Linien. Gehen 

wir von m nach », müssen wir von p oder von q kommen und können 

den Weg nach r sowohl als nach s fortsetzen; ähnlich wenn der Weg 

von n nach m führt. Es werden also entweder mp oder mq und entweder 

nr oder ns zweipfeilig. Die zwei übrigen blauen Linien können einpfeilig 

sein und müssen dann von m und n weg gerichtet sein. j 

Eine zweipfeilige blaue Linie muss an jedem Ende eine anschliessende, 

zweipfeilige Linie haben. 

Eine blaue Linie kann einen Wechselweg schliessen; ist dieses hier 

nicht der Fall, sieht man leicht, dass die anschliessenden rothen Linien 

beide zweipfeilig sind, und ‚dass die einpfeiligen blauen Linien wie im 

vorigen Falle nach aussen gerichtet sind. 

Sei nun mn (Fig. 13) blau, pm und nq roth. Diese müssen dann we- 

nigstens die Richtungen pm und qn haben; haben sie auch die Richtungen 

mp und ng, dann ist der Satz richtig; wir wollen daher annehmen dass 

pm einpfeilig ist; es muss dann der Wechselweg, mit dem wir von » 

nach m kommen, mit nm schliessen, er muss dann früher über m geführt 

haben, so dass sein letztes Stück pml...nm ist, wo ml die zweite zu m 

gehörige blaue Linie bedeutet. Der Weg lässt sich dann aber auch so 

schliessen: pmn...lm, so dass ml zweipfeilig ist. Wenn also eine der an- 
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schliessenden rothen Linien einpfeilig ist, dann ist die anschliessende blaue 

Linie.zweipfeilig, und damit ist der Satz bewiesen. 

Wir bemerken besonders, dass die einpfeilige rothe Linie gegen m ge- 

richtet ist. 

Die Anfangslinie ab ist einpfeilig, wenn a ein freier Punkt ist; ist a 

ein vollständiger A-Punkt, dann sind die zwei rothen Linien zweipfeilig, 

und die blaue, wenn einpfeilig, von « weg gerichtet; ist & ein B-Punkt, 

dann sind die drei Linien einpfeilig. 

19. Aus den zwei bewiesenen Sätzen folgt, dass die zweipfeiligen 

Linien, wenn sich solche finden, ein oder mehrere geschlossene Systeme 

bilden müssen; die Punkte eines solchen Systems können vollständig oder 

unvollständig sein; (in der ursprünglichen Figur sind sie alle vollständig) 

in den letzten schliessen sich einpfeilige Linien an, und wir haben gesehen, 

dass diese, wenn sie roth sind, nach dem Systeme, wenn sie blau sind von 

dem Systeme weg gerichtet. sind. 

In jedes der Systeme zweipfeiliger Linien kann nur eine rothe Linie 

hineinführen. 

Sei pm eine rothe Linie, die in das System hineinführt; indem wir 

pm als Ausgangslinie unserer Wege nehmen, können wir entweder alle 

Linien des Systems in beiden Richtungen durchlaufen oder nicht; in dem 

ersten Falle kann keine andere rothe Linie gr in das System hineinführen, 

denn indem wir von pm nach r mit blau kommen können, würden wir 

den Weg nach q fortsetzen können, und gr wäre dann zweipfeilig. Im 

zweiten Falle würde sich ein kleineres System von zweipfeiligen Linien 

(mit Rücksicht auf pm) bilden lassen können; dieses System müsste sich 

in Linien fortsetzen, die von pm aus einpfeilig wären; es müssten dann 

andere rothe Linien in das System hineinführen, so dass man von diesen 

aus die einpfeiligen in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen konnte. 

Wir denken uns dass ein solcher Weg das zweipfeilige System mit der 

Linie af erreicht; wir könnten dann den Weg pm...ßa... gehen und 

dadurch das zu a als Anfangspunkt gehörige zweipfeilige System mit einer 

rothen Linie verlassen. Da dieses unmöglich ist, kann nur eine rothe 

Linie in das System hineinführen; wir kónnen von dieser aus alle Punkte 

des Systems mit roth erreichen und daher das System mittelst jeder an- 
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schliessenden blauen Linie verlassen. Giebt es im System « vollständige 

und 3 unvollständige Punkte (der Eintrittspunkt unter den ersten gerech- 

net), dann ist die Anzahl von blauen Linien - (2a + A); die Anzahl der 

ansehliessenden einpfeiligen blauen Linien ist daher gerade; sie kann Null 

sein, und das System bildet dann ein Blatt. 

Der Punkt @ muss besonders betrachtet werden; ist er ein R-Punkt, 

dann findet er sich in einem Systeme von zweipfeiligen Linien; man be- 

weist wie oben, dass keine rothe Linie in dieses System hineinführen * 

kann, und dass das System mittelst jeder anschliessenden blauen Linie ver- 

lassen werden kann. Die Anzahl dieser Linien ist ungerade. 

20. Wir ziehen jetzt jedes zweipfeiliges System in einen Punkt zu- 

sammen; wir haben dann eine Figur mit folgenden Eigenschaften: 

Man kann von « aus jeden Punkt erreichen. 

Die neugebildeten Punkte sind (a ausgenommen) alle R-Punkte (wir 

wollen sie, wo sie ausgezeichnet werden sollen, als NR-Punkte bezeichnen); 

die blauen Linien kónnen bei ihnen in beliebiger, doch gerader Anzahl 

vorkommen.. Ist diese Anzahl Null, dann endigt der Weg mit einer rothen 

Linie an einem Blatte. 

Alle Linien sind einpfeilig. 

Der Anfangspunkt kann ein freier Punkt sein: die Wege können 

dann nur mit ab anfangen; oder er kann ein vollständiger B-Punkt sein: 

die Wege kónnen mit beiden rothen Linien anfangen; er kann endlich ein 

NR-Punkt sein: es laufen dann von ihm eine ungerade Anzahl blauer 

Linien aus; jede von diesen kann als Anfangslinie der Wege genommen 

werden. 

Wir werden uns jetzt die neue Figur in der Weise allmählig aufgebaut 

denken, dass wir erst von @ aus einen beliebigen Wechselweg zeichnen, 

den wir so lange wie möglich fortsetzen; wo von diesem Wege Verzweig- 

ungen von R-Punkten auslaufen, fügen wir neue Wege hinzu und fahren 

so fort, bis unsere ganze Figur construirt ist; indem wir dieses thun, be- 

zeichnen wir den jeden Augenblick vorkommenden Überschuss der Anzahl 

unvollständiger -Punkte über die Anzahl unvollständiger B-Punkte mit d. 

Da jeder zugefüster Weg mit blau anfängt und mit blau endigt, so 

hat er, wenn wir von dem Anfangspunkte und dem Endpunkte absehen, 
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ebenso viele unvollständige R-Punkte als unvollständige B-Punkte. Die 

Veränderung von d bei einer Zufügung wird daher nur von der Natur 

des Anfangspunktes und Endpunktes abhängen. 

Die Anfangspunkte der zugefügten Wege sind immer unvollständige 

R-Punkte; die Endpunkte können nicht R-Punkte sein, denn dann würden 

die zugefügten Linien zweipfeilig werden. Eine zugefiigte Kette kann 

daher die Natur der schon vorhandenen Punkte nicht verändern. Wir 

‚sind dadurch von der grössten Schwierigkeit, die die Untersuchung der ur- 

sprünglichen Figur darbot, befreit worden, denn diese bestand eben darin, 

dass eine Zufügung B-Punkte in #-Punkte überführen konnte. 

Im Allgemeinen wird so durch die Zufügung eines Weges am Anfang 

ein unvollständiger R-Punkt, am Ende ein unvollständiger B-Punkt ver- 

schwinden, indem sie in vollständige Punkte ‚übergehen. Ein zugefügter 

Weg wird daher im allgemeinen d nicht verändern. Hier sind doch fol- 

gende Fälle zu beachten: 

Wenn der Weg zu einem Blatte führt, wird d um zwei verkleinert. 

Wir werden annehmen, dass es / Blätter giebt. 

Wenn a ein NR-Punkt ist, wird die eine seiner blauen Linien als An- 

fangslinie des ersten Weges genommen; die übrigen werden alle Anfangs- 

linien von zugefügten Wegen; erst, wenn der letzte von diesen zugefügt 

wird, wird der Punkt vollständig; ist die Anzahl der Linien p, so wird 

daher durch diese Zufügungen d um p— 2 vergrössert. 

Ein NR-Punkt wird erst mıt einer Kette passirt und, dadurch die 

rothe und eine blaue Linie gezeichnet und der Punkt ist dann ein un- 

vollständiger R-Punkt; die übrigen blauen Linien werden alle Anfangs 

linien von zugefügten Wegen, und erst, wenn der letzte von diesen ge- 

zeichnet wird, wird der Punkt vollständig; ist die Anzahl der blauen 

Linien p, so wird auch von einem solchen Punkte eine Vergrósserung von 

d um p— 2 herrühren. Wir wollen annehmen, dass es + NR-Punkte 

giebt (a, wenn er ein R-Punkt ist, mitgerechnet, die Blätter nicht mit- 

gerechnet) und dass von diesen im Ganzen / blaue Linien hinauslaufen; 

die ganze von diesen Punkten herrührende Vergrósserung von d ist dann 

|— 2r; der Werth dieser Grösse ist positiv oder Null; nur wenn a der 

einzige NR-Punkt ist und nur eine blaue Linie hat, ist der Werth — 1; 

wir werden diesen Fall, wo a ein Blatt repräsentirt, vorläufig aus- 

schliessen. 
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Wir zeichnen den ersten Weg von a aus beliebig, doch so, dass wir 

ihn durch « führen, wenn dieser Punkt vollständig ist. Wenn dieser Wee 

gezeichnet ist, hat d einen Werth, den wir mit 9 bezeichnen wollen; wenn 

die ganze Figur gezeiehnet ist, hat d dann den Werth 

d+ 1— 2r — 2B 

bekommen; es giebt dann keine unvollständige R-Punkte und eine Anzahl 

unvollständiger B-Punkte, die wir mit 6 bezeichnen wollen; es ist also 

—b=0 + 'l — 2r — 28 

oder 
28.— b + 0 + 0— 2r. 

Wir werden jetzt 9 bestimmen; wir kónnen annehmen, dass der erste 

Weg nicht in einem Blatte schliesst; wir rechnen gewiss dadurch, wenn 

er in einem Blatt endigt, à um zwei zu gross; wir rechnen aber dann 

auch # um eins zu gross, da das Blatt sich. nicht in den zugefügten 

Wegen findet. Das Resultat wird daher nicht geàndert. 

Es giebt nun folgende Fälle: 

1) a ist ein freier Punkt. Man hat dann d= 2. (Fig. 10.) 

2) a ist ein vollständiger D-Punkt; indem a passirt wird, wird ein 

unvollständiger B-Punkt verloren; daher ist 9 — 3. Wig. 15.) 

3) a ist ein R-Punkt; die erste Linie ist blau und 9 = 1. (Fig. 16.) 

Wir werden erst den letzten Fall beseitigen. 

Hat a nur eine blaue Linie, dann ist « ein Blatt; dieser "wird mit 

den Wegen nicht erreicht und kommt daher unter den f Blättern nicht 

vor. b muss ungerade sein; ist b > 3, so haben wir also wenigstens drei 

Blätter; ist b = 1, haben wir zwei Blätter; unsere Figur steht dann aber 

mit dem übrigen Theil des graphs nur durch eine Linie in Verbindung; 

der übrige Theil bildet daher ein Blatt, und der graph hat auch in 

diesem Falle wenigstens drei Blatter. (Fig. 17.) 

In dem zweiten Falle war 2 = 3; b ist ungerade. Ist b — 3 wird 

f 3 Ist b — 1, sehen wir wie im vorigen Falle, dass der graph we- 

nigstens drei Blàtter hat. 

Wir haben so nur übrig den ersten Fall zu untersuchen. 0 ist.ge- 

rade, und wenn 0 > 4 ist, wird f > 3. Wir brauchen daher nur b — o 

und b= 2 zu betrachten. 
Acta mathematica, 15. Imprimé le 8 noût 1891. 98 
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b— 2. Da die Anzahl gerader Ketten eines graphs gerade ist, können 

wir eine neue gerade Kette nehmen und ganz wie früher fortfahren; die 

neue Figur kann mit der alten in Verbindung treten; sie kann eine Kette 

durch « senden; in dieser muss a ein B-Punkt sein; es kann eine Kette 

in einem der unvollständigen B-Punkte schliessen; ein solcher Punkt wird 

dann vollständig mit einpfeiligen Punkten. Indem wir jetzt die ganze 

Figur einpfeilig machen und wie früher aufbauen wird d wegen der neuen 

‘mit roth anfangenden Anfangslinie (ausser der früheren) um zwei vergrös- 

sert. Der graph hat also auch in diesem Falle wenigstens drei Blätter. 

b — o. Wir operiren wie im vorigen Falle; die neue Figur wird 

hier in sich abgeschlossen; wir brauchen daher nur den Fall zu be- 

trachten, wo wieder für die neue Figur 6 — o ist. Wir haben dann zwei 

Blatter; wenn es mehrere gerade Ketten gäbe, müsste dann auch in diesem 

Falle der graph wenigstens drei Blätter haben. Wir setzen daher voraus, 

dass die zwei geraden Ketten die einzigen sind. Es giebt dann im graph 

nur “zwei Punkte A und B mit zwei rothen und einer blauen Linie, 

während die übrigen zwei blaue und eine rothe Linie haben; von jedem 

der zwei Punkte A und B führt eine rothe Linie zu einem Blatte. Wir 

können aber zeigen, dass wir immer dafür Sorge tragen können, dass 

dieser Fall nicht eintritt. Wir können nämlich von A aus, mit der nicht 

nach dem Blatte "laufenden rothen Linie anfangend, einen beliebigen 

Wechselweg nach einem Punkte C führen, und zwar so, dass die letzte 

Linie dieses Weges blau ist. Verändern wir dann die Farben dieses Weges, 

so wird der Punkt mit zwei rothen und einen blauen Linie nach C verlegt. 

Hier muss dann die eine gerade Kette anfangen, und ihre erste rothe 

Linie kann nicht direct zu dem Blatte führen. 

Wir haben so den folgende Satz bewiesen: 

Ein primitiver graph vom dritten Grade muss wenigstens drei Blätter 

haben. 

Aus diesem Satze können wir verschiedene Foleerungen ziehen. 
5 e D 

21. Ein nicht primitiver graph dritten Grades lässt sich in einen 

Faetor zweiten und einen Factor ersten Grades zerlegen; wir wollen die 

Linien des ersten blau, die Linien des.zweiten roth machen. Finden sich 

Wechselpolygone, dann können neue Zerlegungen dadurch abgeleitet werden; 
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es kann aber vorkommen, dass gewisse Linien nicht ihre Farben ändern 

können, also nicht in Wechselpolygonen Seiten sind, Besteht z. B. der 

graph aus zwei Theilen, die nur durch eine Linie verbunden sind, dann 

kann diese nicht in einem geschlossenen Polygone Seite sein und muss 

daher roth sein. 

Wir wollen annehmen dass eine rothe Linie ab notwendig roth sein 

muss; wir theilen sie in einem Punkte m, und fügen in m eine Linie mn 

mit einem Blatte zu. Der neue graph muss primitiv sein, denn wäre er 

zerlegbar, dann, musste mn roth, am und mb blau sein; durch Wegnahme 

von mn und dem Blatte, hatten wir dann eine Zerlegung des ursprüng- 

lichen graphs, bei der ab blau war. Der neue graph ist also primitiv 

und hat daher wenigstens drei Blätter; der ursprüngliche graph muss 

daher auch Blätter haben. Also: 

Ein zerlegbarer graph, in dem eine rothe Linie ihre Farbe nicht ändern 

kann, muss Blätter haben. 

22. Wir wollen annehmen, dass wir einen primitiven graph mit drei 

Blättern haben. Nehmen wir zwei Linien ab und cd, jede in einem Blatte 

liegend, fort und setzen für diese ac und bd, dann hat der neue graph 

nicht drei Blätter und ist daher zerlegbar. Wir müssen daher für den 

gegebenen graph a=n— ı (Siehe 13) haben; also: 

In einem primitiven graph dritten Grades mit drei Blättern können 

wir immer m — ı Linien finden, die die 2m — 2 Punkte zu Paaren ver- 

binden. f 

Man sieht leicht, wie sich dieser Satz erweitern lässt. 

23. Durch die obige Entwickelung haben wir nicht nur den Satz 

betreffend die Anzahl der Blatter bewiesen, sondern wir haben auch den 

Weg gefunden auf den wir alle primitive graphs direct construiren kénnen; 

wir kónnen nàmlich die einpfeiligen Systeme ganz nach Belicben zeichnen, 

wenn wir nur die angegebenen Regeln für die Erweiterung beobachten; 

ist dieses gethan, können wir bei den NR-Punkten beliebige zweipfeilige 

Systeme mit angemessener Anzahl von anschliessenden Linien einschalten. 

Finden sich noch unvollständige B-Punkte, kann der graph beliebig ver- 
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vollständigt werden, nur dass keine Punkte mit zwei rothen Linien da- 

durch entstehen dürfen. is 

Da ein Blatt wenigstens drei Punkte hat, wird Fig. 11 den ein- 

fachsten primitiven graph darstellen. In Fig. 14 haben wir ein primi- 

tiver graph vierzehnter Ordnung. \ 

Für graphs von höherem Grade habe ich die Untersuchung nicht 

durchgeführt; es scheint doch, dass der hier befolgte Weg auch dort zum 

Ziel führen kann. 
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ÜBER EINE NUMERISCHE BERECHNUNG 

DER ARGUMENTE DER CYKLISCHEN, HYPERBOLISCHEN UND 

ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN 

VON 

C. RUNGE 
in HANNOVER. 

Die Methode, durch welche ARCHIMEDES seinen Näherungswerth der 

Zahl z fand, ist einer Vervollkommnung fähig, auf welche meines Wissens 

bisher nicht aufmerksam gemacht worden ist.’ In ihrer verbesserten Form 

bietet sie ein geeignetes Mittel dar, um die Argumente der Exponential- 

und Kreis-Functionen so wie der hyperbolischen und elliptischen Func- 

tionen zu berechnen, wenn die Werthe der Functionen gegeben sind. 

ARCHIMEDES berechnete an Stelle des Umfanges eines Kreises mit dem 

Radius 1 den Umfang eines eingeschriebenen und den eines umschriebenen 

regulären Vielecks. Der Umfang des Kreises liegt zwischen diesen beiden 

Werthen, welche beliebig nahe an einander rücken, wenn die Seitenzahl 

hinreichend gesteigert wird. Den Umfang eines regulären Vielecks mit 

grosser Seitenzahl fand er, indem er successive aus dem Umfang des Sechs- 

ecks, welcher gleich 6 ist, den Umfang des Zwölfecks, aus diesem den des 

Vierundzwanzigecks u. s. w. berechnete. Die Seite des eingeschriebenen 

regulären n-Ecks ist gleich 2 sinw, wenn mit w der n“ Theil von x be- 

zeichnet wird, und die Seite des umschriebenen regulären n-Ecks ist gleich 
T . 4 35m uu 

2tan4. Aus den Werthen von sinw und tanw kann man sin- und tan- 

finden, welche verdoppelt die Seiten des eingeschriebenen und um- 

schriebenen 2n-Ecks darstellen. 

! Vgl. Nachschrift. 

Acta mathematica, 15. Imprimé le 8 août 1891, 
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Diese Methode lässt sich auf jede Function anwenden, sobald es mög- 

lich ist, aus dem Werthe der Function für ein gegebenes Argument den 

Werth derselben für. die Hälfte des Arguments zu berechnen. 

Sei nämlich f(w) eine beliebige Function von «, welche in eine con- 

vergente Reihe nach Potenzen von w entwickelt werden kann 

f(u) =a, + aqu + au? +... 

“Wenn es möglich ist aus f(w) den Werth von (5) und mithin den Werth 

u N À A 
von (5) für jeden ganzzahligen Werth von » zu berechnen, so kann 

man daraus den Werth von w finden. Denn es ist: 

2 
U U 

(3) zd, Gy Qn He 23 "Eie 

und folglich 

jn ./[ U u 

2 Hc = 4, |= Qutb Gabe 

Für grosse Werthe von n werden auf der rechten Seite alle Glieder ausser 

dem ersten sehr klein, und man erhält einen Näherungswerth für au, 

aus dem durch Division mit a, die Grösse « gefunden wird, vorausgesetzt 

dass a, von Null verschieden ist. Wäre a, gleich Null, so müsste man 
In mit 2°" statt mit 2" multipliciren und es würde 

al f(S) - a, | : 

ein Naherungswerth für au? sein. Würde auch a, verschwinden, so 

könnte man durch Multiplication mit 2°" einen Näherungswerth für a,u? 

gewinnen u. & W. 

-— — Dieses Verfahren ist das nämliche, welches LeGexprE zur Berechnung 

elliptischer Integrale angewendet hat. 5 

Ist 
£i 

1 200. DET. Jem IE so Ist 2 J} Vi — k* sin*g ; - vr — ksin’g 
0 
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wo c, aus den Gleichungen 

ent 
sin; 

I 
eos—- 7 21 

sing, = ; siny = ksing 

gefunden wird. 

Denkt man sich @ als Function von w dargestellt ç = f(w), so kann 

man also g, = (2) berechnen. Aus g, findet man auf dieselbe Weise 

e£,— fr) u. s f. Setzt man das Verfahren x Mal fort, so liefert 2"g, 

einen Näherungswerth für w. Statt g.kann man auch sing als Func- 
tion von # betrachten. Die Abhängigkeit zwischen sing und sing, ist 

eine algebraische durch Quadratwurzeln darstellbare, was in den Fallen 

ein Vorzug ist, wo etwa der zu erreichenden Genauigkeit wegen trigono- 

metrische Tafeln nicht zu Gebote stehn. 

Gegen diese Art der Berechnung ist einzuwenden, dass die Zahl der 

Schritte manchmal beträchtlich ist, um eine nennenswerthe Genauigkeit zu 

erzielen. Man kann aber dieses Verfahren des ARCHIMEDES, wie wir es 

nennen wollen, so modificiren, dass die berechneten Näherungswerthe sich 

viel schneller dem gesuchten Werthe nähern. 

Es sei wieder 

f(u) =a, + au + au +... + au" +... 

Dann ist 
2 3," 

uw 

NUT c CM ME ARCS 
a (S) — a +e a 1 90 24} 2 

Um keine Nenner schreiben zu müssen, möge a, = 2’"b, gesetzt” werden. 

Dann hat man 

U 

ica =a, + bu + bu? +...4+08,,,0 ++ ..., 
an 

at , 4 

A=) Du be UE RE CEE en wu -E 0,2" tat tt Se 

f(u) = a, + b,2"u + b, 2780? +... + by: DILDO L... 
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Diese Gleichungen sollen mit Constanten multiplicirt und addirt werden, 

und zwar sollen die Constanten so gewählt sein, dass auf der rechten 

Seite in der Summe alle Glieder fortfallen, welche w?, #*,...,u"*! ent- 

halten. Bezeichnet man die Constanten der Reihe nach mit C,, C,, C,, 

..., €, und bezeichnet mit g(a) die ganze Function #“" Grades 

g(x) = C, + Cx + Ca^ + SHOP + Ca’; 

‚so kann man die Summe 

u aL : RR 
ie) + rl) + ch + C, f(u) 

folgendermassen schreiben: 

ae (1) + Ug (2)u + bog (eut + + new D, eat +... 
Um die Coefficienten von u”, w?, ..., w"*' zum Verschwinden zu bringen, 

hat man €;, C,,..., C, so zu bestimmen, dass 

£(2*) = p(2) = :..— g(2""") = o. 

Di chil Gey aoe, n 
miissen den Coefficienten von 

(a — 2°\(w — 2°)... (x — 2"t1) 

proportional sein. 

Der Proportionalitätsfactor werde so bestimmt, dass ¢(2) == 2” ist. 

Man setze also: 
„(= — 2*)\(a — 2°)... (@ — 2"t}) 

AC: (2—2*X2 — 2°)...(2— 2"t!) 

oder 
LAE DT a De q ntl 

(x) =; 2 sea ge 

Dann ist 
U 

ar) + Cf (sss) +...+ 6,f(u) — a,e(1) 

oder, was dasselbe ist 

c ri) e] + erts) n] ero — 
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ein Näherungswerth für au und die Abweichung von au ist gleich: 

ER hae? + bar u: 32 en 

oder, wenn man statt der Grüssen wieder die ursprünglichen Coefficienten 

der Entwicklung von f(x) einführt, 

+2 on+3 
Q(2**7) ar eQ ) n+3 

Uo Zune U + Anz 3 Fan) u + “oe. 

Hebt man aus jedem der Factoren des Zählers von ¢(2"'’) 2"*^ heraus, 

so wird: 
= 2—n—a+2 I wae 2—n—at3 LE F1 

(l(a) — ona) I Date 

I — 2 I — 2° I —— 2^ 

Und schreibt man zur Abkürzung 

à == (1 — DE Vr 2 35.7) ae (1 LS Decree) 

so nimmt der Ausdruck fiir die Abweichung des Naherungswerthes die 

Gestalt an: 

I 
(1 — 2/1 — 2*)...(1 — 

gi Lt uad n 51d, 50545 =. d]. 

^ Die Grössen 9 sind sämmtlich positiv, nehmen mit wachsendem Index zu 

und nähern sich der Grenze 1. Daraus erhellt, dass die unendliche Reihe 

zugleich mit der unendlichen Reihe für /(w) convergirt und divergirt. 

Die Gleichung ist mithin nur für solche Werthe von w richtig, für welche 

die Reihe für f(w) convergirt. Für solche Werthe erhält man aber bald 

sehr genaue Näherungswerthe, selbst wenn die Convergenz der Reihe f(x) 

langsam ist. Denn bezeichnet + die Summe der absoluten Beträge von 
n +2 4,,94 ^, a,,44" 7, ..., so ist die Abweichung des Näherungswerthes ab- 

solut genommen kleiner als 

Es ist aber der natürliche Logarithmus des unendlichen Productes 

(1 — 27")(1 — 2°)... gleich 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 6 août 1891, 29 
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Li — 27") = —YY 52” 

nn 

ee 

--Yii-XiGh-4) 
I js 

= ipe Ln 

Also wie man leicht findet 

bo bo a 

| 

X (arn rey 0,6. 

Mithin ist die Abweichung des Nàherungswerthes kleiner als 

n(n+1) 
ee 

2 ce 

oder auch kleiner als 

n(n+1) 

"x 9 
T2 

424 

Man sieht aus dieser Form, dass die Genauigkeit des Verfahrens selbst 
, e 

bei langsamer Convergenz d. h. wenn r mit wachsendem n nur langsam 
__ n(n+1) 

abnimmt, beträchtlich ist. Denn für n = 10 ist z. B. schon 2 ° 

kleiner als 107%. In besonderen Fällen wird man eine noch etwas klei- 

nere Grenze für die Genauigkeit ableiten können, wenn man nicht, wie 

+2 

es hier der Einfachheit wegen geschah, die Grössen 2 gleich ı setzt. 

Sind von den Coefficienten der Reihe f(w) einige Null, so kann man 

die Constanten C,, C ., C, zweckmässiger bestimmen. Denn es ver- Be 

schwinden 'alsdann in der Entwicklung 

a,¢(1) + b,e(2)u + b.e (2*)u? ee 

' Zur Berechnung von IIa — 2-—^) kann man sich auch der EULER schen Formel 
BK EK 

bedienen [[(1,.— a) = 4 (— 1)'e ? und findet so II L2 98S. 
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einige Glieder von selbst, und für diese braucht dann natürlich ¢ nicht 

gleich Null zu sein. Statt dessen lassen sich dann eben so viel weitere 

Glieder zum Verschwinden bringen, wodurch eine grössere Genauigkeit 

des Näherungsverfahrens erreicht wird. Ehe diese Betrachtungen durch- 

geführt werden, soll indessen ein Beispiel die Methode erläutern. 

Man findet leicht 

für n=ı ra 

fir 22 3¢ 

3 

( 

( 

für n=3 .219(x) = 512 — 224% + 282° — x), 

( fü, » —4 315ç(x) = 16384 — 7680z + 11200” — 60x° + z* 

und 

p(t) = 2 1. 
Will man nun z. B. den natürlichen Logarithmus von 2 berechnen, so 

u^ à 

ist zu setzen f(u) — € = 2, f(:) = 2, f — 2 ut wes Für. q-—:4 

. . . I I t 
ist, da w kleiner als 1 sein muss, r <j u 7 ie a weh: IG... Die 

Abweichung ergiebt sich mithin kleiner als 

DE EI TON aly ET. 

Will man den Näherungswerth auf 6 Stellen berechnen, so sind y2, (2, 

V2: 
führen. Denn der Fehler von {2 wird ja auch mit C, multiplicirt der 

von ÿ2 mit C, u. s w. Da die Summe der absoluten Beträge von C,, 

€,,..., C, oder g(— 1) etwa gleich 80 ist, so genügt es jedenfalls mit 

acht Decimalen zu rechnen. 

Bedient man sich der Tuomas’schen Rechenmaschine so braucht ein 

v2 noch etwas genauer als auf 6 Stellen in die Rechnung einzu- 

einigermassen geiibter Rechner nicht mehr als 8 Minuten um den Nä- 5 D : 

herungswerth 0,6931473 zu finden. Mit Benutzung dieses Werthes kann 

man zeigen, dass die Genauigkeit noch grósser ist als oben überschlagen 
: : : : INO ; 

wurde. Denn da /(2) hiernach kleiner als 0,7 ist, so wird r < Gam oi 

Die oben gefundene Grenze reducirt sich dadurch auf weniger als 0,12 

ihres früheren Betrages und ergiebt sich demnach kleiner als 84.10 *. 
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Wesentlich kürzer gestaltet sich die Rechnung, wenn in der Ent- 

wicklung von f(x) eine Reihe von Coefficienten Null sind. Es sollen für 

den Fall, dass nur ungerade Potenzen vorkommen und für den Fall, dass 

nur gerade Potenzen vorkommen, die Forineln ausführlich entwickelt werden. 

Ist 

fu) = au + au? + au? +... +" + a, wr n... 

so sind die Multiplicatoren C,,C,,..., C, den Coefficienten von 

(a — 2°*\(@— 2°)... (a — 2745 

proportional zu setzen. Und damit in dem Ausdrucke fiir 

re) Se C ssi) TIS ON n 

der Coefficient von w gleich a, sei, bestimmt man den Proportionalitäts- 

factor so, dass ¢(2) = 2" und setzt demnach 

3 5 2 nt — 20 — 2 æ — 2?" +1 
e(®) == Ze 25 "2 3mXi 

bo | 

Die Abweichung des Näherungswerthes ergiebt sich gleich 

2n+3 252n4 5 
g (22593) 2n+3 e(2 )" ants 

Aura gnES) U + On4s gn +5) % + AO 

Nun ist aber 

Re) V (1 x n 2—n—22y C DE AHTE) 18 (1 a. 2) 

an(n+2a-+1) (1 — 231 — 2*)... (1 — 27) 

Schreibt man zur Abkürzung 

£j; = (I — 2 JE 2) lee) 

so wird daher die Abweichung des Näherungswerthes 

I Pm 42238 2n-F5 

(1 = 22-29, zu [ayn ert ee taal 

Die Grössen ¢ sind positiv und kleiner als 1, wachsen mit wachsendem 
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Index und nähern sich der Grenze ı. Bezeichnet man die Summe der 

a, get usos. W. Init v, so ergiebt sich 

der absolute Betrag der Abweichung kleiner als 

absoluten .Beträge von &,,,u 

r I 
ann+ 1)" (2 Ale 2) ar 22a E 

Nun ist 

I I d. 1 2—2À 

a a à 2. = >, I — 27% 

I I a1 I I I 

I ER pu Ce eu) 

Also 

2 4 
GES 2S) 25k ASPs 

Mithin ist die Abweichung des Naherungswerthes absolut genommen 

kleiner als 
I i ee ly 1 : : 

Enthält andrerseits f(w) nur gerade Potenzen von u 

f(w) =a, + au? + au^ +... + a uw? Hauts... 

so wird man die Multiplicatoren so wahlen, dass in der Summe 

‘wu \ 7 Cf) EA ic) Ba oe 

/ 

die Potenzen w*, 45, ..., wt? wegfallen, d. h. man nimmt C, , C, , ..., C, 

den Coefficienten von 

(x — 25(x — 2°)... (x 2) > 

! Mit Hilfe der oben erwähnten EULER schen Formel erhält man 

II(1 — 4-4) = 0,68854. 
Darnach ist die Abweichung kleiner als 1,46r2—""+”. 
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proportional. Den Proportionalitatstactor wahlt man so, dass in der Summe 

u^ nur mit a, multiplicirt erscheint, dass also ¢(2*) = 2°" ist. Demnach 

hat man zu setzen 

y -—— 24 po oe x — 2?n+2 3 -— 2° p — 2° t — 22n+2 

la) = ar Ba ne ee ae 
er CNE. 

: Macs e : - à 
g(1) ist dann gleich FE, und es wird der Näherungswerth gleich 

C u C u 2 DAT 
AE 2n Ap Hh 21—1 ale Jaco E C, f(w) xc 3 TL a, 

oder auch, da g(1) =C, 4- C, +..:+C, 

GF) rats) « 4 + are) — ul 

Dieser Nàherungswerth weicht von a,w? ab um 

n(22 4 2 6 
a e (2 £N ) qs + a o(2 it ) gents + 

n+2 2n(2n4 4) n+3 5n(2n+6) DA 

oder in anderer Form um 

I 

(1 — 2*)(1 — 2*)...(1— 2 
2 ED 

2n) [4,4569 my = PI re + pk .] 

wo £,,2,,... dieselbe Bedeutung haben wie oben. Bezeichnet wieder 
Qn+4 2n+6 r die Summe der absoluten Beträge von a, ,.u u. 8. W. 80 

ist die Abweichung des Näherungswerthes absolut genommen kleiner als 

» neal 

I Bar 
, . 

Die Functionen ¢(x) für die beiden Fälle einer geraden und ungeraden 

Function f(#) hängen in der folgenden Weise zusammen. Setzt man im 

ersteren Falle 2x statt x ein, so geht ç(x) über in 

N 5* 2y — 25 22 — 22n42 

2 zn; I wie? 

und hebt man hier aus jedem Factor des Zahlers 2 heraus, so geht der 
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Ausdruck in die Function ç(x) für den Fall einer ungeraden Funetion 

f(w) über. Für diesen Fall haben wir 

ipm 3€ =8 — 4, 

— 256 — 4ox + x’, 

32768 -— 5376” + 168r? — x, 

6777216 — 27852802 + 913922? — 680z* + x*. 

qom E 45€ 

| n 3 2 

| 

> oo I2] cn "S 

I LM WA «AN 

= 

SR Se 
tA 77229250 

DEN: 30(£)=16—z2,, 

n. 45£(2)= 1024 —8or 4- x 

311—19, 28350(2)—= 262144 — 215040 + 3361? — 

n—4 722925¢(%)= 268435456 — 2228224004 3655682’— 13602 -+x* 

. . = . . 7L . . 

Die Genauigkeit, mit welcher die Werthe von f(w), m) u. s. w. in die 

Rechnung eingeführt werden, muss, wie schon oben bei dem numerischen 

Beispiele bemerkt wurde, grósser sein, als die Genauigkeit, mit der man 

den Näherungswerth zu berechnen beabsichtigt. Denn der Fehler von 

fu) multiplieirt sich mit C,, der von dm) mit C, , u. 8. w. sind die 

3 u : . > 
Fehler von /(w), (2) u. s. w. alle kleiner als 2, so ist der Fehler in 

2 

à] der ds kleiner als 9 multiplicirt mit der Summe der absoluten Be- 

träge von C, ..., 0, d. i. kleiner als dg(— 1). Es. ist nun, wenn BER 

iu f(w) alle Pb von « vorkommen 

ee mern — d pru 

a= e( 

wenn f(w) ungerade 

GR 2" + D... mH = 2 2 ann, 

DR Gene ei Cr == ei 

und wenn f(w) gerade 

1) (*- UG" E 0... QU D. on 
een eg 2 e( 
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Darnach kann man für jeden Fall überschlagen, mit wie viel Decimalen 
m .[ U . . . ES 

es -genügt /(w), (5) u. s. w. in die Rechnung einzuführen, wenn man 

bei allen mit der gleichen Anzahl von Decimalen rechnen will. 

Für ungerade und gerade Functionen soll die Methode an einigen Bei- 

spielen durchgeführt werden. 4 

1. "Berechnung von arc sin z und arc’cosa. 

Man kann sich offenbar auf den Fall beschränken, wo der Bogen 

nicht grösser als i ist Dann ist z. B. für » = 2 beim Sinus r < 0,4.10 

6 beim Cosinus r &0,4.10 %: Mithin ist für » — 2 der Näherungswerth 

für aresin bis auf 10°’ genau und der Näherungswerth für das «halbe 

Quadrat von are cos bis auf 10%. Mit dieser Genauigkeit ist also — - 

U 
u — 256 sin 45 t 4 

exe M . 

40 sin — + sina, 

2 

45 — — 1024(1 — eos] —8o(1 Ll cos!) + (1 — eos x). 

Die zweite Formel ist vorzuziehn, weil sie erstens etwas g@enauer ist und 
> e 

zweitens, wenn cos: gegeben ist, nur 3 Quadratwurzeln auszuziehn verlangt. 
2 

A 2 s =. U : 
Rechnet man mit 9 Decimalen, so wird der Näherungswerth von — mit 

2 
. 2 . . 4 . a 

einer Genauigkeit von 1,4 Einheiten der 8'™ Stelle gefunden also — selbst 

auf 2,4 Einheiten der 8'™ Stelle. So findet man z. B. für sinw = 0,5 
\ 

sin 4t — 0,5 cosu = 0,866025404 

cos“ = VE dune — 0,965925826 

UE U 

a: I + cos - 

cos , = —— = 0,991444861 

= 0,137077845, u = 0,523598786 
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während der wahre Werth 
Qi à 

auf neun Decimalen abgekürzt gleich 

0,523598776 
[3 

ist. Auch für » — 1 ist die Genauigkeit nicht unbedeutend. Für « = 
BIN 

hat man für den Sinus 1,572""*? < ro^? und für den Cosinus 

I ren = I ‚4. 1074, 

Die relative Genauigkeit (Abweichung im Verhältniss, zu u) ist für den 

Sinus kleiner als r,3.10-? für den Cosinus kleiner als 1,8.10% Die 

Formel für den Sinus liefert eine einfache gra- 

phische Rectification des Kreisbogens. Ist nämlich 

» . . U 

< AMB =u, so) ist AC = sinu, AB — 2 sin-, vor- 

ausgesetzt, dass der Radius zur Làngeneinheit gemacht 

ist. Der Näherungswerth ist dann ; 4B — AC) oder 

I 
AB + ; 4B— AC). : 

ARCHIMEDES fand aus dem Umfang des eingeschriebenen und um- 

schriebenen 96-Ecks für x die Grenzen 3'/, und. 3'°/,,, welche bis auf 

2 Einheiten der vierten Stelle genau sind. Mit Benutzung der abgelei- 

teten Formel für » = 4 würde man aus den Seiten des 6-, 12-, 24-, 48-, 

96-Ecks die Zahl : mit der Genauigkeit 

berechnen können. 

2. Berechnung der Argumente des hyperbolischen Sinus und des 

| hyperbolischen Cosinus. 

Die Genauigkeit ist dieselbe wie die fiir Sinus und Cosinus berechnete, 

da die absoluten Beträge der Glieder in den Potenzreihen für den tri- 

gonometrischen und den hyperbolischen Sinus und ebenso in denen für 

den Cosinus dieselben sind. Die Formel für den Cosinus ist auch hier 
im Allgemeinen vorzuziehn. 

Acta mathematica, 15. Imprimé le 11 août 1891, 30 
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Wenn das Argument gross ist, so thut man besser statt der Formel 

) 5: (5) zu benutzen. 
U 

für n, die Formel für » — 1 aber mit (yr 23 
2 

Es. ie - . . . . : U . 
Es ist nàmlieh die Genauigkeitsgrenze für — etwa gleich 

went 
I Dees 

»5 | 2n + 4 

. Wendet man dagegen die vorhergehende Formel für »—1 auf f(5) an, 

so ist die Genauigkeitsgrenze etwa 

2n +2 2n +2 
1,5 Ay u n+ 9 - (—Dn = i155 Tap tem 9—n(t*D 

| 2n + 2 \2 2 | Ap AS © 
4 

Die obige Genauigkeitsgrenze geht aus dieser durch Multiplication mit 

u é 
— — hervor. Wenn also u?>(2n 2n so ist die letztere 
(2n + 3)(2n + 4) ur na 
kleiner. Sei z. B. cos,w = 10, dann ist: 

2L I COS U 
COs, 5 = TER — 2,345207880, 

U 
cos, — 1293291901, 

C08, à = 1,070815554, 

cos, = = 1,017549889. 

Die Formel » = 3 auf die letzten vier Zahlen angewandt liefert: 

Ul, —— 299322282. 

: ; : + IR T0 Ws A 
Die Abweichung des Näherungswerthes für - (2) istyelwa 1,2. 1095 

aber da mit 9 Decimalen gerechnet ist, so kónnte ein Fehler von 6 Ein- 

heiten der 8'^ Stelle hinzukommen. 
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3. Berechnung eines elliptischen Integrals erster Gattung. 

Sei 

«x . 

ji = ho MOM. uu 

so hat man 

c= sn t, pee = V = a 0,88566098, 
Mose VL emm fie 

8 I 
RENE AN 

= = = = O HOUT ZOR, 
Be í SER 

X, = 0,33325174, 

4B, mm QU VS tet 

æ. = 0,08629406. 

Wendet man auf die letzten 4 Zahlen die Formel n = 3 für eine un- 

gerade Function an, so ergiebt sich u = 2,76806308, was bis auf weniger 

als 7 Einheiten der letzten Stelle richtig ist. Die mögliche Abweichung 

des Resultats in Folge der Abkürzung aller Zahlen auf 8 Decimalen 

beträgt 3 Einheiten der siebenten Stelle. 

Man erleichtert das Verfahren und erreicht eine schnellere Convergenz, 
. . nat I 

wenn man statt snw die Functionen d -— der Rechnung zu 
e 

un 
dn a dn w 

Grunde legt. Zur Abkürzung werde geschrieben: 

en 2t I 

Zul see dna 
noe 

dna 

Dann ist: 

r(; j- fu) + zv «() zo. /f(u) + gCu) 

rtg 7 n 1 + f(u) 

Man findet also aus f(u) und = durch zwei Quadratwurzelausziehungen 
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r(5) und «(;)- Wiederholt man diese Rechnung einige Male, so kann 

die oben entwickelte Formel sowohl auf f(w) als auf g(w) angewendet 

werden. Die Entwicklungen von f(w) und g(w) fangen folgendermassen an: 

2 

fs) ne”, ces 

E 

, ,2 

pa) a ee 

Man erhält also durch Anwendung der Formel auf f(w) einen Näherungs- 
k? - 

werth von — xd. und durch Anwendung derselben auf g(w) einen solchen 

2 

von —u*. Was die Genauigkeit des Verfahrens betrifft, so wurde oben 

dafür der Ausdruck 
I , 5 y anal) 

aufgestellt, wo r die Summe der absoluten Beträge von a,,,w"**, 

Q,45W"*°,... der Glieder in der Entwicklung von f(u) resp. g(w) be- 

deutet. Es kommt also darauf an für r eine obere Grenze zu finden. 

f(w) und g(u) werden beide nur an den Stellen 

— K+Ki+ 2mK + 2nK'i 

unendlich und die Entwicklungen nach Potenzen von « convergiren daher 
? 

beide für |u| « | K + Ki] und a fortiori für w == und % =*. Be- 

zeichnet nun m den grössten Werth der absoluten Beträge einer der Po- 

i 3 If K 3 À i 
tenzreihen, welche dieselbe für |u| — — annimmt, so ist bekanntlich ! 

KA» 
(2) [a] & m 

r 
RR: & K 

und mithin für || <= 

[2 2u Qn+4 
p Snng 

K* — 4|u|* 

' Der Beweis ist unmittelbar aus dem Cavcnv' sehen Integral /?(0) = n jo da 
zutl 

zu entnehmen, 
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. 

, 
Ebenso folgt, wenn m’ der grösste absolute Betrag für |w| — — ist, für 

- 

K 

|u| < = 

ch <m m 

- 

2 K?— alu? IK 

Der grésste absolute Betrag, welchen eine analytische Function in einem 

Gebiet annimmt, in dem sie sich regulär verhält, wird immer auf dem 

Rande des Gebietes angenommen. Wenn daher um den Kreis mit dem 
r rr 

xoc HAC = : > zc 
Radius 7 resp. — ein anderes Gebiet abgegrenzt wird, welches den Kreis 

einschliesst, so wird der grösste absolute ‚Betrag auf dem Rande desselben 

statt m resp. m’ in dem Ausdruck für die obere Grenze von r geschrieben 

werden können. 

Dieses Gebiet lässt sich so wählen, dass der grösste absolute Betrag 

von f(x) resp. g(u) auf dem Rande desselben angegeben werden kann. 
2 "PR : 1 K , 

Für den Kreis mit dem Radius — grenze man das Gebiet folgendermaassen 

ab. Es sei dasselbe ein Rechteek, dessen verticale Seiten in die beiden 

parallel zur y Achse durch +— gezogenen Geraden fallen. Die hori- 

zontalen Seiten sollen durch + 2nK'i laufen, wo n eine ganze Zahl und 
= 

so gross gewählt ist, dass 21K’ >—. Das Gebiet, welches den Kreis mit 

7! 

dem Radius = enthält, soll ein Rechteck sein, dessen horizontale Seiten 

in die beiden parallel zur z Achse durch + gezogenen Geraden fällt 
2 

und dessen verticale Seiten durch + 2»'A laufen, wo n’ eine ganze Zahl 
: K : . H 

und so gross gewählt ist, dass 25 K >—. Die grössten absoluten Beträge 

von f(w) und g(w) auf dem Rande dieser Gebiete, findet man durch An- 
> à Re ^L 2[u\. 

wendung der Formeln für f (5) und g (2): n 

: | fu)+ gu) enw +i 2 

r(G)= 1+g(u).  dnu+1? A 

Wenn © den Rand der beiden Gebiete durchläuft, so nimmt u solche 
2 - 

EEE x cn u +1 

) Mer f(u) ^ enu-- dna Nie 
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Werthe an, für welche die Werthe von enu und dnw bekannt sind, und 

man überzeugt sich von der Richtigkeit der folgenden kleinen Tabelle: 

m Mm 

ou 
fu) | G—#)? kc 

à 1 

gl) | oF Cale 

Man erhält demnach bei der Rechnung mit f(w) für w^ einen Näherungs- 

werth, dessen Fehler kleiner als jede der beiden folgenden Gróssen: 

; = Qu ants 
ak? (1 — &) ?K’(K? — qu) (=) ata. 

und 
1 

le aa 2 2n +4 
3k' k 2K’ ech Au?) (=) 2-0» 

Bei der Rechnung mit g(w) ist der Fehler kleiner als: 

1 

3k Ok PKK? — qu?) (=) nn 
K 

und : 

er (asi) At Ge Au (5) ae, 

Man ersieht aus diesen Ausdrücken, dass für k — k’ und mithin K < K’ 

die Rechnung mit f(w) die grössere Genauigkeit gewährt, für k > k und 

mithin X > K’ dagegen die Rechnung mit g(w). Ist jedes Mal w kleiner 

als der 4" Theil der grösseren von den beiden Grössen K und K’, so 

ist der Fehler des Näherungswerthes von u’ für k < k’ und bei der Rech- 

nung mit f(w) kleiner als ' 

kk 22-0002» 

für k’ <k und bei der Rechnung mit g(w) kleiner als 

1 
7 2 4—(n$1)(n42) lemon 
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Will man z. B. K berechnen und ist k > k’ 

Schritt aus f(K) = o, g(K) = 

239 Functionen. 

man beim ersten 

= die Werthe von (s) und g 1 >), beim 

zweiten Schritt (* ) und a) 

3 Wenn man jetzt noch 

so findet 

weitere Schritte macht und die Formel für 

: hor : ee 
n = 3 auf g(u) anwendet, so wird — mit der Genauigkeitsgrenze ge- 

4 
funden: 

ne PAL 
Ka RES Ob Misi. pem. 

Bei » = 4 ergiebt sich die Genauigkeitsgrenze 
to) e D 

ED zn 
ke etn owes qe pn ik. TON 

So findet man z. B., wenn man 

9 *I5 

dy k 2 
K — NÉ 

Vi — k* sin* e 
— 7933012701 

berechnen will 

o e 3,863703279 

I 0,891288591 1,965630504 

2 0,981500332 1,229051488 

a 0,995841682 1,056217296 

4 | 0,998988331 | 1,013985805 

5 1,003492123 

Die vier letzten Zahlen der zweiten Colonne liefern: 

K = 2,76806309. 
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Dieser Werth ist etwa um 6 Einheiten der 8" Stelle ‘zu klein. ‘Die 
2 

: : : ETE 
oben‘ aufgestellte Genauigkeitsgrenze. ergiebt für £1 

22103 

also für K? 
SES. (0 - 

Dazu könnte wegen der Vernachlässigung der zehnten Stelle und der fol- 

genden ein Fehler von etwa 2 Einheiten der 7 Stelle kommen. K 

selbst wird also jedenfalls auf 1,7.10 richtig sein. 

Wenn eine Rechenmaschine nicht zur Verfügung steht, so -kann man 

die Rechnung auch mit Hilfe einer logarithmisch-trigonometrischen Tafel 

auf die folgende Weise ausführen: 

Setzt man: 
snu = sing, ksnu = siny 

so ist: 
cnu = cose, dn = cosy. 

Berechnet man zwei neue Winkel g, und 7, aus den Gleichungen: 

xd “ur 
sin — eo 

3 : : ; 
= sin g,, ..... K. sin. — sin}. 

cos — 21 

so ist: 4 pr 

u SEA ab. 2 d U ^ 
sn> = Sing, 0 Cn. = cos¢,, n= = cosy. 

Auf diese Weise kann man fortfahren und (5) und e(5.) oder viel- 

mehr die Logarithmen dieser Gróssen finden. Denn nur diese braucht 

man bei der Anwendung der aufgestellten Formel. Wenn » rein ima- 

ginür ist, so muss man andere trigonometrische Hilfsfunctionen einführen. 

Man setze: : RM c 
snu — itane, k' sing = sim}, 

so ist: ols) RER 
i 1 dn a 

en = — 0087. 3 
cos @ ‚en u" 
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Berechnet man zwei neue Winkel £, und 7, durch die Gleichungen: 

sin * 
2 : e 

= = sing, k’sın P, =: 

cos ̂ 
2 

so ist: 

U 

dn - 
U = U I 2 

Ener ana, Gn , = COS ],. 
2 ua 2 cos © aL 1 

d en — 

Es ist bei der logarithmischen Rechnung vortheilhafter statt einer der 

. en at I C sna 

Functionen u) —-— oder g(u) = —— die ungrade Function —— zu 
f( ) dn w CA ) dna 2 dn u 

Grunde zu legen. Man braucht alsdann enw gar nicht mit zu berechnen. 

Die Berechnung ist ebenso bequem wie die von f(w) und g(u). Die Ge- 

nauigkeit ist, wie wir sogleich sehn werden ungefähr dieselbe. Ein we- 

sentlicher Vortheil aber liegt darin, dass diese Function für kleine Argu- 

mente klein ist. Bei der Rechnung mit n-stelligen Logarithmen ist der 

Fehler in Folge der Vernachlässigung der # + 1"" und der weiteren 

Stellen etwa 107" des Betrages der Zahl. Wenn also die Zahl eine ne- 

gative Charakteristik hat, so bestimmt der Logarithmus sie weiter als bis 

zur n" Decimale. Ein Beispiel wird den Vortheil ain Besten zeigen. 

Vorher soll aber noch eine Genauigkeitsgrenze für die Rechnung mit 

sn wu 
aufgestellt werden. 

dn u 

- sn ı 5 CI 
Der grösste absolute Betrag von SEDE auf einem Kreis um den Null- 

, dn a 

; : K « : 
punkt mit dem Radius — ergiebt sich auf dem oben auseinandergesetzten 

2 
Wege nicht grósser als A e Te + k^) , auf einem Kreis mit dem Radius 

K n 
ai nicht grösser als 4 a + i)? . Daraus folgt ganz ähnlich wie oben 

fiir das Verfahren die ee ) 

Em 2} 455 kinds betel du 
Eig 4er nt fh: Ba) = - = Di n + 

: (Ee K* — 4|u|* | K | 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 12 noüt 1891, 51 
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oder auch 

K? | 2u|2+4 
K? — 4|w|* | K’ 

) —n(n+1) 

1 1 

1,50 REG) 

2 a. c K K 2 : 
Hierbei ist |u| <= resp. |u| <— vorausgesetzt. Wird |w| nicht grösser 

als der vierte Theil von A resp. A” angenommen, so ist die Genauigkeits- 

grenze 
1 1 

kp Eget 6 2 erneut CL A ME ae 
1 

mu 
1 

(1 12 he een, 

Sei z. B. 

I — a*)\(t — kx?) 

1 aa E = 
=, k = sin 75 

V( 

zu berechnen, so findet man 

n log sin e, log cos 7, e. re 
| s 

O O ,0000000 90° IS 

I 9,9500183 DT 21d DOME TIRE 

2 | 9,7795127 | 9,9104299 | 37° 0° 17,8” 35° 32’ 50,4" 

3 | 9,5227724 | 9,9762467 | 19*27'58,55" | 18° 46” 39,55” 

4 | 9,2338962 | 9,9939681 9° 51° 59,76" 9° 31° 37,96" 

5 8,9359809 | 9,9984860 4° 46' 52,9" 

Nun berechnet man den Ausdruck der oben abgeleiteten Formel 

32768 sin cg, 5376 sin g, 168 sing, IT sing, 

2835 cos7, 2835 cos y, 2835 cos y, 2835 cos y, d 

in welcher man die Logarithmen der Coefficienten aus einer ein für alle 

Mal berechneten Tabelle entnehmen kann. Der Ausdruck ist ein Nä- 

herungswerth für den vierten Theil des Integrales. Er ergiebt sich gleich 

0,6920154 mit der Genauigkeitsgrenze 1,2.107°. Hierzu kann ein 

Fehler kommen durch den Gebrauch siebenstelliger Logarithmen. Wir 
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können annehmen, dass sich logsing und logcosy bis auf eine Einheit 

der siebenten Stelle genau ergeben. Die Logarithmen der Producte von 

ae in den betreffenden Coefficienten, werden alsdann bis auf 2,5 Ein- 

heiten der 7°" Stelle sicher sein, die zugehörigen Zahlen also etwa auf 

6.10 * ihres Betrages. Das macht in dem gegebenen Falle höchstens 

etwa 8 Einheiten der 7‘ Stelle aus. 

muss also weniger als 2.10 ° von dem wahren Werth abweichen. In 

der That ist er bis auf etwa 4 Einheiten der 7'" Stelle richtig. 

Es muss zugegeben werden, dass die Berechnung der Perioden 

schneller mit Hilfe der Thetafunctionen ausgeführt werden kann, indem 

man die Theilung einer Periode durch 4 benutzt, besonders dann, wenn 

Der gefundene Näherungswerth 

beide Perioden doch berechnet werden müssen. 

Wenn aber nur eine Periode zu berechnen ist, oder wenn nur ein 

Werth des Integrals für besondere Grenzen gefunden werden soll, oder 

endlich wenn die Perioden bereits bekannt sind, so mag das auseinander- 

gesetzte Verfahren wohl am schnellsten zum Ziele führen. Für die Aus- 

führung mit Logarithmen seien hier noch für die Fällen — 1,2,3,4 

die Logarithmen der Multiplicatoren auf sieben Stellen angegeben. 

n | C, — C, C, — C, C, 

| | 

I 0,4259687 | 9,5228787 

2 | 0,7550275 | 9,9488475 | 8,3467875 
3 1,0628969 | 0,2779062 | 8,7727562 | 6,5474470 

4 1, 3656267 | 0,5857756 | 9,1018150 | 6,9734157 | 4,1409068 

I 0,7269987 | 9,5228787 

2 | 1,3570874 | 0,2498775 | 8,3467875 

3 | 1,9659869 | 0,8799662 | 9,0737862 | 6,5474470 

4 | 2,5697467 | 1,4888656 | 9,7038750 | 7,2744457 | 4,1409068 

Bei den Logarithmen, welche die Charakteristik 4,6, 7, 8,9 haben, ist 
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— 10 zu ergänzen. Diese Werthe werden für die meisten practischen 

Zwecke ausreichen. 

Um aber auch den Gebrauch grósserer Werthe von » zu ermöglichen, 

sollen die Coefficienten für ein beliebiges » angegeben werden. Die Ent- 

wickelung der Functionen g(a) ist enthalten in der von EuLer gegebenen 

Entwickelung von 

(1 + az(1 + a)... (1 + a2). 

Bezeichnet man dieses Product mit P,(«,z) so hat man in Folge 

Definition die beiden Gleichungen: 

(1 + az) P,(a , az) = P,,,(« , 2), 

(+ are) Pu 8) = Prud e). 

folglich 
(1 + az) P,(a , az) = (1 + a"*' z) P, (a, 2). 

der 

Bedeutet /,(a) den Coefficienten von z^ in der Entwickelung von P,(a, 2) 

nach Potenzen von z, so folgt aus der Vergleichung der Coefficienten von 

e (ui Te E UN) 

f,(a)a* + fa_ı(a)a® = f,(a) + fa. (a)a"*! 

oder 
f,(@)(a* — 1) = f; (aa^ ** — a’), 

n(n+1) 

Da f,(a) = 1 und f,(a) = a ? , so folgt: 

qt are art — at antl mn atl À 

Bais rique ME a^ — I a? — I QI — 1 3 

ql — qt anl ex ae! anti ENT, AT a*=1 EST qr—4tl E eH 

= e EE  —....-. Mm 0 

at — I al — I a— I a—iI a” —ı a^ — I ? 

oder auch 

atti I atti — ı art? — I 
(a) == anti — act fan(a) >= an+l — gctlgnil — ars la+e(@) aah ae 

a@+tl_— ı at? — I ee Enilcrer eer) 
> 

— — Fo T oem ee a 
qt} — act] qrti__ q2+?2 artl_—anr a (ESI a? 547 q—*— I ı 
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Für die Functionen ç(x) wurden nun oben die folgenden Ausdrücke ge- 

funden. Im ersten Fall, wo in der Entwicklung der Function f(x) alle 

Potenzen vertreten waren, ergab sich 

im zweiten Falle, wo f(w) nur ungerade Potenzen enthielt 

3 Er. 25/5 — 59 w— 2?^n41 
x 

MT ENTE EE 1 — 22m 

endlich im dritten Falle, wo in der Entwickelung nur gerade Potenzen 

vorkamen: 

e(2)=: 

Alle drei Functionen lassen sich durch P,(a, 2) ausdrücken. 

Es ist im ersten Falle: 

eu? p= 2271) 
cmm a= 

im zweiten Falle: 

: an P;(4 DES 221) 

g(x) = x PGs, = à) 

im dritten Falle: 

À n DAE Are) gu) E Ci REM TÉ 

Darnach ist im ersten Falle: 
NR, 

2 2 
Cx, —— (— ses - 

(ip oes Sa Sa ae) 

im zweiten Falle: 
__ (n—a)Yn—ae 1) 

(r— 42) — 473)... — 4-9X1— 43X1 — 479). — 47789)" 

_(n=a)(n—a+ 1) m 

n—a 4 d à 

m I aS emet oe 
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Jedes Mal haben C, , und QC, denselben Nenner und können sich nur 

durch das Vorzeichen und die Potenz von 2 resp. 4 im Zähler unter- 

scheiden. 

Zur Berechnung der Zahlen 

I I 

(L2 000—243) Oe) resp. (1 — AT —4-2)...(1—4 9) 

welche in den Ausdrücken für die Grössen C vorkommen, kann man für 

grössere Werthe von a die von Eurer gegebene Entwickelung benutzen: 

3E 

I]. Ga) NN ES 
= 22,100 k=-n..+% 

Es ist: 
I (1 — a**t!(r — act?) 

(1 — a1 — a?)...(a — a?) (1 — ay(r — a’)... 

(1 — ati) — act?) 
ET à 

: 2e Dya 2 

Der Zähler kann auch in eine bequem zu berechnende Reihe entwickelt 

werden mit Hilfe der ebenfalls von Eurer gegebenen Formel 

n(n+1) 

2 
2 ES x 5 

1 + az\(1 + 2%)... in inf = > - Ze 
( a X i ) (1 — zy1 — z?)...(1 — e") 

Setzt man z = — a^, x =a, so ergiebt sich der Zähler des obigen Aus- 

druckes gleich 

a2 t1 a?« t3 a3et6 

See. 
qe DEED eem a)(t — a*(1 — o?) 

= I 
Für a = - ist 

4 

I(— la? = ı -a—a+a+a—a”— qi 

bis auf einen Fehler von weniger als 107". 

Es ergiebt sich: 
3K4k 

Et 1)Fa 78 210 6885 3758 7 0203- 
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Nun berechne man direct 

I I I I I I 

, , Dae aan mn 

Für a — 4 werden die vier Glieder 

atti a2a+3 aa+6 

1—a Vene aX1 — a’)(I — a^) 

den gesuchten Werth jenes Zählers schon bis auf 15 Stellen genau an- 

geben. Für grössere Werthe von a werden noch weniger Glieder genügen. 

= vs I 
Man erhält so für = den folgenden Ausdruck, 

(1 — a)(1 — a?)...(1.— a?) a 

welcher für a — 4 den Werth auf 13 Decimalen angiebt 

1,89108547 194. 107? 
1,4523536424496 — A 

2199207002 PEINE E.G) DES NOT 
st: 414—290 t^ 490—929 > 

NACHSCHRIFT. 

Wie Herr PHRAGMÉN mir mittheilt ist die oben vorgeschlagene Mo- 

dification des Verfahrens von ARCHIMEDES, was die Berechnung von x 

betrifft, bereits bekannt und in dem Lehrbuch von SaiGey: Problèmes 

d’Arithmetique (Paris 1859), auseinandergesetzt worden. Es ist mir nicht 

möglich gewesen, dieses Buch einzusehn und ich habe nicht verfolgen 

können, wer der Urheber des Verfahrens ist, und wie weit es ausser zur 

Berechnung von z noch angewendet worden. 
GER. 
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UBER DIE GEOMETRISCHE BEDEUTUNG 

DER FLACHENTHEORETISCHEN FUNDAMENTALGLEICHUNGEN 

VON 

J. KNOBLAUCH 
in BERLIN. 

1. Die drei Gleichungen, welche zwischen den sechs Fundamental- 

grössen erster und zweiter Ordnung einer Fläche stattfinden, haben fol- 

gende Form: 

| 21og S. : j 

FUCO 1 an ee 96 aF | 
OTS 2VEG — F°|[êù VEG — F° & 9D GE an 

(1) | " 
^. Ologz 

S ox Eo uae OM 2p | 
=: er à n) 

dv VEG — if 2 eu cv cu, 

= Tan ih pee © M.) = 6} a S pea gendo NER -( 
dv 3 

(2) 
aM 

dv 
+ LJ! + MJ;— ( + Msi + NA) 2 

Hierin bedeuten J,,...,J; die sechs, aus den Grössen E, F, G und 

ihren partiellen Ableitungen gebildeten Curistorrer’ schen Verbindungen 

[CuristorreL, Journ. f. Math. 70 (1869); vgl. Einleitung in die allgemeine 

Theorie der krummen Flächen (Leipzig 1888), $ 28, 65]. Man deutet die 

Formel (1) gewöhnlich als den Satz von der Unveränderlichkeit des Krüm- 

mungsmasses bei allen Biegungen einer Fläche. Allein durch diesen Satz wird 

der Inhalt der Gauss’schen Relation nur unvollständig wiedergegeben; denn 
Acta inathematica. 15. Imprimé le 1 août 1891. 32 
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er besagt blos, dass das Krümmungsmass K sich durch die Fundamen- 

talgrössen erster Ordnung darstellen lässt, .die Form der Abhängigkeit 

aber, d. h. der Ausdruck der Function auf der rechten Seite von (1), 

bleibt unberücksichtigt. Auch die Mehrzahl der mehr oder weniger ele- 

ganten Ausdrücke, welche seit Gauss für die Grösse K gegeben wurden, 

hilft diesem Mangel nicht ab. Denn sie sind meist algebraische Iden- 

titäten, während die durch die Gleichung (1) dargestellte Beziehung zwi- 

schen einer simultanen algebraischen Invariante zweier Differentialformen 

und der Gauss’schen Invariante einer von ihnen ihren Grund in den 

Bedingungen der Stetigkeit und Differentiirbarkeit hat, welchen die Car- 

tesischen Coordinaten der Fläche unterworfen sind. 

Von dem erwähnten Einwurf frei ist der Ausdruck des Krümmungs- 

masses, welchen O. Bonner schon vor längerer Zeit angegeben hat 

[Journal de l'Ecole Polytechnique, Cah. 32 (1848), p. 54], welcher 

jedoch, vielleicht wegen der zu seiner Ableitung benutzten Methode, we- 

nig bekannt geworden zu sein scheint. Es sei g, die geodätische Krüm- 

mung einer, auf der Fläche gezogenen Curve der Schaar ¢(w, v) = const. 

ferner g,, die durch das Bogenelement der Linie d(u, v) = const. dividirte 

Veränderung, welche g, beim Fortschreiten längs dieses Bogenelementes 

erfährt. Denkt man sich auf der Fläche irgend zwei orthogonale Curven- 

schaaren angenommen und wählt diese zu Coordinatenlinien, so geht 

(für F — o) die Gleichung (1) über in 

(3) K I | © ( I = Te = ( I "A 

x 2v EG |?u \YEG eu 9» NEG v /| 

Nun ist für F — o ferner: 

I 9G I OH 

(4) UN amer co MU E cm 
2GNE9u 2EVG ev 

mithin folet: 

{ ] I du gt I 2 ( I = 

6 uv =.= = FU Aus rg ZT 

(s) | \ VE eu 2VEG du \V EG du 

5 
_ 1 8g. ; I E I 9E 

gu = Iz? SM zx Joie D En ( / 2a 3 1 VG et 2y EG à v EG ct 

und durch Vergleichung mit (3): 

(6) K = gu + ge — Iu — Ge 
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Dies ist der von Bonner herrührende Wert, welcher in mannigfacher Weise 

modificirt werden könnte. 

2. Ebenso wie die Gleichung (1), müssen auch die Formeln (2) 

telationen zwischen geometrischen Grössen liefern, welche für jede Fläche 

Giltigkeit haben. Zur Deutung jener Gleichungen hat Bour, welcher be- 

kanntlich in seiner Abhandlung über die Abwickelung der Flächen einen 

ausgedehnten Gebrauch von ihnen macht, einen Weg angegeben [Jour- 

nal de l’Ecole Polytechnique, Cah. 39 (1862)]. Allein abgesehen 

davon, dass die Verfolgung desselben nur für das specielle, von Bour 

benutzte System orthogonal-geodätischer Coordinaten verhältnismässig 

einfache Resultate ergibt, so würde sie auch die Hinzuziehung von Grös- 

sen nötig machen, welche bei sonstigen flächentheoretischen Untersuchun- 

gen von geringem Nutzen sind. Eine derartige Einführung wird ver- 

mieden, wenn man gleichzeitig mit der gegebenen Fläche auch ihre Krüm- 

mungsmittelpunktsfläche betrachtet. Mit den vier Hauptkrümmungsradien 

der Evolute (und den beiden Hauptkrümmungshalbmessern der Urfläche) 

steht jede andere geometrische Grösse, welche wie jene von den Differen- 

tialeoefficienten bis zur 3. Ordnung abhängt, notwendig in Beziehung. 

Es ist bei dem engen Zusammenhange, welcher zwischen Krümmungs- 

mittelpunktsflàche und Krümmungslinien stattfindet, zweckmässig, die 

Krümmungen oder einfacher die geodätischen Krümmungen der letzteren 

in Rechnung zu ziehen. Die Fundamentalgleichungen (2) geben dann, wie 

leicht zu sehen, zwei Relationen zwischen diesen und den vorher genann- 

ten Grössen. 

Bezeichnet man nämlich die, durch HG — £F" dividirten linken Sei- 

ten der Formeln (2) mit a und f, ferner mit « und / die Ausdrücke, 

welehe in analoger Weise unter Zugrundelegung eines zweiten Systems 

von Coordinaten p, q gebildet sind, so bestehen die Beziehungen: 

Ou ou 
, n 

a -—— aq —+f — 
DLE, 

dv ov 
, gy 

—a--—-F-m 
e 9p i dq 

[WenGaRrTEN, Festschrift der Technischen Hochschule zu Berlin, 

1884]. Sie lassen erkennen, inwiefern die Gleichungen a' = 0,9 = o 
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für das Verschwinden von « und A notwendig und hinreichend sind, 

und dass es mithin genügt, die Bedeutung der in Rede-stehenden For- 

meln für ein irgendwie specialisirtes Coordinatensystem anzugeben. 

Nimmt man nun p und 4 als die Parameter der Krümmungslinien 

an, so wird 

(7) HO ATL 

5 I 9E "5 1 0G 

190517 eG az? THON ep 
(8) 

; I 9E ; I 0G 

Hi Prive! ie Tee 

und die Fundamentalgleichungen lassen sich bei Einführung der Haupt- 

krümmungsradien 

(9) fh 5; 

in die Form setzen: 

| Bel ne 
(10) 

9 0, 0, 
| =! iQ ge 

2 2 j 

Aus den Ausdrücken der Cartesischen Coordinaten 

$m er oP a ¥,=y +p, Yl, 2 =2 +0,24 

für die, zu p, gehörige Schale der Evolute ergeben sich ferner mit Be- 

rücksichtigung von (7, 9) folgende Werte der Fundamentalgrössen 1. und 
2. Ordnung: 

20, \ ? 20, On p 2 /9p - 
EE fathead DE rent ee ae a) E—(x), POT, G, a(1 2 2 

'E à bm 2G 

(12) f e N Fa US, N,—— (1-2). 
p, 9p 2VE Pa) °p 

Summe und Produkt der Hauptkrümmungen der Evolute werden hieraus 

in bekannter Weise gebildet; die Resultate sind: 
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ele) Se t 
VAL ( Pa * (3, ) | I 2 log G 

(13) H, = — p * gp i. ? ap 
G (1-2:) A a E («— Pi 9, y V 5: 

Re (1-2) 2: m Pi p,) 9p 

log E 1 © log G 

eq 
durch die 

ri ai 

Hierin, sowie in (10) können die Ableitungen = 
cp 

geodätischen Krümmungen g, und 9, der Kriimmungscurven q — const, 

p — const. vermóge der Gleichungen 

I Olog E PLE 1 log G 

2VG 9q 5 2VE 9p (15) yr 

' a) 
. as . . . c c 

ersetzt werden. Eliminirt man diese Ableitungen, sowie ^ und ?! aus 
°q ep 

(13, 14, 15) und der ersten Gleichung (10), fügt dann der entstehenden 

Relation diejenige hinzu, welche in gleicher Weise bei Bevorzugung der 

zweiten Schale der Evolute sich ergeben würde, so erhàlt man: 

(16) [H, (p, — 23) + 0:92) 29. + K, (o; — 0;) (1 + om) — 0, 

CA, (03 -——p) is TP zm K, (6. A ar pj.) ei: 

Dies sind die gesuchten Gleichungen, welche für 

Y,— — (k=1,2) 

die Form annehmen: 

| riga (rig; — H, (ri a r2)] + K, (n SF ry Fr 91) == De 

(17) a a 
1391 [ro — Hs (r; — 7j) + KR (ri — rn + 92) = 0. 

3. Die Einführung der Hauptkriimmungshalbmesser der Evolute 

bewirkt, dass jede Flächenklasse, welche durch eine invariante partielle 

Differentialgleichung dritter Ordnung definirt wird, durch eine geometri- 

sche Relation gekennzeichnet werden kann. So ist von HALPHEN [Bulle- 



254 . J. Knoblauch. 

tin de la Société mathématique de France, 4 (1876)] für die 

Werncarten’schen Flächen die Gleichung 

(18) K, K,(H* — ak)? K'=o 

gegeben worden. Im Allgemeinen ist es zur Vermeidung umstàndlicher 

Eliminationen vorteilhaft, anstatt der Gróssen H,, H, oder wenigstens 

gleichzeitig mit ihnen auch g, und g, zu verwerten. Denn die stets auf- 

tretenden Ableitungen von yp, und p, oder r, und r, kommen in jenen 

quadratisch vor, während sie, durch g,,y,, K,, K, ausgedrückt, aus (10, 

15, 14) und der entsprechenden Gleichung für K, als ganze resp. ge 

brochene lineare Functionen erscheinen. Die Werte sind: 

I Or, e A I, ur im (r Ne 

VE ep nr, Ke VG q per 7)fis 

19) 
I ds = (r 27 )g à er, E "à E 

VE ep 2 DPA VG °q Tad KS 

Sie können z. B. dazu verwandt werden, eine charakteristische Eigenschaft 

der geradlinigen Flächen zu finden. Man definirt diese Flächen zweck- 

mässig durch die Bedingung, dass die eine Schaar ihrer Asymptotencurven 

geodätisch ist. Bezeichnet nun 

Pdu + Qdv =o 

die Differentialgleichung dieser Schaar, so drückt sich die gestellte Be- 

dingung durch die Gleichung aus: 

9 GP — FQ 9 FP— EQ 
Ou VGP? S BPO EQ? ov JG P* — 2FPQ + EQ 

Die krummlinigen Coordinaten seien die Parameter der Krümmungs- 

curven, so kann gesetzt werden 

Reb irs) I SNC EE 

wenn von den beiden Hauptkrümmungen r, > o, demnach r, < o an- 

genommen wird. Die obige Bedingung wird alsdann 

. 8 Gr 2 — Er, 
20) ORAL c dh MT op Em oq ry, — 1 
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und transformirt sich vermöge (15, 19) in 

Frère | Gat 

(21) IgV", E de 305 ENS n] an IN", | 
1 

. . . — wv. . Y 

Die beiden Vorzeichen von V * entsprechen den beiden Schaaren der 
1 

Asymptotencurven. 

Handelt es sich zweitens um die Bestimmung der Gavss'schen In- 

variante der Differentialform 

B = Ldu’? + 2Mdudv + Ndv?, 

so setze man für die Parameter der Kriimmungslinien 

€ N oN 9 ^ 1 Ob 
K, = LUN m ) ht 

b VLN | op ( VL N 9p ) + A, ( - ) 

entnehme aus (9) die Werte 

en, IN Gr 

und benutze die Fundamentalgleichungen (3), (10), die letzteren in der 

Form | 

mn quon pen S 
9q 2b og op 2G. “op 

Dann liefert die Durchführung der Rechnung 

4 I 
(22) RE sri 

" c3 ; 2 (irs zu (r TE y) a Pa ji Es 4n (r BR jb | 

Ariri| 172 Kk, 1 208) ZN ra 1 2 | i 

Für die Annahme JA, =o ergibt sich eine Klasse von Flächen, deren 

Asymptotencurven durch Quadraturen bestimmbar sind. 

4. Die Einführung geometrischer Grössen, wie sie im Vorhergehen- 

den für die dritte Ordnung angedeutet worden ist, erweist sich als be- 

sonders nützlich, wenn es sich um die Angabe eines analytischen Kenn- 

zeichens für eine Flächenklasse handelt, welche durch eine vorgeschriebene 

Eigenschaft definirt wird. Denn sobald es gelingt, diese Eigenschaft in 
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eine metrische Relation umzusetzen, so ist damit der Weg zur Auffindung 

der gesuchten partiellen Differentialgleichung vorgezeichnet. In der oben 

erwähnten Abhandlung hat Bonner die, -aus 

leicht abzuleitende metrische Eigenschaft der Flächen mit isometrischen 

Krümmungscurven aufgestellt, deren partielle Differentialgleichung neuer- 

dings auf einem ganz anderen Wege durch WEInGARTEN bestimmt worden 

ist (a. o. a. O.). Für diese, wie für andere interessante Flächenklassen, 

welche von partiellen Differentialgleichungen vierter Ordnung abhängen, 

reicht die Benutzung der auf die Krümmungslinien bezogenen Grössen g,, 

aus. Es werde gesetzt: 

I og, I 9g, 

| VE om — VID Va ?q = Jia 

23 
in "own Pr 

VE 2 =a ans VG oq = faa 

Dann erhält man z. B. für die, der vorigen verwandte Klasse von Flächen, 

deren Krümmungslinien auf der Gauss’schen Kugel ein isometrisches 

System entspricht [Wetncartey, Monatsb. d. Berl. Akad. 1886], aus 

5 
9° log E 

ale 6. E 

ee be pag 

die Gleichung 

9199, 4 (1 Va Va on 2 : a = Lo. (24) gases E En x mn À nf 

Es sei die entsprechende Relation noch für die Flächen mit einer 

Schaar ebener Krümmungscurven zu bestimmen. Bezeichnet ç, den Winkel 

zwischen der Flächen-Normale und der Hauptnormale der Krümmungs- 

linie q = const., so muss nach einem bekannten Satze 

8g, 
BZ f(q) oder a =o 
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sein, wenn die Schaar g — const. eben sein soll. Ferner hat man 

Diese Gleichung verwandelt sich mit Hilfe von (19, 23) in die gesuchte: 

(25) (r, Ex ry) K,gui — rigigs = ©. 

Berlin, September 1889. 

* 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 3 août 1891, 33 
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ÜBER DIE 

ALLGEMEINE FORM DER EINDEUTIGEN INTEGRALE 

DER LINEAREN HOMOGENEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

MIT DOPPELTPERIODISCHEN COEFFICIENTEN 

VON | 

E. A. STENBERG 

in HELSINGFORS. 

% 
* 

Von den zahlreichen Untersuchungen über lineare homogene Diffe- 

rentialgleichungen mit doppeltperiodischen Coefficienten, welche seit Her- 

mire’s berühmter Behandlung der Lamé'sehen Gleichung.* und zwar durch 

sie angeregt, ausgeführt worden, nimmt neben den wichtigen Sätzen der - 

Herren Picarp, MrrrAG-LErFFLER und HALPHEN über das Verhalten der 

eindeutigen Integrale bei Veränderung des Arguments um eine Periode * 

die Untersuchung des Herrn Froquer über die analytische Form jener 

Integrale? durch ihre allgemeine Giltigkeit eine besonders hervorragende 

Stellung in der Theorie der betreffenden Differentialgleichungen ein. 

! HERMITE, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, premier fascicule. 

Paris, Gauthier-Villars 1885. 

? PıcarD, Sur une classe d'équations différentielles linéaires. Comptes rendus 

de l'Académie des sciences de Paris. 19 Janvier 1880. 

MitTAG-LEFFLER, Sur les équations différentielles linéaires à coefficients doublement 

périodiques. Comptes rendus de l'Académie des sciences de Paris. 16 Février 

1880. 

HALPHEN, Mémoire sur la réduction, des équations différentielles linéaires aux formes 

intégrables. Tome 28 du Recueil dit des Savants étrangers. 

* FLOQUET, Sur les équations différentielles linéaires à coefficients doublement pério- 

diques. Annales scient. de l’école normale supérieure. Année 1884. ; 

Acta mathematica, 15. Imprimé le 3 noüt 1891 
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Von den erwähnten Sätzen ausgehend findet der letztgenannte Ge- 

lehrte dass die eindeutigen Integrale in Gruppen eingetheilt werden können 

von der Art dass, wenn ¥,,Y,,+++)¥Ym eine solche Gruppe bilden, so hat 

y; die Form | 

ay + (bot + dau) + (ew + Guu + egw?) +... 

: + (hou +1... Eh), 

wo die Coefficienten a,b,c,..., h doppeltperiodische Functionen zweiter 

Gattung mit denselben Multiplicatoren und 

200 /6(% 7) 200 (Oo (x í 
4 = — ( =. Ln), y= SS ( ( — Za) 

mv NO d) ©) 

sind. Da diese analytische Form der Integrale eine auffallend grosse 

Menge verschiedener doppeltperiodischer Functionen enthält — ihre An- 

—À — habe ich versucht 
m 2 3 

Relationen zwischen ihren Coefficienten aufzufinden um somit eine Form 

zahl ist z. B. in der obigen Gruppe 

aufzustellen, die in dieser Hinsicht einfacher wire. In Betreff des Re- 

sultats meiner Untersuchung, die hier in den acht ersten Paragraphen 

folgt, verweise ich auf $ 9, wo ich eine Form angegeben habe, welche 

sich dadurch von der Floquet'schen unterscheidet, dass die Anzahl der 

doppeltperiodischen Functionen derjenigen der Integrale selbst gleichkommt. 

In meiner Form treten aber ausser den doppeltperiodischen noch andere, 

von mir durch 4,, bezeichnete, Functionen auf, welche die Stelle der 

Potenzen von w und w' sowie ihrer Produkte einnehmen. Diese Func- 

tionen lassen sich doch, wie aus $ ro ersichtlich, eindeutig. bestimmen, 

sobald die in $ 9, Mom. 3, aufgestellten m (m — 1) Constanten bekannt sind. 

1. Wenn eine homogene lineare Differentialgleichung mit doppelt- 

periodischen Coefficienten » linear unabhängige, eindeutige Integrale hat, 

kann man, wie bekannt, immer ein System von » linear unabhängigen 

eindeutigen Integralen f,, f,,..-,/, finden, welches sich so in Gruppen 

eintheilen .làsst, dass wenn f(x), f,,(x),..., fi ,,(v) die zu einer Gruppe 

gehörenden Integrale sind, so erleiden sie bei Vermehrung des Arguments 

um eine beliebige Periode 2@ folgende Veranderungen 
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h(x + 20) = ch (x), 

fit + 20) = cf (n) P L[f, (x) , fii) Doo 23 fis a(&)] (71,2154) 

wo c eine von x unabhängige Grösse und /. eine lineare algebraische 

Function der eingeklammerten Grössen ist. Ausserdem lässt sich eine 

homogene lineare Differentialgleichung (y + 1)* Ordnung mit doppelt- 

periodischen Coefficienten aufstellen, zu. der die erwähnte Gruppe ein 

Fundamentalsystem von Integralen bildet. Hierdurch wird die Frage über 

die allgemeine Form der eindeutigen Integrale einer homogenen linearen 

Differentialgieichung mit doppeltperiodischen Coefficienten auf die ent- 

sprechende einfachere Untersuchung der Integrale einer solchen Differen- 

tialgleichung zurückgeführt, deren sämmtliche Integrale eindeutig sind und 

zur selben Gruppe gehören. Eine Differentialgleichung dieser letzteren 

Art werde ich kurzweg | 

B= 0 

bezeichnen, wobei / die Ordnungszahl bedeutet. 

2. Es sei » eine gewisse positive ganze Zahl. Von jeder Differen- 

tialeleichung 33, , = o setze ich nun folgende Eigenschaft voraus, welche 

bekanntlich jeder Differentialgleichung ®, — o zukommt, nämlich dass sie 

ein Fundamentalsystem von Integralen von der Form 

3, = g(x), 

Ya = £(x)LA, Ar A, sf s (0) is 2055 zr Ai sp by) sis gu (E) 

(1— 2,3, ..., n—1) 

hat, wo ç(x) eine doppeltperiodische Function zweiter Gattung, c, (x), 

Gua(L) +++ eu, (v) solche Functionen erster Gattung und 4,, ganze al- 
: . CE : : 

gebraische Functionen (p — »)** Grades von z und — (@— x,) sind, wobei 

x, eine beliebig gewählte constante Grösse bedeutet, welche keinen Ein- 

fluss auf die Function g(x) hat, dagegen aber gewöhnlich als Unendlich- 

keitsstelle der Functionen c,,(r) auftritt. Ausserdem neltme ich von den 

Functionen A,,, welche ich unter Benutzung der kürzeren Bezeichnung 
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als Functionen zweier unabhängigen Variabelen z und 4 betrachte, an, 

erstens dass sie kein von den Veränderlichen unabhängiges Glied ent- 

halten und zweitens dass es möglich ist gewisse Constanten 

a - und b (7—1,2, ...,]4 —) HV, 7 It V, T 

aufzustellen, welche die Bedingungen 

== en a Gata A ves + RUE == LR Syeda’ == Cy y,p—v9 

Au» — (| py yt) == b, PA „A psy #2 =F QRET in == b, y, [L—»— 1 À U,p—1 T BY, =v 

für jeden Werth der Veränderlichen genügen. 

Auch diese Eigenschaft kommt jeder Gleichung ®, = o zu. 

Auf diesen Voraussetzungen fussend m ich im Folgenden be- 

weisen dass auch jede Differentialgleichung n‘ Ordnung 3j, = o und 

somit überhaupt jede Gleichung der betreffenden Art ®, — o die ge- 

nannten Eigenschaften besitzt. 

3. Durch eine Substitution y = y, f ude kann die Gleichung 3, — o 

immer in eine Differentialgleichung n — 1'* Ordnung, die auch von der 

mit Ys, = o bezeichneten Art ist, übergeführt werden, weil es immer eine 

doppeltperiodische Function zweiter -Gattung y, giebt, welche $$, — o 

integrirt. Die so erhaltene Differentialgleichung, die ich WP, = o be- 

zeichnen werde, hat der Annahme nach ein Fundamentalsystem von Inte- 

gralen 4w,,9,,...,w, von der Form 

pup P qus 

U, EIS e" (s JE A; SF Au orale r) Siu E Ayn Part) ais uos (x)], 

(2 =2, 3, ...,n—1) 

n,2 wo aber nicht nur g(r), ¢3(%),..., eO, (x) sondern auch. gg? (z) 

doppeltperiodische Functionen erster Gattung sind. 

Die hier vorkommenden Functionen 

A=u—v p=u—v—A 

(u) X p, v) Amp 11—2,3,..., n—1 

Ani REOS aan) n,v 
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wo Cf? =o ist, haben laut der Voraussetzung die Eigenschaft 

T=p—v—1 2 / 

ud» — Q) A a 
d eI > a, »; A) „v+r T a, N 

2 T=p—v—1 

Se Ae (1) (1) (1) 
9 A, Nm p br y, EAE Y+T a DUE p 

Um nun die Integration der Functionen u, ,%,,...,%,_, zu bewerkstelli- 

gen, führe ich statt der doppeltperiodischen Fünchinidi (CER AT e C) Mee 

(Tr) andere elliptische Functionen ein, die ich (x), 61a), ..., 

dKP., (x) nennen werde. Vor dem ist es aber nöthig folgende Vorbe- 

merkungen zu machen. 

Jede elliptische Function di x) kann als Summe zweier solchen Func- 

tionen G(x) und H(x) betrachtet werden, von denen die erstere die Eigen- 

schaft hat, dass ihr Integral eine eindeutige Function ist, und die letztere 

nur Unendlichkeitsstellen erster Ordnung hat. Diese Functionen bestimme 

ich so, dass wenn 

d (x) y= OF 002 ( BE é) + EGp(x — en 

ist, so wird 

sein. Hierdurch ergiebt sich 

[G(z)de = C.x + Kig + F(z), 

EC 
und Z(z) eine elliptische Function ist. 

In analoger Weise werde ich die neuen Functionen 44? (c) als Sum- 

men von je zwei Functionen 

dO (x) = la) + Hi) 
und 

LE (a)de = Cr + Kp + F(x) 

schreiben können. 



264 E. A. Stenberg. 

Unter Zugrundelegung dieser beiden Gleichungen stelle ich zur Be- 

stimmung der einzuführenden elliptischen Functionen 4, (x) die Recur- 

sionsformel 
T=y—1 

(a) = (re (EE Cale + Up NE) 
sn ee 

»—2,8,....] 

auf. Die hier vorkommende noch unbestimmte Function FÜ) (x) ergibt 

sich dureh die Gleichung 

9? (a a = g(a }- (a=1,2,...,n—)) 

Durch Einführung dieser Functionen wird nun 

y-pn T—y—1 v=u 

= ZA Aye, , DD (x) =F lI AU) I Ue (a v) (121,2, ...,n—1) py 

wo ich der Kürze wegen 

AD), = 1, 

©) (2) = [ay + OY,» pe — aJ] Fr) 
geschrieben habe. 

4. Durch theilweise Integration erhalte ich 

[49 G2 a) de = An [CHR + Ke + FQ] 
T=h 

d x1) 0) (1) zn a ay m T, — fe x + Kg) + AY de EAN. (ade 

und da 
p=p—yv4+1 

1) (1 1 u Pam ex s v») 3] (Che + Kg) adr = V Pur 
p=2 P 

stag ae e I ÀA—p--» p=u—v—A+l 

un 7) „CH, À NES (1) Al (o À € Moe. Yo Y (must Knees) pha 
A=2 A=1 p-1 

(1) E 

A=n—v p=p—v—A 

(DE 1) À vy) — 5d ed v») A 

Ri = » >= (e ver, P “ait C ;n)e « d^ 
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ergibt sich 

[ALGO (2)da = BO, + AD FO (x) + (RO da 

= fes a fios (DE 
e 

eset. He E p=p—y—A41 

(Da (1) (9 > ; B= Oa wt Y 19 OY Ope, 
p-2 (2 En p=0 

und 
M 

v=u—1 v=n—1 y=p—1 

a NGL) e/a Ny ee (1) AQ x» ( BN ; 1 2 AVG (adn — 2 [B®, + AD FO (x)] + fda = RY, 
t 

> y-pu cyl 

= far 2:41, 2, et) 

Zufolge dieser Gleichung erhält man bei der Integration der Func- 

tionen 4, , 4, , ..., 4, , das Resultat 

?- 
va fk vl »—pn—1 y= jh 

| ZB. d 2 ADE (a | de Z RO + de & ADA (a) 

(u=1,2,..,n—1, 

wo 

Bo, — OO 2 + Kid Is fh [Ly A" fy p. 

zu setzen ist. 

Die in dieser Formel noch zu integrirenden Functionen DR und 1,9 

YA” HO, (x) werden, wie sich aus den unmittelbar bevorstehenden Un- 

tersuchungen ergeben wird, durch die Anforderung, dass die Integrale 

der Functionen w,,U,,..., w, , eindeutig sein müssen, identisch ver- 
1 > 

schwinden. - 

5. Dieser Anforderung kann nur dadurch Genüge geleistet werden 

dass die Function 2240, HU), (x) in der Umgebung jeder dem Werthe x, 

incongruenten Stelle den Character einer ganzen Function hat. 

Es sei 

=~ p [5 Di HOG)-Y EEE exeo 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 4 août 1891. 24 
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so muss also die Gleichung 

(p) ga) (p) 4a) (p) a) Gy A 
a An s HP: P 5 SH == CE AL Se On — 0 

erfüllt werden, wenn für x ein beliebiger dem Werthe &, congruenter 

Werth substituirt wird. Hieraus ergiebt sich aber dass diese Gleichung 

in Beziehung auf ¢ und x eine.Identität sein muss, denn eine ganze al- 

: : o : = 5 
gebraische Function von z und —(r —x,) kann nicht ohne identisch zu 
3 6 

verschwinden für simmtliche Werthe des Argumentes x, welche einem 

gewiseen Werthe congruent sind, Null werden.' 

! Jede solehe Function 

= 5 À rule) 
geht nämlich dureh die Substitution = £ + 2yw + 2v'w' in eine ganze algebraische 

Function von 2v über, deren Coefficienten ganze algebraische Functionen von w + — c 
v 

Vor Nee = ; , "m 
und 7 -- — 7 sind. Von diesen hat speziell der Coefficient der höchsten Potenz von 2v 

y 

das Aussehen 
À = ur N: VE À 

=m / y À y m— À y' m 7 ar 7 

» fini se = 7) (o Sr = ci) = (o T Lr) Bam — 
"rer y - y y y 4 

E ao+-o 
2=0 Ly 

Wenn nun die ursprüngliche Function für jeden Werth « = € + 2,0 + 2y'w', wo 

y und v beliebige ganzzahlige Werthe haben, Null wird, müssen sämmtliche Coefficienten 
, 

2 : : Ÿ E = 
der letzteren Function für jeden rationalen Werth der Grösse — verschwinden. Hieraus 

v 

folgt, da der Bruch - 
DUE 

VELLE EE : 
2 p 7 zT I 

pn (o C 129) "x y 
© + — © e +—o 

«y y 

, 

. 2 . T Aen y . r à 
ist und also für verschiedene Werthe der Grösse — verschiedene Werthe annimmt, dass 

v 

in der ursprünglichen Funetion sämmtliche Glieder von der Dimension m fehlen, und so 

ergiebt sich schliesslich dass diese Function identisch Null ist. 
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Wären nun die Functionen A , A... , AQ, säinmtlich von ver- 

schiedener Ordnung müsste jeder Coefficient at Null sein und somit jede 
It,» 

Function HH, (x) identisch verschwinden. Sind aber nicht alle A 
It, v von 

verschiedener Ordnung und giebt es unter den Coefficienten a!” solche, 

die nicht Null sind, so kann man wie aus der folgenden Auseinander- 

setzen, in der die elliptischen Functionen 7,,(r) dieselbe Form wie 

setzung hervorgeht immer die Summe X4 Hi (x) gleich einer anderen 

H‘,(x) haben-müssen, die ganzen algebraischen Functionen von ¢ und x 

A,,, aber simmtlich von verschiedenér Ordnung sind, was das identische 

Verschwinden der Functionen 4,,(®) und somit auch der betreffenden 

Summe zur Folge hat. 

Ich nenne o7, diejenige unter den nicht verschwindenden Grössen 

a®,, welche den kleinsten zweiten Zeiger hat und nehme an dass es r + 1 

Functionen 40,, A40,,,, ..., 4%,,, von derselben Ordnung m, giebt. 

Nun bilde ich die elliptischen Functionen 

(9) 
— : 2 On k+= 
Ho (2) = HN, (En) ) Zu (p) a v) (771,2, ...,/ p—k) 

On, k 

und erhalte, da 
T=u—k (p) 

1 Üpktr AQ) AD, — vs zn AN 
T- LI 

die Gleichung 

vr y=k—1 vn 

ZA Ho, (x) = LE A Ae Ce) + Lo Au). 
y=1 T 1? y= 

Durch Einführung dieser Functionen habe ich also einen Ausdruck ge- 

funden, welcher statt r + 1 nur r Functionen A‘, von der Ordnung m, 

enthält. i 

6. Damit fu,dx eindeutig sei ist es nunmehr nöthig und hin- 

reichend dass in der für die Umgebung der Unendlichkeitsstelle x, + 26 

geltenden Reihenentwicklung der Function IRÜ) 

M, u—1 (gom — 20)" +... M, (om, — 28)? + M, +. 
der Coefficient M, Null ist welche Periode 2@ auch sein mag. 
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Der Kiirze wegen schreibe ich 

y=p—1 AÀ-pu—1l 

= NS == > p. f(x), 

p=p—A-1 - * 

f(x) = 2 Dp s 
p=0 

v=p—A—p 

T- n Uu») = Dt un 

y=] 

sowie die für die Umgebung der Stelle x, geltende Reihtnentwickelung 

der A*" Potenz der Function ¢ unter der Form 

T—2—1 

f= i el m) ote p E 

wo G(x — r,) nur positive Potenzen des Argumentes enthält, und der 

erste Co EN h,, den Werth (— 1) hat. In der Umgebung der Stelle 

x, + 20 bestehen alsdann die Entwickelungen 

T=A PER [A 

i — (x s V. — 20) ' > ; Bares By (— 27) * + Ge re 20), 

T-l : EE ns 

k-n—A—l ' p-p—à—1 
. p E 

gi(x)— > (r — x, — 20)" Zug i - Ex v + 20)?" 
k=0 p=k 

und somit wird M, eine ganze algebraische Function von x, + 2& und 27. 

Anstatt diese Functionen vollständig aufzustellen suche ich nur die Glieder 

derselben auf, welche in Beziehung auf diese Grössen von der höchsten 

Dimension sind. Das Produkt d*.g,(x) enthält nur ein solches Glied, 

nämlich das, welches den Werthen =ı,y=1,k=o und p=p—A—I1 

entspricht, folglich ist die Summe der betreffenden Glieder der Function 
M, gleich 

Die obige Bedingung dass M, für jede Periode 26 gleich Null sein muss 

kann nur in der Art erfüllt werden, dass M, identisch verschwindet (s. 

$ 5). Es ist also 
re) (A=1, 2, ...,4—1) 
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d. h. in der Function DRY fehlen die Glieder der höchsten Dimension 

gänzlich. Hieraus folgt aber dass jeder Coefficient dieser Function 

m A=1,2, 2 
MP == © Cana RES) 

ist. 

7. Es ist also nun 
vl. vl 

of de = 2 Boy 2 APO Gg) 
4 y=1 E vH ik ite 

und somit erhalten wir ein Fundamentalsystem von Integralen der Glei- 

chung $, = o, welche die Form 

y, = ex), 

TNA EIRE EC AT ONE ER A iO, (x) + e, (t)] 

(p 2,8, ..., 2) 

haben, wo ç(x) eine doppeltperiodische Function zweiter Gattung, c, (1), 

€ss(1),..., €, (x) solche erster Gattung und die Coefficienten 4, , ganze fy 

algebraische Functionen (p — v)" Grades von x und —(x — x,) sind, 
F 

wenn wir 
y=p—1 

1) 
An p Tu 

3 3a (1) 

A = ^-4—1,»—12 (7—2,3,..., 1-1) 

- "Qs (XO) a 

€, (t) EX. ee) : (722,3, ...,1) 

schreiben. 

Vergleicht man die Ausdrücke A(", BY und Ri), findet man dass 

op 
fv ___ (1) (1) X1) 

"om "i Cad tx LE 

(1) 
9B 71) 40) 
oU — K; y AS y 

wenn x und & als von einander unabhängig betrachtet werden; hieraus 

folst, da ZR — © ist, 
2 y- IL v=lk 

y OE C® AC 
or = PV Ei ^n, vns y 3 

v=h y= 

[hy Dy pn Six Amy 
: 1 ad] v=1 Dar] 
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Die Functionen A,, haben also wie die Functionen A yy die Eigenschaft 

54,, 
a GA =F pre: rane =P [ONT =F o LM dE Qv p—v? 

- 7 = baie zi ba Are Sir FETE =p Ds Au a D, neun 

12,8, ...,n ) 
y—1,2, ...,41.—1 

ov 

= (X) (0 
Qs — Yuan: buc KP T) (T=1, 2, ..., 5—1) 

0) (1) y=2,3,...,u-—1 
Avr CER Q,,—1,9—1,2? De bi, v—1, Cae ean 

8. Wie aus der Differentialgleichung ®, = o eine andere 33? , = 

abgeleitet wurde, kann man von der Gleichung 3j, = o ausgehend ein 

System von Differentialgleichungen von der mit $, — o bezeichneten Art 

ae MO qo. —= qia—)n __ 
1, —10; en == Oh 5 à Æ © Tr er) 51 — © 

aufstellen, worin PB”, — o durch die Substitution von g(a) f yd statt 

der abhängig Veränderlichen y aus der Gleichung 37, = o abgeleitet 

worden ist, wenn e" P(x) ein doppeltperiodisches Integral letzterer Glei- 

chung darstellt. 

Aus der vorhergehenden Untersuchung folgt dass jede Gleichung 

P®, =o ein Fundamentalsystem von der im $ 2 angegebenen Form 

y, = px), 
y, = €? (o) AT + Ale) + ee + At age le) + gx 0] 

(n=2, 3, ...,n—2) =) 

besitzt, und zwar ist hier c”(x) eine doppeltperiodische Function erster , g 

Gattung. Mit Hilfe der in den Gleichungen 

5 her Be, 
ara (CA) ue (A) A» (CA), AR (A) AO 

A Tet a a m 9d 3 A aes bi; BE A Y+T On It, Y 1,9, Ar +t? It V 
TL 

vorkommenden Grössen a). und J”, baue ich nun wie in § 3 die ellip- It 9, 

tischen Functionen (rz) mittels der Recursionsformel 

T=Yy—1 

DD (x) = g?(z).gg (s) — X. La + PE — Fre) Gaza cn) 
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auf, indem ich 

4») = (x) 
DD (x) = G9 (a) + H®,(x) ee ees 

und 

f G2. (2)dr = Cr + Kh + F(a) 

schreibe. Es ergiebt sich sodann aus den Formeln des § 7 

po (n) = Fa (x) 
und 

Q) Xv 2 rw) ee 
sowie 

= (A) = (v—1) 
d Ar == An 

Weil 
(A) IR Q) > = (2) BS AS ir) = 5 (v) — 02 Cl 20) 

und also 

KA) m o) HA) (2) 7(2 7(À 
Cy CH E CD Jie 1 SOE AR 

n0) TRO ia Ne Eu 2) m Ep RAR rte) 

erhält man einerseits 

(2) 0) == a) (2) a OND) a ee) 
Q1, v1 TEE 0,2 y tad kt Tu 65 y,1 *, Ds Fr DEL m feb 0 Ce Dee 

und andererseits 

iUm OL, 5245 wobei man unter at, 00. ̂ und e%(z) die 

Grössen a,,-, ee und c,,(r) zu verstehen hat. Wir können also 

schreiben 

Ait = Ai, D. = MA, 

eti) = 92"). 
is setze nun voraus dass wenn der Zeiger p kleiner als die ganze 

Zahl r ist, so finden die Gleichungen 

aq, wap s RU c 

e uz) = ei, (e) 
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statt. Da der letzten Gleichung auch die Form 

(A) DANT ees (2) — c (2) 

Fr (a) à FE) EV dama RE Co) 

gegeben werden kann, und 

T—T—1l 

2) a eA) (A) a ) O(a) = Mo) one) 2 en. bene pe 

so ergiebt diese Voraussetzung 

D) eee SENT 
o (x) ue qu AUX ) u E OD AD); 

und also auch 

CR aA) a SR A X » (2) __ RO) BEI yr US RE RO ee o 

MA) (m (2) Tr) = LES MA) A 
HUE HD T (a ) RM ne Sal. ): 

Hieraus erhält man aber ö 

2) zc 0) m E) Q) Q AS 50 
ON, Aytr+i,y,r Sr es Er s O5 4 y r? D eR snares Ra PREDA cem Vs y,r? 

AO = = ACA i 
ea Ham) = c APR GO TX dun DI ei); e 

d. h. es bestehen die obigen drei Gleichungen auch wenn p = r ist und 

somit im Allgemeinen. 

9. Zusammengefasst ergeben die bisher gefundenen Resultate den Satz: 

Die zu derselben Gruppe gehörenden eindeutigen Elemente eines Funda- 

mentalsystems von Integralen einer linearen homogenen  Differentialgleichung 

mit doppeltperiodischen Coefficienten haben die Form 

y, = gx) 

r)[Ao1 + gx )], 

w)[As1 + sog (m) + ex(v)] 

y, = e(r) Ld + Ausg) + Aasgs(@) + rl), 

Un mm e(v)L4,, xis An.2%:(%) ei: Ar: ses ) JE An aAga (t ) dc Ciel £2 

= 3 Vio me ee (95) sls £n(%))» 

I= € 

( 

y, = PC 

(: 

( 
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wo 

1) g(a) eine doppeltperiodische Function zweiter Gattung bedeutet, 

2) ex), e,(x),...,ç,(x) doppeltperiodische Functionen erster Gattung 

sind, und 

; A j 5 o 
3) die Grössen A,, ganze algebraische Functionen von x und = (x — x,) 

von höchstens (p — v)*" Grade darstellen, wobei die Constante x, 

beliebig gewählt werden kann, und haben diese Functionen die 
, 

: 6 . = . 

Eigenschaft, dass wenn —— (x — x,) als eine von x unabhängige = [ 

Veränderliche d» betrachtet wird, so giebt es m(m — 1) Constanten 

ia , (, » cuo OO") Q, m—2 ’ (3 m—19 Dy ? b, SHEET 9, l.c , De 

05.4 5 05 9 4 «y Ay mar b, | , lr. wer, EN 

Am-ı,1 ’ er 

welche die m(m — ı) Gleichungen des Systems 

E Ws = Q, | Aus + aA Sr FA + uv 1 va NE + À, uy»? 

9 
| i = by Aa 3E Re SF ae =F brute Aue SF RE 

/1— 9,8, ..., (aia es) 
in Identitäten überführen. 

m(m — I = À 
( a zat Function A 10. Die in dieser Gruppe auftretenden av 

werden durch die (S 9, 3) genannten m(m — 1) constanten Grössen ein- 

deutig bestimmt. 

Zu diesem Zwecke bezeichne ich mit s,,, 

Glieder der Function 4,,, welche in Beziehung auf x und 4 von p'* 

Dimension sind, und mit s?, die Summe der entsprechender Glieder der 

Function AO. -Es wird also 
yy? 

die Summe sämmtlicher 

Ans —— Sv,1 + Suv, 2 4 ste + Si, n—v9 . 

à (m 0. 
2m, == Ban ar 2 Es de e ls Ges 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 21 août 1891. 35 
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Durch Einführung dieser Bezeichnung erhält der in $ 4 definirte 

Ausdruck Dj? das Aussehen 
p-u—v SO 

20) ete OO) (1) we Su,» v‚p 
^u, y = (( f» + Ke v 

A=p—y p=p—y—)41 
. = HA. wp 

ZEN SN Eos o Ce Dm P KO (un) ) 
/ 7 ^n, v2, p—1 P m C. p e — A+o0 A / Az p-1 1 

und somit wird unter Benutzung der in $ 6 aufgestellten Coefficienten 7, , 

k=p—1 k=n—1 p=u-—k ,O À-n—1l p-pn—A 
$, ZU FE er > po, =) (eu, a + Ko. d) x Smk,p N Y Ta, p—1 d». x. 

= ot k=1 meri u: ae A+p 

Da aber nach demselben $ 6 diese Coefficienten Null sind verschwindet 

auf der rechten Seite die letztere Summe, und man erhält unter Beachtung 

der Formeln der S$ 7 und 8 ^ 

p—u—2 k=u—p—1 = p=! - A 

Au= > 22 "a ce bsc iss Esci E mA — FÉES er = 1,60 + 1: D) 1, kT, p p nei + 1p 1¢ 

2 i a ) denn aus pd — 0A Mol ern. 

Aus der letzten Gleichung und der Formel 4,, = AT, ergiebt JE, 

sich nun 

p=p—y—1 k=p—v—p 
I 

UNE TE 4 Dh 0 + I (art == b, D) BY +k, p 3E a, Der + b, BEL 

i p=1 k=1 

und es ist also 

i 23. : 
SIVE — Q, nu © 2» nv — (a 2); 

G 

ERP Tg y n 
6 

E s = re — bd, (x — x )}s P T 
E À 0 [23 

k=1 ‘ 

- k—pn—v»—p-41 
I 

TL pvt byt Sart ho 1e (0=2, 3...) uv) 
k=1 

11. Als Beispiel wähle ich die Difterentialgleichung dritter Ordnung 

© . 

di di (D aa? — 134+ Pla), — [b + 6g'(z)]y = 
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Sie gehört zu der Classe von Gleichungen, welche keine scheinbar 

singulären Stellen besitzen, und deren allgemeines Integral eindeutig ist 

und nur eine Unendlichkeitsstelle x = 2@ von höchstens zweiter Ordnung 

im Periodenparallelogramme haben kann. Diese Classe enthält nur vier 

Gleichungen dritter Ordnung, den vier Gruppen von Wurzeln der deter- 

minirenden Gleichung —2,2,3; —2,1,45;--2,0,5 und —2,— 1,6 

entsprechend, und unter ihnen ist die obenstehende die der ersten dieser 

Wurzelgruppen entsprechende. 

Diese Gleichung hat das doppeltperiodische Integral 

ela) can) y 
gn) ar) ^ © — vc,)e(e — %,) pee v, )c(a 2) | 

a(v,) a( w,)a*(«) 

wo æ und z, : , durch die Gleichungen 

g(n) + (x) = «; 
px) + (a) = D 

bestimint werden. Schreiben wir 

p(x,) = SE (o) MS zc 

= wird £ eine Wurzel der Gleichung 

E — 208°? + (a? — 6ab?)E + b^ — 2b*(a — g,a — 29,) = 0, 

a — 9, — 30’. 

Da es sich hier nur um die analytische Form der zur selben Gruppe 

gehörenden Integrale handelt, werde ich keine anderen Fälle untersuchen 

als die, in welchen sämmtliche Integrale eine einzige Gruppe bilden. 

Damit dieses stattfindet ist es nöthig und genügend dass die letztere 

Gleichung nur eine Wurzel hat, d. h. dass die Constanten a und b den 

Bedingungen 
1805’ a. — ©, 

, 109, 
o( 81a" — 189,0? + 249,4 — 3%) =o 
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genügen. Die beiden Fälle: b — o und 6 + o können gleichzeitig be- 

handelt werden. 

Das einzige doppeltperiodische Integral y, hat die oben angegebene 

Form, wo x, und x, durch die Gleichungen 

(2,) + go) = 6 

eindeutig bestimmt sind. Seine Multiplicatoren sind dritte Wurzeln der 

Einheit, es bestehen also die Relationen 

CAC A) CA 

a (a) 
gd ox, = -(vo + vo), + a = „on + v), 

Wit e( 

wo » und »' gewisse ganze Zahlen sind. 

Die Gleichung 

d’z (2 =) (m) , oe — a) , e(x—,) a(a) \ dz +++ a, dx o(®,) ce) ea) ee) "ala dz 

}+aw(x)|e— o. +3]? a+ a (79 a (a,) d o(e—2,) o(e —2,) 

plz) — p(x,)\o(x,) A a(#,) ol — 2) a(x—2x,) 

welche durch die Substitution y = y, ve zdx erhalten wird, hat das doppelt- 

periodische Integral 

a (i + $(5))p(e — 2) + Ge + p(r))e( —w,) + $e 30° 

und geht durch die Substitution 

PE 2, f uda 

ao(u—2,) ^ e(z — 2) 

du ( a(x,) de a (2,) 2 a(x + x, + 2) + d(x — x,) 3t (8 — I = 6 
3 5x) o(%,) oz + x, + &,) 



-1 Über lineare homogene Differentialgleichungen mit doppeltperiodischen Coefficienten. 27 

über. Diese Gleichung hat das Integral 

u = (zx + x, + x,) + Le 
12a 4 

In der allgemeinen Form des Fundamentalsystems von Integralen 

der Gleichung (I) 

y, = ¢(2), 

y, = 9(#)[ 4s. + v;(v)]. 

y, = e(x)[45i + Aseo) + ¢5(2)] 

treten also folgende Functionen auf, wenn wir der Einfachheit wegen die 

beliebige Grösse x, gleich — (x, + x,) feststellen, 

> 3 (x) , Gra) 

¢ (a) he o(a — x,)a(x — 2) CE EE 

a(z,)o(v,)a'(«) e 2 

as o(æ + x, + om) ee —x ES) 3 c (e — «,) 
er a + gx ))= = -@ CRA: )) 2) 

gm) = 2ap(r + 2, don). 

T gat 2 LX a (c + v, + 2) 

Asa = (5 sa’) Wale m ta) 

EXT 3» a(x + v, fee 

Ag, ae ON El rae ta)! 

Co em (9(7,)—5)e'Ga, +2,)+ (3a ih )C,, 
12a, 

6, = (Sa (o) at + (30+ pt) o(2x, + %,) o(z, + 22,) 
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In dem speziellen Falle, dass 6=o und also auch « — o ist, gehen 

diese Functionen, weil © — — x, wird, in folgende einfachere über: 

e(a)= 9(2)—2 
e(z d m), FR — ©) — er) 

gx) x c (c + 2) e(e — x) a(x)” 

92) = PR), 

NU c («) Ay, = ax + te) , 

I 9 

À; A 145v 



‘ 

SUR UNE TRANSCENDANTE REMARQUABLE 

TROUVEE PAR M. FREDHOLM. 

Extrait d’une lettre de M. Mittag-Leffler a M. Poincaré. 

»Permettez-moi de vous exposer un résultat assez rgmarquable qui a 

été trouvé par un de mes élèves, M. FREDHOLM. 

»Autant que je sache, toutes les fonctions qui n'existent que dans 

un certain domaine du plan et qui ont été étudiées jusqu’ici cessent 

d'exister, parce que les fonctions elles-mêmes ou leurs dérivées devien- 

nent discontinues sur la frontière. M. Frepnorm a trouvé, dans un des 

champs les plus connus de l'Analyse, une fonction qui est continue, ainsi 

que toutes ses dérivées, sur toute la frontiére qui limite le domaine 

d'existence de la fonction. 

»Ecrivez la fonction 6 sous la forme 

y=+o y=—1 co 

À >> er — > e" E Zei 

y=— 0 y—— 

et mettez 
= 

e(t,v) = Let". 

Si la partie reelle de » est negative, la fonction est une fonction uni- 

forme de ¢ pour toutes les valeurs de ¢ dont la partie reelle est néga- 

tive. La fonction, ainsi que toutes ses derivees, sont des fonctions con- 

tinues de ¢ sur laxe imaginaire. Mais cet axe imaginaire forme la 

limite du domaine d’existence de la fonction. Pour voir cela, vous 

n'avez qu'à faire l'observation que la fonction c(f,») satisfait à l'égalité 

eg 
9L — 9" 

deta mathematica, 15. Imprimé le 21 août 1891. 
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et de mettre 

e(t,v) = pt — t) 

où Z, est un point sur laxe imaginaire. 

»D’apres le théorème connu de M"* KowArzvski' la série p(t — t,) 

ne peut être convergente, à moins que c(/,,») soit une fonction entière 

rationnelle ou transcendante de ». Cela n'a pas lieu, et la fonction 

e(t,») considérée comme fonction de ¢ n'existe donc, pourvu que » soit 

une constante dont la partie réelle est négative, qu'à l'intérieur du do- 

maine: partie réelle de ¢ < o. 

»En mettant 

CARE de au, 

vous obtenez une fonction de #, 

(es 

Das 
v=0 

qui n'existe que pour |r|-« 1 et qui reste continue, ainsi que toutes ses 

dérivées, pour |æ|— 1. 
»Il est facile de voir qu'on peut beaucoup généraliser ce résultat 

obtenu par M. FREDHOLM.» 

‘ Journal für Mathematik, t. 80. 



SUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 

TRANSFORMABLES EN ELLES-MEMES PAR UN CHANGEMENT 

DE FONCTION ET DE VARIABLE 

PAR 

P. APPELL 
à PARIS. 

1. Les fonctions périodiques d'une variable z sont des fonctions qui 

ne changent pas quand on y remplace z par z+ w, © étant une certaine 

constante. On peut, plus généralement, imaginer des fonctions de z qui 

ne changent pas de valeur quand on fait sur z une opération déterminée 

c(z) de telle facon que l'on ait 

fe (a) = fta). 
Il peut se faire qu'une fonction f(z) ne change pas quand on fait succes- 

sivement sur 2 plusieurs opérations déterminées ¢(2), ¢(2),... l'on aura 

alors 

fle(e)) = f)» — fle() = fle), 

Telles sont les fonctions doublement périodiques pour lesquelles c (2) — z 4- e, 

d(z)=2+ o', la fonction modulaire de M. Hermrirn et, plus géné- 

ralement, les fonctions fuchsiennes et kleinéennes de M. PorxcAmÉ pour 

: 2 az +b 
lesquelles ¢(z), &(z),... sont certaines fonctions de la forme Sg te 

Nous avons donné des exemples de fonctions f(z) vérifiant une rela- 

tion de la forme 

fle(z)] = f() 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 28 septembre 1891, 86 
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dans deux Notes présentées à l'Académie des sciences de Paris dans les 

séances des 21 avril et 19 mai 1879: dans deux de ces exemples ¢(z) 

2’ ou 2! — 1; dans un autre est une fonction algébrique de z, ¢(2) 

c(z) est une fonction transcendante sin=2. M. RAUSENBERGER a publié 
T 

2 

‘une suite de Mémoires intéressants sur les fonctions f(z) vérifiant une 

ou plusieurs relations de la forme ci-dessus, en supposant que les opéra- 

tions désignées par ¢(2), d(z),... soient algébriques: il a considéré des 

fonctions plus générales f(z) vérifiant des relations de la forme 

fTte(z)) = ?UG)). 

c(z) et d(z) désignant des fonctions algébriques données.” A un autre 

point de vue, des équations fonctionnelles de formes analogues dont les 

principales sont 

fle(2)) = 9(G)fG) — Fle(4)] = fe) + de) 

¢(z) et d(z) désignant des fonctions données algebriques ou transcendantes, 

ont été étudiées par Aseı,’ par M. Scarogper, M. KonKINE,* M. Farkas’ 

et enfin par M. Korwrcs" à qui l’on doit d'importants théorèmes sur 

V’éxistence et l'expression générale des solutions holomorphes de certaines 

équations fonctionnelles. 

Dans une Note Sur des équations différentielles linéaires dont les inté- 

grales vérifient des relations de la forme F[e(x)j = ¢(x) F(a) présentée à 

1 Voyez RAUSENBERGER: Theorie der allgemeinen Periodicitat, (Mathematische 

Annalen. Tome 18, année 1881); Zur Theorie der Functionen mit mehreren nicht ver- 

tauschbaren Perioden, (Deux articles. Ibid., année 1882); Uber periodische Functionen 

zweiter Gattung, (Ibid., année 1882); Lehrbuch der Theorie der ‚periodischen Funktionen 

einer Variablen mit einer endlichen Anzahl wesentlicher Discontinuitätspunkte. (pz. 1884.) 

2 Oeuvres complètes, publiées par M. M. Syrow et Lin, Tome II, p. 36. 

2 fiber wnendlich viele Algorithmen ur Auflösung der Gleichungen, (Mathema- 

tisehe Annalen, Tome 2); Uber iterirte Functionen, (Ibid., Tome 3). 

Sur an problème - d'interpolation, (Bulletin des sciences mathématiques, 

1882), 

5 Journal de mathématiques de M. RESAL, mars 1884. 

^ Recherches sur les substitutions uniformes, (Bulletin des sciences mathé- 

matiques, 1883); Recherches sur les intégrales de certaines équations fonctionnelles, (A n- 

nales de 1 Ecole Normale, année 1884, supplément); Nouvelles recherches sur les 

équations fonctionnelles, (Ibid., novembre 1885). 
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l'Académie des sciences dans la séance du 7 novembre 1881, jai con- 

sidéré des équations différentielles linéaires et homogènes définissant y 

en fonction de x et possédant la propriété suivante. Il existe deux 

fonctions ¢ et d telles qu'en faisant le changement de fonction et de 

variable 

r= geld), ys 
on ramène l'équation à la forme primitive où x serait remplacé par ¢ et 

y par z. En d'autres termes, il existe un changement de fonction et de 

variable qui transforme l'équation en elle-même; si cette hypothèse est 

réalisée, l'équation admet au moins une intégrale y = F(x) verifiant une 

relation de la forme 

Fle («)) = Ag(x)F (x) 
ou A désigne une constante. 

On reconnait dans ce théorème une analogie lointaine avec les 

théorèmes que M. Picarp a donnés sur les équations différentielles li- 

néaires à coefficients doublement périodiques. (Comptes rendus, 1880, 

premier semestre; Journal de Crelle, t. 90.) 

Dans le cas où l'équation différentielle est du second ordre, les deux 

fonctions ç et d existent toujours comme l'ont montré Kummer dans son 

mémoire sur la serie F(a,f,7,x), et M. Brıoscnı dans différents mémoires 

dont: le point de départ se trouve résumé dans les Comptes rendus, 

13:957 p. 941. Je me propose, dans le présent travail, d'étudier et d'in- 

tégrer une classe étendue de cés équations, en m'appuyant sur les ré- 

sultats obtenus par M. Kornres. 

2. Rappelons d'abord quelques uns de ces résultats, afin de pouvoir 

caractériser les équations dont nous allons nous occuper. 

La suite des quantités a, , 4,, ..., a, est dite converger régulièrement 

vers une limite z, lorsque, à tout nombre positif ¢ aussi petit que l'on 

veut, il est possible de faire correspondre un entier N. assez grand pour 

que, sous la seule condition p > N., on ait 

* La notation |w| signifie module de u. 
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Soit une fonction c(z) uniforme dans l'intérieur d'une région À du 

plan et jouissant de la propriété que, si 2 est intérieur à cette région, 

il en est de même du point 4 = c(z); si nous posons généralement 

231 c(z) les points de la suite 

2 2 2 2 
COS US En 19 ie ee En 

sont tous à l'intérieur de la région A. Lorsque cette suite converge 

révuliérement vers une limite x qui n'est pas pour c(2) un point singulier 

essentiel, on sait que x est un zéro de la fonction 

e(z) 

ie (o) 

Cette valeur de c'(r) sera constamment désignée par a et supposée diffé- 

gj 

qui doit vérifier l'inégalité g 

N 

rente de zéro. Réciproquement, si © désigne un zero de la fonction 

2 — e(z) tel que c(x)| « 1, le point z est le centre d’un cercle C, à 

l'intérieur duquel: 1°) ¢(z) est holomorphe, 2°) le module de cs 

reste constamment inférieur à un nombre fixe moindre que 1, 3°) les 

points 2,,2,,...,2, convergent uniformément vers le point z (voyez 

Korxics, Annales de l'Ecole normale, 1884, supplément, page 6). 

Toutes ces conditions étant remplies, nous supposons que les coefficients 

de l'équation différentielle sont holomorphes ou méromorphes au point limite 

m, hypothese qui écarte les equations dont les coefficients sont des fonc- 

tions doublement périodiques, ou des fonctions fuchsiennes. Nous montrons 

que toutes ces équations sont intégrables à l'aide de la fonction B(z) 

introduite par M. Kornras, et méme qu'elles peuvent, par une substitu- 

tion que nous indiquons, être ramenées à avoir leurs coefficients constants. 

3. Pour obtenir une premiere expression des coefficients de nos 

équations, nous aurons A nous appuyer sur les considerations suivantes. 

Soit &(z) une fonction de z holomorphe dans le cercle C, et telle 

que le module de (x) est moindre que l'unité. Alors, en désignant 

par 5 une constante positive comprise entre l'unité et le module de f(x), 

on pourra, à cause de la continuité de ¢(2), assigner un nombre positif 

o tel que, sous la condition 

z—al<p 
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on ait 
ul) : \d(2)| € Jet 

Soit, d'autre part, @(z) une fonction holomorphe dans le cercle C,. 

série 

La 

= 4(z)0(z) + Pla) Pla)ola) + Pl) dla )Pla)ola) t --- 

est convergente pour toutes les valeurs de z prises dans le cercle C, et 

définit, par suite, une fonction de z dans ce cercle. En effet, z étant un 

point du cercle C,, on peut trouver un nombre » assez grand pour que, 

sous la seule condition # > », on ait 

le, — &| «p | Plan); Sk. 

Partageons la série (1) en deux parties la premiere contenant les v pre- 

miers termes, la seconde les autres 

n-y—l n-o 

F(z) = E $0)(G).-.06)9() + E 90Y9(4)-. - 9(.)0(.) 

La seconde partie contient en facteur d(z)d(z,) ... d (z,.,) et peut sécrire 

p-—«w 

$(2)0(2) --- $63) SHE) Pirna 

série évidemment convergente, car le module de o(z,,) restant inférieur à 

une limite fixe L puisque G(z) est holomorphe, et les modules des fac- 

teurs 

ez) , 9 (2,41) 2e.) PD (2,45) 

étant tous inférieurs ou égaux au nombre £ moindre que l'unité, le mo- 

dule du terme général sera moindre que 

Lk? 

terme general d’une progression geometrique decroissante. 
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La fonction F(z) existe done dans tout le cercle C,: elle vérifie la 

relation suivante qui résulte immediatement de la forme du développement 

/ : "Toles Mot To FS Nt = ES 
(2) Fe (2)] Se 3@) 1) az). 

La série des dérivées des termes de 7,(z) est aussi uniformément con- 

vergente dans tout le cercle C,, comme on le verra en faisant un raisonne- 

ment analogue à celui que fait M. Koxrnics pour des séries du méme 

genre. On en conclut que la fonction Æ(z2) est holomorphe dans le cercle 

C,. Ce fait se trouvera du reste vérifié a posteriori dans tous les cas 

que nous traiterons. : 

Complétons ces considérations en cherchant toutes les fonctions holo- 

morphes ou méromorphes vérifiant la relation (2). 

Soit F(z) une autre fonction holomorphe ou méromorphe dans le 

cercle C, vérifiant la méme relation que .F (2) 

Fed] = gil) — al) 
La différence F(z) — F,(z) vérifiera la relation 

Y Y Ti 7 * 

F[g(2)] — Fıle(2)] = "rena 72): 

M. KornıGs a montré! qu'il existe une seule fonction holomorphe G(z) 

verifiant l’equation - i 
h(x) ; 

y Alf Be, aes. c pa fr 

letz) — 55, EG) 

et qu'il n'existe aucune fonction meromorphe dans le cercle C, vérifiant 

cette équation. Cette fonction @(z) étant formée, on aura 

Fle(z) — Fig, — 1 F() — Fi) 
Getz) $() Go) ^C 

ce qui montre que la fonction 

F(z)— F(z) 

G(z) 

! Annales de l'Ecole normale, 1884, supplénent p. 25 et 26. 
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est une solution méromorphe de l'équation fonctionnelle 

Se (a) = a5 Ale) 

dont M. Kornics a donné toutes les solutions méromorphes et holo- 

morphes dans le cercle C,. D'après l'analyse de M. Kors (loc. cit. 

page 16), cette équation n’admet de solution holomorphe ou méromorphe 

dans le domaine du point x que si l'on a 

d(x) = leo); 

n désignant un entier positif ou négatif. Si l’on suppose cette condition 

remplie, la seule solution holomorphe ou méromorphe de l'équation 

fonctionnelle est : 

a[B(z)] ̂, 

a étant une constante et B(z) une fonction holomorphe dont M. KorxiGs 

a donné l'expression et qui vérifie la relation 

Bl¢(z)] = e'(«) B(z). 

On a done alors, pour expression générale de F(z) 

-F() = F(2) + aG (Ba 
Cette fonction B(z) est définie par M. Korxics comme la limite vers 

laquelle tend le produit 

quand p augmente indéfiniment, c,(z) désignant l'opération ¢(z) répétée 

p fois. La dérivée B’(z) est la limite du produit convergent 

en, 
p zi) TEN ez 

D'(z) | IE ; 
i=0 

S'il n’existe pas d’entier n vérifiant la relation 

d(x) = [e (v), 
l'équation 
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n'admet aucune solution holomorphe ou méromorphe au point x. Dans 

ce cas, il n'existe pas de fonction holomorphe ou méromorphe F(z) autre 

que Æ(+) vérifiant la relation 

Equations du second ordre. 

4. Arrivons maintenant à l'objet principal de ce travail et prenons 

d'abord ‘une équation linéaire et homogene du second ordre que l'on peut 

toujours supposer privée du second terme: 

du 
er uf(z) = o. 
€ 

Kummer ' et M. Brroscnt? ont montré qu'en remplaçant z par e(z) et 

u par #ÿg(z), l'équation reprend la même forme pourvu que ¢(z) vérifie 

la condition 
1 

(3) FLE = alle) + Ee 
n où c',c", c" désignent les dérivées successives de ¢(z). Lorsque /(z) 

est donnée, la détermination d'une solution ¢(z) de cette équation (3) est 

impossible dans la plupart des cas. Nous supposerons c(z) donné et nous 

chercherons à former une fonction f(z) vérifiant la relation (3). 

Supposons que l'on se donne une fonction ¢(z) remplissant toutes 

les conditions indiquées dans le numéro 2. Nous savons qu'au point 

limite z on a |c'(r)| < 1, et nous supposons, comme plus haut que g'(x) 

est different de zéro. Dans un certain cercle C, de centre x et de rayon 

suffisamment petit, c'(z) restera different de zéro et la fonction 

La 20° — 200" I I " . t 
a) Tg Fl —) 

' Journal de Crelle, t. 15. 

> Un résumé très-succinet des importantes recherches de M. Brroscut se trouve dans 

les Comptes rendus, t. 93, p. 941. 
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sera holomorphe dans C,. En écartant le cas où cette fonction serait 

identiquement nulle, on peut appliquer l'analyse du n° 3 en prenant 

pour &(z) la fonction [e’(z)]’. D'après ce que nous avons vu, la série 

n = 

f(a) = X leG)e (s). e'.)l*o(a.) 
n=0 

est convergente et définit une fonction holomorphe au point x vérifiant 

l'équation (3). 

Si l'on prend pour la fonction f(z) cette détermination particulière 

f,(2), l'équation différentielle 

d^u 
—- — uf,.(z) =o i2 f (2) 

aura son intégrale générale holomorphe au point z: soient. F(2) et F,(z) 

deux solutions holomorphes linéairement indépendantes: les fonctions 

I 

vez) zc F.[e(2)]; 
Ve 

Fle(e)] 

seront aussi des solutions holomorphes et l'on aura 

1 = - , 
Ver F,le(2)] FF a, 1" (2) 5n b, F2), 
vez) 

=F[¢(z)] = a, F(z) + b,F,(2), 
Ve) 

a ,b,,4,,0, désignant des constantes. Si l'on fait 

F(2) = 4, F(z) + LE, (e) 

on pourra déterminer les constantes 4, et A, de telle façon que 

I 

(4) *[¢(z)] = AF(z), 
vez) 

A désignant une constante. Il existera done une intégrale (2) et, en 

général, deux intégrales telles que £2), holomorphes au point æ et vé- 

rifiant cette relation. Quelle sera l'expression. analytique d'une de ces 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 28 septembre 1891. 87 
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intégrales? La fonction B(z) de M. Korntas (log. cit. page 16) vérifie 

l'équation 

Bg(z)] = e'(v)B(z) = ab(z) 

sa dérivée B'(z) vérifie done l'équatión 

eG) Ble(2)] = rx) Be) = an) 
en posant 

e(z) =a; 

d'ou 

Bec = V a BG) V 5'[e(z ] == e(z) Vb (2): 

Comme z — x est un zero simple de B(z), B'(x) est différent de zéro et 

VB(z) est une fonction holomorphe au point z. Le produit 

F(z) VF : 
sera done holomorphe au point x et vérifiera la relation ‘ 

Fle (a) Bet) = À ya F(z) VB). 

Ce produit est done nécessairement de la forme 

C[B(z)] 

ou est un entier positif ou nul, C une constante arbitraire. Quant à 

la constante A, elle est PENA 

Al. 

L'on a donc enfin, en laissant de côté le facteur constant C, 

F(2) VB) = (Ble) 
dou 

[B(z)]” 
(ic F ARR - 

(5) ( ) V B'(2) 

L'équation différentielle 
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admettra done une et, en général, deux intégrales de cette’ forme ow il 

ne reste plus qu'à déterminer lentier positif ou nul ». Pour cela ex- 

primons que la fonction 
; 1 

w= [Ba (BE) * 
vérifie l'équation: nous aurons apres réduction et en désignant les dérivées 

de B par B’, B", 
Bie BUB IB 

2) = n(n — 1) 34 = JA ) ( hp Sr 4 B 2 2 B 

Cette relation doit être identique en z: or, pour ; = x, tous les termes 

we b^ bs de STU : 
sont finis sauf —. qui devient infini du second ordre. Il faut done que 

B 

ce terme disparaisse, c'est à dire que m ait une des deux valeurs o ou 1. 

L’equation différentielle 

dy 3 
SAT uf (2) = o 

aura donc les deux intégrales 

I B(z) 

1 pr U E 
V B'(z) 

Elle peut être regardée comme intégrée dans le domaine du point a: 

Remarque. Comme le nombre entier désigné ci-dessus par n est égal 

à 1 ou à o, la fonction f(z) vérifie l'identité 

TR 
4 D" 2 D' f(z) = 

Proposons nous de démontrer directement cette identité sans nous 

servir de l’équation différentielle. Posons 

IT (2) Sees 
I 

xp 2 , 

et caleulons la valeur Il(z,) que prend cette fonction quand on y remplace 

z par e(z).  Désignons pour abréger par B;. Bj, By” les valeurs B(z,), 
LI Am "f A B'(z),B'"(z) Comme on a 

EB 
d - 
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d'après la propriété fondamentale de la fonction B(z) 

Ble(e)] = Ble), 

on aura en derivant les deux membres par rapport a z 

B'onhet. ond Mgr 
Boc ug 

Doc (BREST Ceo (e Sy vere ME, a(R) 
B E bee (5) +8 BUS E B, } - 

EME Be . x 

Portant ces valeurs de —- et — dans l'expression de II (2), on trouve après B B | , 
réductions ; 

VIDI HE EN ENS MICE 
É ob 2 B, 49^ 29 

Comme nous avons posé plus haut 

G(z) = 3e = 2085 
~ 40° bj 

on aura 

II(2) Ps 
(gr ^ IL) + ale). 

AG) == tee) e os) 
qui définit f(z). — L'identité ci dessus donne on changeant z en z, et par 

n 

suite z, = ¢(z2) en 

= IT (2) 
64) = riy o Hu). 

D'après cela le terme générale v, de la série f,(z) peut s'écrire 

e, — [p ()g a)... ea IT (2) — De (2) e (a) - - e Go) ns) 

expression de la forme 

VU, == w, FR Why: 
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en faisant 

w = [e'(2)e (2) --- eG] IL (a). 

La somme S, des n premiers termes sera donc 

S, E c On SF Doc + CS Wurı- 

Comme w,,, tend vers zéro pour x infini, la somme S, tend vers la 

la limite w,; on a done 

211 2 pur 
E ‘M A UR 3B IB 

f(z) = w, = II) SEU T Te Zn 

C’est bien l'identité que nous voulions vérifier. 

On pourrait encore un peu simplifier cette analyse en remarquant 

que l'équation 

N) 
€ (2) ru ^ B 

donne 
(2) = B'(z,) 

7 V B'(24431) : 

d'ou 
Bz) 

?'( 2X eel 2 TU LS — gu S 

e (2)€ (2,) a c (2,) a Baur) 

5. Nous avons vu dans le paragraphe 3 que si &(r) n'est pas de 

la forme 
d(x) = |e'(z)]", . (x entier) 

il n'existe pas de fonction holomorphe ou méromorphe autre que 7 (2) 

vérifiant l'équation 

(2) Fle(2)] =. 5 FG)-— ala): 

Si au contraire 

f(x) = [¢(x)]" 

le fonction méromorphe la plus generale verifiant la relation considérée 

est F(z) + aG(z)[B(z)] ", G(z) étant une fonction holomorphe telle que 

Gel = 22 (2) 
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EIS , 2 4 = - 

et a désignant une constante. Or, dans l'application que nous venons de 

faire à l'équation différentielle 

du 
qui m ue) oT 

nous avons formé une fonction f,(z) holomorphe au point x vérifiant la 

relation 

hle(2)) = 

de la forme (2) ci-dessus où 

(2) = [¢’(2)]”. 

La condition 

gx) — [e'(z)]" 

est donc vérifiée pour u = 2; la fonction G(z) est [B'(z)]’, et la fonction 

la plus générale méromorphe au point æ vérifiant la relation 

L'équation du second ordre la plus générale remplissant les conditions: 

que nous imposons à nos équations est donc 

f(z) ayant la forme que nous venons de trouver. Nous allons intégrer 

cette équation. La fonction B(z) admettant le point limite z= x pour 

zero simple, la fonction f(z) admettra ce point pour pole double et, dans 

I/inté- 
se . . . (74 

le voisinage de z = x, la partie principale de f(z) sera => 
LP name 

grale générale de l'équation linéaire est done régulière au point x, suivant 

les expressions usitées dans la theorie des équations linéaires. L’equation 

fondamentale déterminante est . 

r(—1)—a—= 0; 
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supposons ses racines distinctes et supposons que leur différence n'est pas 

un nombre entier. Si l'une de ces racines est r, l'autre sera 1 —r et, 

dans le domaine du point x, l'intégrale generale de l'équation sera de 

la forme 

u(z) = A (z vy g,(z) + A, (2 E x) "9,(2), 

9(2) et 9,(2) étant deux fonctions holomorphes dans le domaine du point 

æ et ne sannulant pas en ce point. (Voyez les recherches de M. Fucus 

ou le Mémoire de M. Tannery, Annales de l’Ecole normale, 1875, 

p. 165.) L’équation différentielle ne changeant pas quand on remplace 

2 par ç(z) et w par Ve (2), admettra aussi dans le domaine du pon x 

l'intégrale générale 
E 

ule(z)] = À [p(z)— zl g.le (2) de ea) — al get) pa — ; zu 
\ Bl ve). à vea) 

que lon peut écrire 

A (e — 2)'G,(2) + LG — 2) G. (o) 
avec 

G,(z) = a= je | G,(z) = = 2B oO ; 

Y ces nouvelles fonctions G, et @, étant, ainsi que les premieres g, et 9,, 

holomorphes au point x et différentes de zero en ce point. Les deux 

formes uw et U de l'intégrale générale devant être identiques, on a 

G2) om kg, (2), G,(2) PT bg, (2), 

k, et k, désignant des constantes. On a done 

[e(2) — «Ya [e(2)] = 5 ecol — A 

[e(z) — «] “9, [e(2)] = & ecole — 2)” nM 

On en conclut que les deux intégrales particuliéres 

NR pe. "y ^ 1—r 

T) 9,(2), F,(2) 7 (2 a) "9(2) 

vérifient les deux équations 

Fg(2]-95venmos Ele()] = 8 ve@) Fil): 

F,(2) = (2 
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Comme la fonction B(z) de M. Kogntcs admet le zéro simple z — x et 

vérifie la relation 

d'ou 

le rapport 

est, dans le voisinage du point z, égal à (z — x) multiplié par une fonc- 

tion holomorphe et vérifie la relation 

Bgl yg IB 
v I [e ()] MN Be) 

où on a posé c'(r) =a. La fonction 

est done holomorphe au point a et vérifie la relation 

1 

d,le()) = ke d) 1 

elle est, d’après le théorème de M. KozniGs déjà cité, de la forme [D(z)]". 

n désignant un entier positif ou nul. Mais comme cette fonction ®,(z) 

ne s'annule pas au point x et que B(z) admet le zéro simple z = x, il 

faut prendre # = o. On trouve ainsi, pour l'intégrale F,(z) l'expression 

_ Ba) 
V B'(z) 

L'équation différentielle est done intégrée. 

En substituant ces fonctions F, et F, dans l'équation différentielle, 

tn 
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on montrera que l'équation est vérifiée par l'une et l’autre quelque soit 

r, c'est à dire méme en laissant de cöte les suppositions faites sur r, à 

l'aide de l'identité 

établie dans le numéro précédent. 

Lorsque r—-, a= —- ces deux intégrales sont identiques. On 

en obtiendra alors une nouvelle par la méthode connue qui consiste à 

remplacer l’une des intégrales par la différence des deux divisée par r — cé 

BG} — [Bop 
(« — iB) 

. On trouve ainsi, pour à = — -, les deux 
D In 

puis à faire tendre r vers 

BG) 29 i 
V ata Be) ^8 BG) 

qu'il est aisé de vérifier d’après l'identité ci-dessus. 

I 

4 

solutions 

Remarque. Le résultat général que nous venons de trouver sur l'ex- 

pression des intégrales de l'équation 

d 27 

>— uf(z) =o 
dz 

peut s'énoncer ainsi, En faisant le changement de fonction et de variable 

on transformera l'équation en une autre dont l'intégrale générale sera 

rt 2 pii—r)t c'e Tree £ 

et qui, par suite, aura la forme elementaire: 

d’v 

dt? 
— qu = O 

à coefficients constants. 
Acta mathematica. 15. Imprimé le 29 septembre 1891. 3s 
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6. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que la fonction 

. Att NN 2 PEL I I 1 PR 
4? 2*5 Ne 

n'est pas identiquement nulle; pour qu'elle le soit, il faut et il suffit que 

¢(z) soit le quotient de deux fonctions linéaires en z 

az +b 
Fi AN) Er 

a,b,c,d constants. On sait et il est facile de vérifier que, si l'équa- 

tion du second degre 

:—¢(2)=0 
a ses deux racines # et «’ distinctes, la relation entre z et z, peut s'écrire 

CO #8 —— & 
2 — Ji 7 

ec 2a —% 
’ 

A désignant une constante. La dérivée c'(z) est égale à A; il faut donc 

supposer | A| < 1. Alors, il est évident que le point æ est un point 

limite pour la substitution 

le deuxième point z' serait limite pour la substitution inverse. D'après 

M. KozwiGs,! la fonction B(z) est dans le cas actuel 

et l'équation ci-dessus entre z et z exprime la propriété 

Ble(z)] = ¢'(#) Ble) 
puisque 

Dans ce cas particulier la fonction appelée précédemment /,(2) 

fle) = E leet) -- etas) 
© Annales de l'Ecole normale, 1884, supplément page 24. 



Sur des équations différentielles linéaires transformables en elles-mêmes. 

est identiquement nulle, et la fonction f(z) devient » 

L’equation differentielle 

devient 
du BET 1o 
qu — a] — | =), 
dz 3 —% 2—2@ 

elle admet les deux intégrales 

299 

où r et 1 —r sont les racines supposées distinctes de l'équation r(r — 1) =a. 

Ces deux intégrales sont, en négligeant des facteurs constants 

z — x)" g— a) Me, 
Gr MNT ccs 

: : : 1 ir 
ce qui est bien connu.' Si r— -, on aura les deux intégrales 

jun 

i Ve — a)(z — 2’), u, — 14 log 71) 
2 —% 

Ce sont la des verifications elementaires de la methode generale. 

Si les points limites w et z' étaient des points singuliers essentiels 

de la fonction f(z), les considérations précédentes ne s’appliqueraient 

plus. On obtiendrait alors une fonction f(z) vérifiant la relation 

fle@l = safle) 

ze 

Poe di 

en prenant une fonction thétafuchsienne de M. Poincaré. On serait 

1 Voir une Note de M. BesGe, Journal de Liouville, 1°" série, t. 9, p. 336. 
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ainsi conduit à des questions se rattachant à un ordre d'idées entiere- 

ment différent de celui que nous avons adopté dans ce mémoire. 

Si les deux racines æ et z' de l'équation z= e(z) 

az + b 

~ cz +d 

sont égales, æ — x, la substitution 2, = ¢(z2) peut s’ecrire, comme il est 

connu 
Ades ER 

Er Ld tn 

Dans ce cas x est encore un point limite, mais notre méthode ne s'applique ’ 

plus car g(x) = 1 et nous supposons |g'(x)| <1. 
Néammoins l'équation 

d^u Fa I 2 
"Ure al = | «=o 

2 —ı ZzZ-—& 

dont nous venons de trouver l'intégrale conduit comme cas limite a l'in- 

tégration de l'équation 

d^u ku 

dz* Gea 2) 

I] suffit de poser 

x I: Pa oi 

(2 -- x)" ? ese 

quand z' tend vers æ, l'équation 

r(r — 1) — a 

devient 

et lintégrale 

devient 
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Ce cas a été traité par Sprrzer, Vorlesungen über lineare Differentialglei- 

chungen, p. 98. 

Ces dernieres équations rentrent également dans le type d’équations 

differentielles linéaires binömes que nous avons étudié dans les Annales 

de l’Ecole normale (janvier 1883). 

7. Si nous revenons un instant au cas général, nous pouvons faire 

cette remarque que l'équation différentielle 

conserve la méme forme non seulement pour la substitution 

1 

uev eta) Na ee), 

mais encore pour une infinité de substitutions du même genre. 

En effet le coefficient f(z) s'exprime comme nous l'avons vu en 

fonction rationnelle de la fonction B(z) et de ses dérivées. Il restera 

done le même si l’on altere la fonction ¢(z) de telle manière que la 

fonction B(z) ne soit pas altérée. Or cela est possible d’une infinité de 

manieres, comme l'a montré M. Kornics dans ses Nouvelles recherches sur 

les équations fonctionnelles, (Annales.de l'Ecole normale, novembre, 

1885). M. KogxiGs a démontré. que l'équation 

B(Z) = kB(2) 

dans laquelle & est une constante et |%| < 1 définit Z comme une fonc- , 

tion de z holomorphe dans le domaine de point z et se réduisant à x 

pour z — z. Soit Z —'d(z,k) cette fonction; elle admet le point x 

comme point limite et sa dérivée @'(x,k) au point x a pour valeur A. 

On en conclut que toutes les fonctions $(z, Kk) ou |k| <1 donnent nais- 

sance à la méme fonction B(z) et que ce sont les seules fonctions jouis- 

sant de cette propriété. La fonction d$(z, a) n'est autre chose que £(2). 

En résumé, léquation différentielle 
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est transformable en elle-méme par toutes les substitutions 

1 

u=v[®le,k)] ?, t= O(2, k), 

où k est une constante de module plus petit que l'unité. Ces substitu- 

tions forment, d’après les dénominations de M. S. Liz, un groupe continu 

de transformations. 

C'est là qu'on peut trouver la raison de ce fait que l'équation est 

réductible à une autre à coefficients constants; car si l'on pose 

1 

Z — log B(z), uo — ER 

on obtient une équation entre U et Z qui ne change pas quand, sans 

changer de fonction, on remplace Z par Z + logk. Les coefficients de 

cette équation devront donc admettre la période logÆ et, comme k est 

arbitraire, ces coefficients seront des constantes. 

Equations du troisiéme ordre. 

8. Nous allons montrer rapidement que la méme methode avec les 

mémes conséquences s'applique aux équations du troisième ordre dont les 

coefficients sont méromorphes au point limite x. 

Soit 
d’u du , 
ds 4a, KU) — Aug(z) = o dz dz 

une équation de troisième ordre que l’on peut toujours supposer privée 

de second terme par un changement de fonction. Faisons le changement 

de fonction 

et de variable 
dt ; 

Pe) ae ee 

nous aurons en désignant par w, w', vw’, w" les dérivées de w par rapport 
nt à z et par v, v', v^, v" les dérivées de v par rapport à #, les formules 
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w— VA, 

w — 0 +V)g, 

uw!’ — VÀ" + v'(de” + 22g) + ve", 

u — UX" + Vie" + 3X6" + 3a"e) + 3v"e'(Ae" NE) + v" Ao'*. 

; ; ; . 
Supposons que l'on puisse déterminer À et c de facon que l'équation 
différentielle reprenne la méme forme, avec cette seule différence que u 
sera remplacé par v et z par /. Le coefficient de v" devant étre nul 
on aura 

I do” de Xe = 9 Jesse 
2 , 

sog) 

en particularisant la constante d'intégration, ce qui ne particularise pas 

la détermination des fonctions A et ¢, car deux déterminations de À qui ne 

différent que par un facteur constant doivent étre regardées comme iden- 

tiques. On devra avoir ensuite, en écrivant que le coefficient de v' est 

— 4f(t) ou — 4f[g(z)] et celui de v, — 49(t) ou — 49[e(z)]: 

__ — 4g f(z) + Ag" + 34g" + 3A - i , 

— 44g (2) — A4 f(2) HA” 
Ag? 

— Af [e (2)] 

— 49[¢(2)] = 

I " . 
ou en remplacant A par sa valeur — et réduisant 

9 
a E. I 5 299" — 30"? 

(a) IP cru Fer 

M eee) a (b) se = lg): 
Pour que la transformation soit possible, il faut et il suffit qu'il existe 

une fonction ¢(z) autre que z vérifiant ces deux conditions. 

La premiere relation (a) étant identique a celle que nous avons ren- 

contrée dans l'étude de l'équation du second ordre, la fonction f(z) la 

plus générale vérifiant cette relation sera, comme nous avons vu 

le) = 5o) + of 22], 
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fí(z) étant une fonction holomorphe dont nous avons donné deux ex- 

pressions. 

La fonction f(z) étant ainsi déterminée, il reste à déterminer la fonc- 

tion g(z) par la condition (b) dans le second membre de laquelle figure 

la fonction f(z) qui n'est pas holomorphe au point z mais admet ce 

point pour pôle de second degré. 

Rappelons nous que la fonction B(z) admet le point æ pour zéro 

simple et vérifie la relation 

B[e()] = ¢'(2) B) = aB(e) 
en faisant e'(r) = a. 

Multiplions le premier membre de la relation (b) par B’[e(z2)] et le 

second membre par la fonction identique a^B'(z), nous aurons 

e [eG] Pte = Sal) B®) — TE te) Be) — s (7). Be) 
© 7 

ou en posant 

F(2) — g(z) B2), 

x) = E 1) Be) o (7) BO), 
2 

(a) Fle(2)] = 2 Fe) —x() 
où la fonction y(z) est holomorphe au point x, car le produit f(z) B"(z) 

lest. Cette derniére équation (d) rentre dans le type d'équations fonc- . 

tionnelles traitées au paragraphe (3) 

ou 

On obtient une solution particulière de cette équation a l’aide de la série 

x^ [e (Ge (2)... e'(Gn)]? i < a" y(z,) 
9n 9 — a?1+? 2 A (Zu) 
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série convergente car, la quantité (x) étant égale à a où à g(x), le 

module de (x) est moindre que l'unité. Comme 

¢(x) = ee) 

la fonction holomorphe ou méromorphe la plus generale vérifiant l'équa- 

tion fonctionnelle est 

In 3 G(z F(z) = F(z) + Pac 

p désignant une constante arbitraire et G(z) une fonction holomorphe au 

point x vérifiant la relation 

Cette fonction est actuellement [2'(2)]? et l'on a 

en: ecrivant. B11 B,\.0.:..au leusde:iB(2), Bess. Comme on a posé 

F2) = 9(2)B’, 

on a enfin, pour l'expression de g(2): 

F(z) Be = + A(z) 

que nous rapprocherons de celle de f(z) 

f(z) admet le point x comme pôle du second ordre et g(z) admet ce 

point comme pôle du troisième ordre; les parties principales de f(z) et 

g(z) dans le voisinage de z = x sont respectivement 

[7 "zi 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 3 octobre 1891 39 
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9. En adoptant ces déterminations de /(z) et g(z), intégrons 

maintenant l'équation que nous avons écrite 

du du 
ds — 4, fle) — 4ug(e) 2 dz 

dans le domaine C, du point x. L’intégrale générale sera régulière dans 

le domaine du point x: elle sera composée linéairement avec les trois 

intégrales particulières 

u, (2) =\\ u —a)"h(z),  u,(2) = (e— 2)*h, (2), 

u,(2) = ( — a)*h, (2), 

h, désignant trois fonctions de z holomorphes au point © et 1,, 

r,,r, les racines de l'équation fondamentale déterminante 

r(r — 1Y(r — 2) — gar — 48 = o 

; Se ; ne 
supposées distinctes et telles qu'aucune des differences r, — r, , r, — 1, 

r, —r, ne soit un nombre entier. On sait en outre d'après M. Fucus 
c ^n N 1Q D » = A Q LA m que, dans cette hypothèse, les fonctions holomorphes (2), h,(2) , h,(2) 

ne s'annulent pas au point a.’ L’équation différentielle reprenant la 

méme forme quand on fait 

u — == t= 9(2), 

la nouvelle équation entre v et ¢ admet les trois integrales 

(t — e) h (t) , (£ — a)"h,(t) , (£ — x)", (4), 

d'ou l'on déduit pour l'équation w les trois intégrales 

Ge) a] eC] — DeC) — ae) let) — lh, o] 
pe) j ga) LO, 

Comme £(z) — x admet le zéro simple z=, les quantités [e (2) — x)" sont 

de la forme 
.Ee(z) — 2" 

(2 — a)" [fee] 
net 

Voir par exemple TANNERY, Annales de | Ecole normale, 1875, p. 165. 
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où le second facteur est holomorphe au point x; les trois nouvelles in- 

tégrales ci-dessus sont donc de la forme 

@— ey H,() , (e — 2)* Hio) , (— 2) Hs). 
H (2), H,(2), H,(z) étant de fonctions de z holomorphes et non nulles 

au point ©. Comme les premieres intégrales w,(z), w,(z), w,(z) sont de 

cette méme forme, elle sont identiques aux nouvelles à des facteurs con- 

stants prés, et l'on a 

c'est à dire 

de meme 

k, , E 1 2? 

z — et vérifie l'équation 

k, étant dés constantes. La fonction B(z) admet le zéro simple 

B[g(2)] = ab(2), a= p(x) 

d'ou 

15% Mie E D 

[e(2] = Fay BG) 

la fonction 

D 

d(z) — u,(2) Bz) 
Ba), 

est donc holomorphe et différente de zéro au point x, et vérifie la relation 

De(z)] = ka" O(z). 

D'après M. KozniGs, les seules solutions holomorphes ou méromorphes 

de cette équation sont de la forme 

xB"(2) 
où n est un entier positif, négatif, ou nul. La fonction (2) étant ho- 
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lomorphe au point x et ne pouvant pas s'annuler au point x, cet entier 

n est nul, @(z) est une constante, et A,a'^^ est égal à l'unité. On aura 

done, en négligeant un facteur constant 

L'équation différentielle peut donc étre considérée comme intégrée dans 

le domaine du point x. 

La notion de continuité permettra d’affirmer que ces trois fonctions 

sont encore des intégrales Bnéairement indépendantes, quand les racines 

Fa. 0,, n restant distinctes, certaines des différences 

deviennent des nombres entiers. 

On passe du cas général où les trois racines sont distinctes, au cas 

ou deux ou trois deviennent égales par un procédé bien connu que nous 

avons employé pour l'équation du second ordre et sur lequel il est inutile 

d'insister. 

10. La forme que nous venons de trouver pour l'intégrale générale 

de l'équation 
d^uw du oe — 49 f(x) — qug(2) = o dz° dz 

montre que si l'on fait le changement de fonction et de variable 

v 
w= BG)? Beye, 

l'intégrale générale de l'équation en v est 

Cre + Cte + CEE, 

et par suite cette équation en v prend la forme élémentaire 

d’v dv 
aD a d 
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à coefficients constants. Il serait aisé de vérifier toutes ces -conséquences 
en supposant 

Na 

A 

comme nous lavons fait au n? 6 pour l'équation du second ordre. L'une 

des équations dont nos formules donnent l'intégrale dans cette hypo- 

thése est l'équation 

d’u 3 I TIS 
ua — — (1 =O 
dz? / as xl 

déjà intégrée par HarruEN (Mémoire Couronné, Savants Etrangers, 

e275. po 143) 

11. Si lon exprime que les intégrales que nous venons de trouver 

vérifient l'équation différentielle 

d'u du 
—— 4 — f(z) — 4ug(z) = 0 
dz? ^ 35 i ) 4 X ) , 

on obtiendra les expressions des fonctions f(z) et g(z) a l'aide de la fone- 

tion B(z) et de ses dérivées. La fonction f(z) a déja été exprimée 

anterieurement; on a 

fle) = fle) + (6) 
ou 

BE qa | le br 
AO 

Quant à g(z), on peut également l’exprimer directement a l'aide de la 

fonction B en faisant la somme de la série qui donne g,(z) par une 

méthode analogue à celle que nous avons suivie pour la série (2), ou 

mieux comme il suit. Les fonctions f et g sont assujetties à vérifier les 

deux relations : 

fle(e)) = ante) + 

se (2 = 200) faf) IE 
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Introduisons linvariant de MM. Lacurrre et Bnroscur 

I 1 

g(2) — Fe); 

nous avons en différentiant la première relation 

/ 

Tolz\le’ Bap "(2 Fe. A 2 24 Mami 69 ^ Aye mue we 

Formant la différence 
I , 

gle(2)] —z P Le()] 
on trouve 

ICT. I Ao ale(2)] — ;fle@)l — zs s(0 — 5: 

les autres termes disparaissent, comme on le vérifiera sans peine en effec- 

tuant les différentiations. 

La différence 
LL s() —if) 

est donc une solution de l'équation fonctionnelle 

Ele (2)] = 248) 

admettant le point limite « comme pôle d'ordre 3, car f(z) admet ce 

point comme pole d'ordre 2. D’apres M. Koernics la seule fonction = 

py 
Az): 

remplissant ces conditions est 

; désignant une constante. 

On a done 
v BONS s —ife + ns) 

d'ou, d'après l'expression de f(z) 

pt. ad /B\? BY? 
92) = zh (4) 6) tr) 

i BB" BY? 
g(z) = ~fi(2) z Ar nr AG) 
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avec 

P=r—% 

sous cette dernière forme la partie principale de g(z) dans le voisinage 

du pôle c est 
I 

EEE 

comme il doit arriver. 

En partant de ces deux expressions de f et g jointes à celles de 

f,(2), on pourra aisément vérifier que les trois intégrales trouvées satisfont 

à l'équation différentielle. 

Les coefficients de l'équation f(z) et g(z) étant des fonctions ration- 

nelles de B(z) et de ses dérivées, l'équation ne change pas non seule- 

ment quand on fait 

mais quand on fait la substitution plus générale 

v 

OS'S TES TG. D? t= O(2,h), 

comme nous l’avons vu pour les équations du second ordre. 

Equations d’ordre quelconque. 

12. Soit une équation d'ordre q que nous écrivons comme HALPHEN, 

avec les coefficients du ‘binôme 

q(q — aap UE dig mi Beyer ELS 1 
dz 16% dg 1.2 

\q — 2) du 

38 Py dei 

du 

ptt: 4n gP, (9) 7 a= P,(z)u = 9 

en admettant qu’on ait fait disparaitre le second terme par un change- 

ment de fonction. 
Supposons que cette équation reprenne la méme forme quand on 

fait 
u = vi(2), t=o(2) 
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c'est à dire devienne 

dv 

dia 

bac e 
+ P,(t = + A P.) 388 + 

dv 
cdg (t) 5 + P,(t)e 

Un caleul facile montre que pour faire disparaitre le second terme dans 

l’equation en v, il faut prendre 
1—q 

A(z) = Ie (e) ? 

Une fois A(z) déterminé, on aura par les formules générales données par 

HarrnEeN dans son Mémoire couronné les expressions des fonctions P,(t), 

P,(t); >, P(t) c'est à dire de P;[e(e)]; 2, [eels - mo; Are) 

fonetion linéaire de PP) s. SP.) ues “coeilicients ode feste 

pressions contenant les dérivées de ¢(z). A l'aide de ces relations et en 

s'appuyant sur l'analyse du n° 3, on pourra de proche en proche former 
les expressions les plus générales des fonctions P,(2), P,(z), ..., P,(z) 

sous la condition que ces fonctions soient méromorphes au point limite x. 

La premiére fonction P,(z) ne différera que par un facteur constant de 

la fonction appelée f(z) dans l'étude des équations du second et du 

troisiéme ordre. 

13. Mais il est plus simple d'avoir recours à la théorie des invariants. 

Prenons d'abord l'invariant V, d’Hatrnen (Mémoire couronné, Sa- 

vants étrangers, t. 28, n? I, p. 124 et suiv.) qui est actuellement 

V,(2) == 3P;(z) x 2P,(2) 

puisque P, est nul. Si l'on forme ce méme invariant sur l'équation 

transformée on aura, en l'appelant v, 

v,(t) = 3P5(t) — 2P,(t) = V.) 
La relation 

donne done 
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La fonction V,(z) étant méromorphe au point z, on aura nécessairement 

d'après les théorèmes de M. Kornıss 

na = ART 
3 

a4? étant une constante arbitraire. Tous les autres invariants rationnels 

et entiers par rapport aux coefficients et à leurs dérivées s'exprimeront 
r 

À à qp ‘ E y: 
de méme par des puissances de B égales à leur poids. Par exemple, l'in- 

variant qu'HALPHEN appelle A et qui forme le numérateur de l'invariant 

absolu Ah 

ee eere d eue 

étant de poids 8, on aura 

Ale(z)] = 5 A (2), AN sm Az) H 
4 

p désignant une constante.  hésolvant l'expression de A par rapport à 

2 APG on Calle A 
eres wad te) eal 

P, on aura 

d'ou, en remplacant A et V, par leurs expressions 

Beg ase LNG) 3B" se 

a NDR, ro ip B 
* 

y étant une constante, On a ainsi l'expression générale du second coeffi- 

cient P, et on peut vérifier, comme nous l'avons dit, que ce coefficient 

ne differe que par un facteur constant de la fonction f(z) trouvée plus 

haut 

Il est inutile de répéter encore une fois les raisonnements faits dans les 

cas particuliers g = 2,4 = 3 pour trouver la forme de l'intégrale géné- 

rale. Nous nous bornerons à montrer que l'équation différentielle peut 

être ramenée à avoir des coefficients constants. Pour cela, nous allons 

Acta mathematica, 15. Imprimé le 5 octobre 1551. 40 
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démontrer que la forme canonique donnée par HarrnEw (loc. cit. p. 128) 

est à coefficients constants. Em effet cette forme canonique étant 

div , g(g — 1)h dt ?v 4: q(q — 1Xq — 2)1 (1 1) d2—3v 

dis 2 2 (time 1872789 2 \dt dis 

1)(q 2\(q 3). dev q(q 
+ S 355 5,0 = sale ue À D: 

le coefficient A a pour expression 

et, en vertu des valeurs ci-dessus de A et V,, il est constant et égal à 
3 Pw Y à : 
à ;. En général linvariant absolu s, a pour expression 
JE = 

I 
Sm or 4m "m 

y 

ou f, est un invariant fonction entière des coefficients de l'équation pro- , 

posée et de leurs dérivées. Comme le poids de cet invariant £, est 4m 

/B' Nm 

(5) 
où d est une constante. L'on en conclut que s, a la valeur constante 

on a 

+ Se 

Ó 
mo . af m 

Le théorème est done démontré. 

La transformation propre à ramener l'équation primitive à cette 

forme canonique où les coefficients sont constants est, d'après HALPHEN 

dt 

dz = Vi =a t=alog BY), 

q—1 
A f ea: ENS 

DI wee j ?— Ug ; 

où nous négligeons un facteur constant dans l'expression de v. 
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Comme nous l'avons indiqué en détail pour le cas du.second ordre, 

il existe encore ici une infinité de substitutions contenant un paramétre 

et transformant l'équation en elle-même. 

Remarque. Lorsqu'on prend le cas particulier où 

les équations que l'on obtient sont celles qui ont été intégrées par Har- 

PHEN (Comptes rendus, t. 92, p. 779). 

Equations non linéaires. 

14. On peut étendre une partie des résultats précédents à des équa- 

tions non linéaires; par exemple aux équations considérées par Anrr,' 

par M. R. LriovuvinLLE, par M. Errror,? par M. Rivereau,* et par nous- 

méme. 

Ainsi, les équations homogénes mais non linéaires par rapport à la 
du d’u 

aha Cie 

forme quand on fait le changement de fonction et de variable 

u = vi(2), oe): 

ll pourra arriver qu'un choix convenable des fonctions A(z) et £(2) les 

transforme en elles-mêmes. Si la fonction e(z) remplit les conditions 

supposées par M. KorwiGs et si les coefficients de l'équations sont holo- 

fonction inconnue u et à ses dérivées , conservent la méme 

morphes ou méromorphes au point limite x, la considé ation des in- 

variants permettra d'étendre à ces équations une notable partie des ré- 

sultats précédents. C'est ce que l'on verifiera en suivant une méthode 

analogue à celle du $ 13. 

! Oeuvres, t. 2, p. I9 et 26. 

? Comptes rendus, 1886 et 1887. 

* Ibid. 1890, premier semestre. 

Sur les invariants de certaines classes d'équations différentielles homogènes par 

rapport à la fonction inconnue et à ses dérivées, These présentée à la Faculté des sciences 

de Paris, 1890.  Gauthier-Villars. 

5 Journal de mathématiques de M. JORDAN, 4'*"* série, t. 5, 1889. 
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ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENZENGLEICHUNGEN 

ERSTER ORDNUNG 

VON 

HJ. MELLIN 

inHELSINGFORS. 

Im 82. Bande des Crelle'schen Journals hat Herr Pmnvw be- 

wiesen, dass die Function /(z), welche durch die Bedingungen 

» ; Scd v I(2-+ 1) Sele), lim er Du, 
VS PA pg I 

vollständig bestimmt ist, auf die Form 

Fa) P(z) + Q(2) 

derart gebracht werden kann, dass P(z) eine durch die Bedingungen 

vollständig bestimmte und in der Form einer Partialbruchreihe darstell- 

bare Function bezeichnet, während Q(z) eine durch die Bedingungen 

. Q(z + y) 

Q2 1) = 2Q(2 es lupe 7 et) tims 

vollständig bestimmte und in eine beständig convergirende Potenzreihe 

entwickelbare Function bedeutet. 

Acta mathematica. 15 Imprimé le 5 octobre 189]. 
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In einer Abhandlung Zur Theorie der Gammafunction, Bd. 8 dieses 

Journals S. 37—80, habe ich den obigen Satz in folgender Weise verall- 

gemeinert. Setzt man 

Pig) — deine. a 
Ga) . | (4 = 2p) 

xd... f+ 4—-4—...—&, 

WO pee. 2,5 2], +++, 2, beliebige von z unabhängige Grössen bezeichnen, 

so hat. man den nachstehenden Satz, wo s(z) eine gewisse rationale Func- 

tion mit demselben Nenner wie r(z) und einem Zähler, dessen Gradzahl 

nicht grösser als m — ı ist, bezeichnet: 

Die obige Function F(z), welche durch die Bedingungen 
€ c 

Fle 4 2) = rl) im en 
ve art? (| y — 1) x 

vollständig bestimmt ist, kann, wenigstens in allen Fällen, wo lim | r(z) DE 
y— uo 

ist, auf die Form 

F(z) = P(z) + Q(2) 

derart gebracht werden, dass P(z) eine durch die Bedingungen 

8 t 3 : P (a + v) 2 
1 (2 alr 1) er (2) (2) SE s(z). iu a: dco Dan =. 

vollständig bestimmte und in der Form einer Summe von Partialbruch- 

reihen darstellbare Function bezeichnet, während Q(z) eine durch die Be- 

dingungen 

: Q(z + v) Q(z + 1) = r(e)Q(z) + s(z) lim — 1 
UE at | pESS mt y* 

vollständig bestimmte und in eine beständig convergirende Potenzreihe 

entwickelbare Function bedeutet. 

Dieser Satz ergab sich in ungezwungener Weise, indem ich mir die 

Aufgabe stellte, die Function F(2) dem Mrrrac-Lerrrer’schen Satze ge- 
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mäss durch Partialbrüche und cine beständig convergirende Potenzreihe 

darzustellen. Die Function P(z) kann auch auf die Form 

Ba = S(z + v) 
&— r(z)r(z + 1)... T(2 + v) 
v0 

gebracht werden; ein specieller Fall dieser Reihe ist offenbar die zu 

I'(z) gehörige Reihe 

oo ac 

à cce Selen: 
die aan be wol jv 

Der obige Satz ist eigentlich nur ein specieller Fall eines noch all- 

gemeineren, in $ 9 der genannten Abhandlung bewiesenen Satzes, der sich 

auf ein System von Functionalgleichungen der Form 

onen ee pd act (v: | DS Dp" -nyx 

bezieht, wo C eine Constante und s(z) eine beliebige rationale Function 

der Form 

bezeichnet. Nach dem fraglichen Satze giebt es immer eine Function 

f(z), welche dem obigen Gleichungssysteme genügt; und es ist stets mög- 

lich, die Constanten p,,..., 2m, q derart zu bestimmen, dass 

f(z) = p, P,(2) +--+ + PmPn(2) + aQ(2) 

wird, wo P,(z),..., P,(z) von einander linear unabhängige Reihen der 

Form P(z) bezeichnen. Dieser Ausdruck f(z), welcher bei passender Be- 

stimmung von p,,---; 2m, 7 in jede beliebige der drei Functionen F(z), 

P(z), Q(z) übergeht, ist gewissermassen auch als eine Verallgemeinerung 

der Gammafunction zu betrachten. 

Seitdem die Gammafunction von Eurer in die Analysis eingeführt 

wurde, hat sie auf Grund ihrer Anwendungen einen wichtigen Platz in 

der Theorie der bestimmten Integrale eingenommen. Es lässt sich nun 

auch eine überaus grosse Menge von bestimmten Integralen auf die obigen, 
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mit /(z) sehr nahe verwandten Transcendenten zurückführen. Diese In- 

tegrale können im Allgemeinen in der Gestalt 

J ne de 

geschrieben werden, wo y eine Function bezeichnet, die einer linearen 

Differentialgleichung der Form 

, d" y (a, + 6,4) 2" un (a, + bx)æ" N epe. (a, + b,7)y = o 

genügt. In dieser Form ist auch die bekannte Differentialgleichung der 

Gauss’schen hypergeometrischen Reihe enthalten. Es zeigt sich somit, 

dass die Gammafunction auch für die Theorie der soeben angeführten 

allgemeineren Differentialgleichung von derselben Wichtigkeit ist, wie für 

die Theorie der genannten Reihe. Die Richtigkeit dieser Bemerkung, 

welche meines Wissens nicht früher gemacht worden, ist in meiner Arbeit 

Über einen Zusammenhang zwischen gewissen linearen Differential- und Diffe- 

renzengleichungen' hinreichend begründet worden und soll in der vor- 

liegenden Arbeit weiter entwickelt werden. 

Bei den Anwendungen der oben besprochenen Functionen in der 

Theorie der bestimmten Integrale ist es von Wichtigkeit, solche charak- 

teristische Eigenschaften derselben zu kennen, dass sie ohne Schwierigkeit 

auch an den zu bestimmenden Integralen erkannt werden können. Gegen 

die Anwendbarkeit der Bedingung 

lim fa + v) 
Bir, art” (vel poe DNE X» 

- = Const. 

kann nun aber dasselbe angeführt werden, was SCHEEFFER in seiner Arbeit 

Zur Theorie der Functionen l'(z) , P(z), Q(z)” hinsichtlich der Bedingung 

TIT Const. 

bemerkt hat, dass sie nämlich den Mangel hat, aus der Form der zu be- 

stimmenden Integrale in manchen Fallen nicht ohne Weiteres ersichtlich 

zu sein. Der Zweck der vorliegenden Abhandlung ist, wenn gleich viel 

1 2 Bd. 9. dieses Journals. S. 137—166. Man siehe insbesondere § 3. 

? Crelles Journal. Bd. 97. S. 23Q—241. 
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allgemeiner, dem der ScuEErrEn' schen analog, nimlich zu zeigen, dass die 
in Frage stehende Bedingung durch andere ersetzt werden kann, welche 
den Vorzug besitzen, dass sie an den Integralen direct erkannt werden 
können. 

Specielle Fälle der in der vorliegenden Arbeit enthaltenen Sätze sind 
die nachstehenden, welche im wesentlichen mit den von ScHEEFFER a. a. O. 
bewiesenen übereinstimmen: 

Die Function /(z) ist, abgesehen von einem constanten Factor, die 
einzige monogene Function von z = €+ if’, welche die folgenden Eigen- 
schaften besitzt: 

I. /(2) befriedigt die Functionalgleichung /'(z + 1) = 2/2). 

I. /(z) verhält sich im Innern der dusch die Bedingung ¢> o de- 
finirten Hälfte der z-Ebene überall regulär. 

II. Wird die Veränderliche z, unter a eine positive Zahl verstanden, 

auf den zur imaginären Axe parallelen Streifen (a < £< a+ 1) beschränkt, 

so kann der absolute Betrag von /'(z) nicht über eine gewisse -endliche 
Grenze wachsen. 

Aus diesem Satze ergiebt sich leicht der folgende, wo 

oo 

Pia oa 
reri ab. 

und Q(z) = l'(z) — P(2) ist: 

Es giebt nur eine einzige monogene Function F(z), welche an einer 

gegebenen, dem Bereiche (0 <a <£< a + 1) angehórigen Stelle einen vor- 

geschriebenen Werth annimmt und die nachstehenden Eigenschaften besitzt: 
I. F(z) befriedigt die Functionalgleichung F(z + 1) = zF(z) + c 

wo c eine gegebene Constante bezeichnet. 

IL F(z) verhält sich im Innern der durch die Bedingung $70 

definirten Hälfte der z-Ebene regular. 

III. Wird die Veränderliche z, unter à eine positive Zahl verstanden, 

auf den Parallelstreifen (4 < £< 4 + 1) beschränkt, so kann F(z) dem 

absoluten Betrage nach nicht über eine gewisse endliche Grenze wachsen. 

Bei passender Bestimmung der Constanten p und g kann F(z) auf 

die Form pP(z) + qQ(z) gebracht werden. 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 27 octobre 1891. 41, 



B22 Hj. Mellin. 

L | 
Das Verhalten eines Productes aus mehreren Functionen der Form 

Nz — a), [(a— +) und das Verhalten eines Quotienten zweier solcher 

Producte bei beschränkter Veränderlichkeit des reellen and unbe- 

schränkter Veränderlichkeit des imaginären Theiles von z. 

1. Für die nachfolgenden Untersuchungen ist es von Wichtigkeit 

zu ermitteln, wie sich eine Function der Form 

I(z —a)...I(z— an)I(a, — 2)... I (au — 2) 

FEES) Ma MEUS DES 

verhält, wenn der reelle Theil der Veränderlichen 2 = £+ if’ auf ein 

beliebiges, aber endliches Intervall (a < £< f) beschränkt wird, während 

& dem absoluten Betrage nach ohne Ende wächst. Das Gebiet der Ver- 

änderlichen z wird alsdann durch einen zur imaginären Axe paraiicles 

Streifen von der Breite 8 — a geometrisch dargestellt. 

Das Verhalten der Function in einem solchen Parallelstreifen kann 

folgenderweise charakterisirt werden. Ist m +u>n-+ v, so wird F(z) 

mit wachsendem unendlich klein, wie gross auch die positive. ganze Zahl 2 e 

k sein mag. Ist m+ p <n +», so wird u wo k die obige Bedeutung 

hat, unendlich gross. Ist endlich m+ p — n+ v, so kann die nicht nega- 

; : F(z 2 
tive ganze Zahl k immer so angenommen werden, dass ERE mit wachsendem 

2 

|2| unendlich klein wird. - 

Dem Beweise dieses Satzes schicken wir den folgenden Hülfsatz ' 

voraus: 

Ist die Reihe 

Ow, y) = 1 + ¢,(y)2" + cQ) He. 

wenn x die Bedingung |x| < A erfüllt, unbedingt convergent, und zwar 

Cfr. WEIERSTRASS. Abhandlungen aus der Funetionenlehre. S. 212 u. f. 
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für alle Werthe y, welche einem gewissen Bereich angehören; ist über- 

dies der absolute Betrag von ® für die besprochenen Werthe von a und 

y nicht grösser als eine angebbare endliche Grösse @, so ist es, wenn 

a eine beliebie gegebene reelle Constante und z= £ + if’ eine die Be- 

dingung a < € befriedigende Veränderliche bezeichnet, stets möglich, eine 

positive ganze Zahl m so anzunehmen, dass das unendliche Product 

co co 

2y,)=]1 P(— = EE ER +.) 
y—m vem 

für die oben erwähnten Werthe von y und z convergirt, seinem absoluten 

Betrage nach nicht grösser als eine gewisse angebbare Zahl werden kann 

sich der Grenze Eins nähert. $^ 
und mit wachsendem 

Der Beweis ist sehr einfach. Man braucht nur die ganze Zahl 

TENET . Y 
so zu wählen, dass a + m — 1 2g ist Dann ist offenbar 2a) 

z+v)>a+m>atm-— ı 

füra cC,» —m,m-r1,..., und nach einem bekannten Satze aus der 

Lehre von den Potenzreihen 

leu) S ga e m — 1*6, E 

für alle Werthe von y, welche dem oben genannten Gebiet dieser Ver- 

änderlichen angehören. Hieraus folgt PUT, Louch 

(—— y) i CHE e a) 
at v 

Genre! ( = a + m—1\° G > 
+ ( =) Toe ee ae ay a+m—ı 

arm — i 

quan 

«m I 

aty e 
aty 

& v 

a Em IN. G (a + m)’G 
- I EEE 

<ı+( & dv ) PE PRORA AE (a + v 

a+m 

Der absolute Betrag unseres Productes ist mithin für die oben be- 
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sprochenen Werthe von y und z kleiner als die constante, durch das con- 

vergirende Product 

Il (: + s (74 vem 

dargestellte Zahl. Man findet nun auch ohne Schwierigkeit, dass lim P(y, 2) 

für ¢ = Eoo a <¢ gleich Eins ist. 

Wir beweisen nun zunächst den oben über F(z) ausgesprochenen 

Satz für einige specielle Functionen der Form F(z), woraus sodann die 

Allgemeingültigkeit des Satzes leicht gefolgert werden kann. Man darf 

offenbar unbeschadet der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Breite des 

im Satze erwähnten Parallelstreifens gleich Eins ist. 

2. Aus dem bekannten Ausdrucke der Gammafunction: 

co ( | 

er 
I y 

7 tg 

y=1 y 

ergiebt sich, wenn z = € + if’ gesetzt wird: 

2, P 

DIOR = EH) ie) =) 
Ino =0 

Wird nun die Veränderliche z auf einen beliebigen zur imaginären Axe 
parallelen Streifen (2 <€<a-+ 1) beschränkt, so zeigt die Gleichung (1), 

dass /(2) sich der Grenze Null nähert, wenn £ dem absoluten Betrage 

nach ohne Ende wächst. Offenbar gilt dies ebenfalls von z'Z'(z), wie 

gross auch die positive ganze Zahl % sein mag. 

3. Es soll nun bewiesen werden, dass der Quotient 

I — a) 

Iz — b) 

in jedem zur imaginären Axe parallelen Streifen (x < €<a-+.1) die 

Eigenschaft hat, mit z^ multiplicirt, sich der Grenze Eins zu nähern, 

wenn z dem absoluten Betrage nach ohne Ende wächst. 
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Für diesen Nachweis ist die Gleichung 

= b 

(2) NEA ere : Ru SEP (: Na 

KES) es ; a +.) 
y=0 TE + y 

von Wichtigkeit. Sie ergiebt sich durch Multiplication aus den Glei- 

chungen 
lj 8m b 

I—- m 
I'(z— a) z 2 +y ; NEC 

I'(z — b) NE : a ( des ; 

g »=1 2 + v 

a6 e I 3c / i I Y a 

—— I = 

» I Z b—a I E ( pct y b= 21) mem € (+2) ea 
I+- (: + - 

y=1 y y= ZU 

von deren Richtigkeit man sich leicht überzeugen kann. 

Ist nun R eine positive Constante, welche die Bedingungen 

R« 5 is << a 
I 

a 

erfüllt, so ist der absolute Betrag des Ausdruckes 

1 — bz 

I — ax 

( I + 2) a 

fir |x| <R kleiner als eine angebbare endliche Grösse, und ausserdem 

gilt alsdann eine Reihenentwickelung der Form 

ee = 1+ 9,07? + px +..+, 

wo die ¢ von z unabhängige Werthe haben. Nimmt man nun die po- 
ORO 1 . 

sitive ganze Zahl m so gross an, dass a + m — I 2g so ist das Product 
= LU 

e b 
I — — — “© 

a+y Lip RC Il ( 0, ) 

I = a ( + a) 
v=m : 1 (z SF y)- T 

d 
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für £7 «, auf Grund des in § 1. bewiesenen Hülfsatzes, dem absoluten 

Betrage nach kleiner als eine gewisse endliche Grösse und nähert sich 

mit wachsendem |z| der Grenze Eins. Aus der Gleichung 

m—1 oo 

I(z — a) ERAT e+ *( I be 2 +y I b—a 

Tie) © a Sc : T rA 

folgt daher, dass ihre linke Seite auf die Form 

I(z — a) a 

(3) Tt 

gebracht werden kann, wo ¢ eine Grösse bezeichnet, welche sich der 

Grenze Eins nähert, wenn die Veränderliche z dem absoluten Betrage 

nach ohne Ende wächst, während ihr reeller Theil der Bedingung ¢> a 

unterworfen ist. Dies gilt natürlich um so mehr, wenn € auf das Inter- 

vall (a X Cx a + 1) beschränkt wird. 

4. Um das Verhalten des Quotienten 

I(z — a) 

Ib — 2) 

im Bereiche (« <£< a+ 1) zu ermitteln, ist es hinreichend zu ent- 

Iz) 
18) 

scheiden, wie sich der Quotient daselbst verhält; denn es ist 

Te—-a)' Me—a) I'(—2) IXz) 

(4) T 2e) Wicca X09 

und nach $ 3. wissen wir schon, wie sich die zwei ersten Factoren der 

rechten Seite in einem beliebigen zur imaginären Axe parallelen Streifen 

verhalten. Da J'(ig — £) und /(— if’ — €) conjugirte Grössen sind, so 

ist der absolute Betrag von 

Tuy EICHE TE re 
(5) TUE nr eee 
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gleich dem absoluten Betrage von 

PE +0) 
Er 

Schliesslich hat man also, nur diesen letzten Quotienten zu betrachten. 

Schreibt man in der Gleichung (2) $ 3.-statt z,«, 5 bezüglich 2 

i, — C, 6, so folgt 

I'GC + €) 
(6) Tere) 

m—1 ui i eo - 

Do 

°c] iT +? y I à 25 ae 3t y \ 25 

— io) = ( dem) ei TIERS ( ee, at : 
VOITURES, - LS + Der - y 

TREES y y—m Dé + y 

Nimmt man nun AZ kleiner als Eins und m so gross an, dass die Be- 

dingung 

— AEST 

erfüllt ist, wenn C anf das Intervall « — €< a + 1 beschränkt wird, 

ist der absolute Betrag von, '. 

für » —m,m -F-1,... und für alle reellen Werthe von ¢’ kleiner als 

eine angebbare Grösse, und es gilt für denselben Ausdruck auch eine 

Reihenentwickelung der Form ; 

ru atu t 
Wendet man jetzt den in § 1. bewiesenen Hülfsatz an, so folgt aus den 

Gleichungen (5) und (6), da (if)* = (Ss) ist, dass der Quotient 

m5 auf die Form 

(7) We Xe 
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gebracht werden kann, wo ¢ eine Grösse bezeichnet, deren absoluter Betrag 

sich der Grenze Eins nähert, wenn der imaginäre Theil von z dem ab- 

soluten Betrage nach ohne Ende wächst, während der reelle Theil die 

Bedingung a<{<a+ ı erfüllt. 

Versteht man unter © fortwährend eine Grösse, deren absoluter Be- 

trag sich einer endlichen, von Null verschiedenen Grenze nähert, wenn 

ve+e®= |2| gemäss der Bedingung « < € <'a + 1 ohne Ende wächst, 

so ergiebt sich aus den Gleichungen (3), (4) und (7): 

Me —a) 2e 0 
— 27 €, 

I(b — z) : 

und hieraus 
LAUR er) ee or 

fea) => 2 

5. Mit Hülfe der in den vorigen Paragraphen bewiesenen Glei- 

chungen können wir nunmehr das Verhalten der Function 

F(z) ee Ga aes I'(z — an) (a, — 2)... Pay — 2) 

“!  Fe@—b,)... Te = ba) IB, — 2)... 108, — 9) 

in einem beliebigen zur imaginären Axe parallelen Streifen charakterisiren. 

Aus Gleichung (3) folgt 

: : I'(z — a) b F(e—a)— (s) ED s T(s)g, T(z) 

; ; Rae 3 
la — à) —I(—2-———-—zr(—2e. 

I'(— 2) 

In diesen Gleichungen, sowie auch in den folgenden, sind stets unter ¢ 

Grössen verstanden, deren absolute Beträge sich endlichen von Null ver- 

schiedenen Grenzen nähern, wenn die auf einen beliebigen zur imaginären 

Axe parallelen Streifen beschränkte Veränderliche z ihrem absoluten Be- 

trage nach ohne Ende wächst. Mit Benutzung der obigen Gleichungen 

kann F(z) zunächst auf die folgende Form gebracht werden 

F(z) = ca p^ (aye 2)» 

wo zur Abkürzung 

x = DER ee ae, +... +a—p —---—f 
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gesetzt worden dst. Benutzt man die in $ 4. bewiesene Gleichung 

= 2) =z *T(2)6, so folgt: 

Ta a)... 12 = an) (a, — 2): . I (ay — 2) adit ages MEME 
(8) 12 =)... IG -—uWIQ — 2)... T=) 7 i 4 (2). 

Dieser Gleichung entnehmen wir unmittelbar den folgenden Satz: 

bewegt sich die Veränderliche 2 in einem beliebigen zur imaginären Axe 

parallelen Streifen von endlicher Breite derart, dass ihr absoluter Betrag 

ohne Ende wächst, so nähert sich z'F(z), falls m +u>n-+v ist, der 

Grenze Null, und zwar wie gross auch die positive ganze Zahl k angenom- 

men werden mag. Ist m -- p =n-+ v, so kann die nicht negative ganze 

Zahl k so angenommen werden, dass z F(z) sich auch der Grenze Null 

nähert. Ist aber m+p<n+y, so wird z*F(z) unendlich gross, wie 

gross auch k angenommen werden mag. 

Die nachstehenden Gleichungen (9), (10), (11), (12) sind bemerkens- 

werthe specielle Fälle von (8). 

Te — a)... [2 — an)I(a, — 2)... (ay — 2) en v PA 2 x 

(9) I(z — b) .-. Ta — 5) (Bg, — 2)... IX, — 2) > (2)¢ 

ef um A ER do Oye —...—f,. 

: I'(z—a,)...I(z— an) NI t 

d) Pez bie), Le DT 

N LER, 

I(z—2,)...I(z — an) E 

(11) [c= BETEN 

4j (12) Crete He — 0») sin zac) Rare) — a Pe 8 (al, 

Die letzte Gleichung ergiebt sich leicht, indem man die trigonome- 

à ; C "m. age obo T 
trischen Factoren der linken Seite mit Hülfe der Formel sin zz = TO FG =D 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 30 octobre 1891. 42 
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durch die Gammafunction ausdrückt und sodann die allgemeine Gleichung 

(8) in Anwendung bringt. 

6. Beschränkt man die Veränderliche z auf einen beliebigen zur 

imaginären Axe parallelen Streifen, so verhält sich der im vorigen Para- 

graphen betrachtete Ausdruck F(z), abgesehen von einer Potenz von z, 

für ohne Ende wachsende Werthe von z wie eine ganzzahlige Potenz von 

T(z). Es ist daher von Wichtigkeit, genauer, als dies in $ 2 geschah, 

zu bestimmen, in welcher Weise /'(z) sich der Grenze Null nähert, wenn 

z, in einem solchen Streifen bleibend, sich von der reellen Axe entfernt. 

Da I'(€+ i¢’) und /'(€— if) conjugirte Grössen sind, so ist es für un- 

seren Zweck hinreichend, /(z) für wachsende positive Werthe von € zu 

untersuchen. 

In Folge der Gleichung /(2)/(1 — 2) = 
zX We 

sin zz 

Iz) = ye 2) Vom 

Daraus ergiebt sich, wenn man die Gleichungen /X2) = z^" (1—2)e 
emi n°: ei 

und sin 72 = ge berücksichtigt: 
24 

1 mzi = GESSIT 
EIER 27 

DNE 21509 
I'(z)=2 *e YE: if 

wo ¢ die früher festgesetzte Bedeutung hat. Die unter dem Wurzel- 

zeichen stehende Grösse nähert sich für wachsende positive Werthe von ¢’ 

der Grenze — 2zi. Man kann somit einfach 

Tzt 
ee 

Ä ES 
(13) I(z) — 2 *e* 9, 

setzen, wo c, für wachsende positive Werthe von £’ sich einer endlichen 

von Null verschiedenen Grenze nähert, wenn C zwischen endlichen Grenzen 

bleibt. Weil |/'(&— i£?)| = |T(€+ i¢’)| ist, so haben wir den folgenden 

Satz bewiesen: 

Bewegt sich die Veränderliche 2 in einem beliebigen zur imaginären Ave 

parallelen Streifen derart, dass ihr absoluter Betrag ohne Ende wächst, so 

gilt, unabhängig von dem Zeichen von €', die Gleichung 
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1 «x 
1 t. Sie 

(14) MA p ann 

wo € eine positive Verdnderliche bezeichnet, die sich einer endlichen von Null 

verschiedenen Grenze nähert." 

Mit Hilfe von (14) konnen die Gleichungen (8), (9), (10), (12) des 

vorigen Paragraphen in anderer Weise geschrieben werden. Nehmen wir 

beispielsweise nur die Gleichungen (10) und (12) in Betracht, so ergiebt 

sich der folgende Satz: 

Bewegt sich die Veränderliche z in einem beliebigen zur imaginären Axe 

parallelen Streifen derart, dass ihr absoluter Betrag ohne Ende wächst, so 

gelten, unabhängig von dem Zeichen von C, die Gleichungen 

Te — a). IT @-—am)| | emt) Tegel 

(15) ea f 5 ?, 

I(z —a)...I(z — a4) . : 
6 u. nn, 7 —— ER T\2— C (16) | HE TC 20) sin z(z — ¢,)... sin z(z — ¢,) | 

TII m—n—2p 5 

= ae | yar warn) o, 

(a n fuic A de. ede Mme 

wo die ® die oben angegebene Bedeutung haben. 

IL. 

Functionen, welche lineare homogene Dijferenzengleichungen 

erster Ordnung befriedigen. 

7. Da es bei der Anwendung der Gammafunctionen in der Theorie 

der bestimmten Integrale von Wichtigkeit ist, solche charakteristische Eigen- 

schaften der Functionen zu besitzen, dass sie ohne Schwierigkeit auch an 

1 Qf. PincHERLE. — Sulle funxione ipergeometriche generalixxate. ‘Rendiconti della 

R. Accad. dei Lincei. Vol. 4, S. 798—799. 
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den zu bestiinmenden Integralen erkannt werden können, so stellen wir 

uns die Aufgabe, einen allgemeinen Ausdruck zu ermitteln, durch welchen 

sämmtliche Functionen, welche die im Nachstehenden unter I, II und III 

erwähnten Eigenschaften besitzen, dargestellt werden können. Diese Eigen- 

schaften kommen nämlich mehreren der im vorigen Abschnitte betrachteten 

Funetionen zu und können sehr leicht auch an den entsprechenden Inte- 

gralen erkannt werden. 

Es sei also F(z) eine analytische Function, welche die folgenden. 
Eigenschaften besitzt: 

I. F(z) befriedigt die Differenzengleichung 

F(z + 1) = r(z)F(2), 

wo r(z) eine gegebene rationale Function bedeutet. 

IL- In der Ebene der Veränderlichen z= £+ iz giebt es einen zur. 
imaginären Axe parallelen Streifen (a < £< a + 1), wo F(z) sich überall 
regulär verhält; dabei wird in Bezug auf die Lage des Streifens voraus- 
gesetzt, dass die Zahl « im algebraischen Sinne grösser ist als die reellen 
Theile der Unendlichkeitsstellen von r(z). 

IL In dem unter II erwähnten Bereiche kann F(z), mit einer pas- 
senden Potenz von z multiplicirt, dem absoluten Betrage nach nicht über 
eine gewisse endliche Grenze wachsen, wenn für den Fall, dass die Stelle 

— o dem fraglichen Bereiche angehört, eine beliebig kleine Umgebung 

déreclbat aus dem genannten Bereiche ausgeschlossen wird. 

Verhält sich eine der Gleichung F(z + 1) = r(z)F(z) genügende 

Function in einem beliebigen zur imaginàren Axe parallelen Streifen 

(Y «cec + 1) regulàr, so verhalt sie sich in derselben Weise in dem 

Streifen (x + 1 < C a + 2), wenn jener keine Unendlichkeitsstelle von 

ES] 

r(z) enthält. Ebenso verhält sie sich, weil F(e — 1) — ist, auch 

in dem Streifen (a — 1 <{<.a) regulär, wenn in diesem sich keine Null. 

stelle von r(z) findet. Auf Grund dieser evidenten Sätze können offenbar 
die oben unter II und III erwähnten Bedingungen durch die folgenden 
ersetzt werden: 

IT. (z) verhält sich — unter 5 die im algebraischen Sinne grösste 
Zahl. verstanden, welche unter den reellen Theilen der Nullsiellen von 
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r(z) zu finden ist — im Innern der durch die Bedingun 

nirten Hälfte der z-Ebene überall regulär. 

III. Wird die reelle Zahl « im algebraischen Sinne grösser als P 

$2 B defi e 
D 

, 

sonst aber beliebig angenommen, und die Veränderliche z auf den Parallel- 

streifen (a X CX a + 1) beschränkt, so kann F(z), mit einer passenden 

Potenz von z multiplicirt, dem absoluten Betrage nach nicht über eine 

gewisse endliche Grenze wachsen. 

Handelt es sich um die Aufgabe, diejenigen Functionen f(z) zu be- 

stimmen, welche die obigen Eigenschaften mit dem Unterschiede besitzen, 

dass die Hälfte der z-Ebene, wo sie sich regulär verhalten — anstatt der 

unendlich grossen positiven — die unendlich grossen negativen Zahlen 

enthalten soll, so kann diese Aufgabe, indem man 7(z) = f(— z) setzt, auf 

die vorige zurückgeführt werden. 

Bezeichnen z,,...,2, die Null- und zj,...;7; die Unendlichkeits- 

stellen von r(z), so kann r(z) auf die Form 

(17) A — 

gebracht werden. Den absoluten Betrag von a bezeichnen wir mit p 

und setzen 
I — Spp 

Die reelle Zahl # wird weiterhin stets durch die Bedingung 

(8 GWE 

in eindeutiger Weise definirt. 

Zur Abkürzung setzen wir ferner 

(18) À F(z) "s IGUiyomu a : 

In Folge dieser Definition besitzt die Function F(z), welche im weiteren 

Verlaufe unserer Untersuchungen oft benutzt werden soll, die Eigenschaft 

F(z 4- 1) — a^ r(z)F (2). 

Es ist offenbar a’F(z) eine specielle Function, welche die Bedingungen 

I. und IL erfüllt. Aus Gleichung (15) ergiebt sich leicht, dass a^F(z) 
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auch die Eigenschaft III. wenigstens in allen den Fällen besitzt, wo m >n 

und a gleich einer reellen positiven Zahl ist. Durch die nachfolgenden 

Schlussfolgerungen gelangt man aber zu einer analytischen Darstellung 

sämmtlicher Functionen, welche die genannten drei Eigenschaften überhaupt 

besitzen können. 

Setzt man, unter F(z) eine eben solche Function verstehend: 

(19) 9() — atu, 
so ist d(2+ 1) = d(2). Wegen II. kann die Function ¢(z) an keiner 

endlichen Stelle des Bereichs (a — C- « + 1) und somit, weil sie die Pe- 

riode 1 besitzt, auch an keiner endlichen Stelle der z-Ebene unendlich 

gross werden. Gelingt es nun diese ganze und periodische Function zu 

bestimmen, so ergiebt sich F(z) aus der Gleichung (19). 

Wird die positive ganze Zahl A hinreichend gross angenommen, so 

kann nachgewiesen werden, dass die der Gleichung V'(z + 1) = (— 1) V'(z) 

genügende Function 

^ h(z 
(20) dg) sin z(z — el — z(z— 0)’ 

und somit auch (2), durch trigonometrische Functionen ausgedrückt 

werden kann. Offenbar kann ¥(z) im Endlichen nur für solche Werthe, 

die sich von den Constanten c,,..., c, um ganze Zahlen unterscheiden, 

einen unendlich grossen Werth annehmen. Damit #(2:) keine Unend- 

lichkeitsstelle höherer als der ersten Ordnung besitze, wollen wir der 

Einfachheit halber festsetzen, dass die Differenz irgend zweier der Con- 

stanten €, ,..., c, keine ganze Zahl sein soll; im übrigen sind ¢,,..., €; 

beliebig anzunehmende Grössen. Ihre Anzahl soll zunächst nur der Be- 

: 0 > : . 
dingung A+n>m+2 | unterworfen sein. Ist diese Bedingung er- 

füllt, so hat die Function 7(z) mit F(z) die Eigenschaft gemein, dass sie, 

wenigstens nach Multiplication mit einer passenden Potenz von 2, für 

a<é<a+i,£ —= + gleich Null wird Dies ergiebt sich, indem 

man bemerkt, dass der Nenner von 

a—? F(z) 

F(z)sinz(z — e,)...sinz@— 0)’ 
(21) W(z) = 
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auf Grund der obigen Definition von F(z), die Form der in Gleichung 

(16) des vorigen Abschnittes vorkommenden Function hat. Mit Benutzung 
jener Gleichung erhält man ' 

2»2,m—n—2À ,,, 1 
05 + «|t | a-m(E-5)— 

NE 2 pr PUE 

(x=at+...+4—a4—...—4,) 

~, 

woraus die Richtigkeit unserer Behauptung sofort erhellt, weil der Ex- 

ponent von e niemals positiv werden kann. Da ¥(z + 1) = (— ry4(z) 

ist, so ergiebt sich leicht, dass z 'V(2), bei passender Bestimmung von k, 

nicht nur für a <£<a+ 1, sondern auch für ein unbeschränkt ver- 

änderliches &, sich in gleichmässiger Weise der Grenze Null nähert, wenn 

18 | ohne Ende wächst. Dies wollen wir folgendermassen ausdrücken: 

Linn yop 5 (2) 0, a et eot 
C=+0 

Bildet man nun schliesslich für den Fall, dass A grade ist, den 

Ausdruck . 

D(z) = ¥(z) — [A, cotg z(z — c,) +... + A, cotgz(z — q)], 

für den Fall aber, dass A ungrade ist, den Ausdruck 

A A, 
D = Ye) — (——"——_- +... —— 1) 
iG) ( ) sin z(z — c,) qr s sin z(z — c})/’ 

so kann gezeigt werden, dass die Constanten A,,..., A, immer und nur 

in einer Weise derart bestimmt werden kónnen, dass die Differenz D(z) 

(resp. D,(z)) sich auf eine Constante reducirt. Da die Differenz D(z) 

(resp. D,(z)) bei unbestimmten Werthen von A,,..., 4, überhaupt nur 

für solche Werthe von z, die sich von ¢,,...,¢, um ganze Zahlen unter- 

scheiden, unendlich werden kann, und weil sie überdies die Eigenschaft 

D(z + 1) = D(z) (resp. D,(z + 1) = — D,(z)) besitzt, so folgt zunächst, 

dass sie sich auf eine ganze Function reducirt, wenn 4,,...,.4, so be- 

stimmt werden, dass D(z) (resp. D,(z)) sich in der Umgebung jeder der 

1 In diesem Abschnitte bezeichnet ® stets eine positive Veründerliche von der in 

S 6. angegebenen beschaffenheit. 
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Stellen c,,..., c, regulär verhält. Eine solche Bestimmung ist stets und 

nur in einer Weise möglich, Denn in der Umgebung von z — e, hat 

man beispielsweise 

D(z) + A, cotg z(z — c,) — ¥(z) — [A, cotg z(z — e,) -'-... + A, cotgz(z — c;)] 

== + EC) 
Ze 

( A 

A colg 2 (51 ea EN, 
em ez 6); 

wo ® und 33, nach positiven ganzzahligen Potenzen von 2 — e, fort- 

schreitende Reihen bezeichnen, während C eine gewisse Constante bedeutet. 

Setzt man nun A, = zC, so verhält sich D(z) in der Umgebung von 

z — c, regulàr. Wir kónnen somit annehmen, dass 4,,..., 4, solche 

Werthe haben, dass D(z) (resp. D,(z)) eine ganze Function ist. 

Aus den Gleichungen 

"er al NE d 
lina Belle) — 0, lim ne ed cotg 2 = F i, 

Ü-Eo L'= +00 E'— xo 

—e NIS le 

folgt ferner, dass D(z) (resp. D,(z)) bei passender Bestimmung von A 

ebenfalls die Eigenschaft 

(22) lim 25" D(2) —8; — 00S EE Co, 
'=+0 

haben muss. Daraus ergiebt sich mit Hilfe der Gleichung D(2+ 1) = D(2): 

(23) lim 2 * D(z) =o, —wo< (<4. 
f=+0 

Aus (22) und (23) folgt schliesslich, dass z*.D(z) (resp. 2 * D, (2)) sich der 

Grenze Null nähert, wenn z in beliebiger Weise sich der Stelle 2 — co 

nähert. Daher ist ¢ — co keine wesentliche singuläre Stelle für die ganze. 

Function D(z) (resp. D,(z), welche somit rational sein muss Wenn 

aber eine rationale Function die Eigenschaft D(z + 1) = D(z) (resp. 

D(e + 1) = —D,(z)) besitzt, so muss sie sich auf eine Constante re- 

dueiren. Insbesondere muss offenbar D,(z) = © sein. 
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Da %(z) durch Gleichung (21) definirt ist, so erhalten wir für unsere 
Function F(z), je nachdem A grade oder ungrade angenommen wird, die 
folgenden Ausdrücke: 

Gares F(z) = a'F(z) sinz(z — 6)... 

... sin z(z — ¢,)[A, + A, cotgz(z — e) +...+ A, cote z(z — ¢,)], 

(A=2k) 

" à 4, A; 
(25) F(z) =a F(z) sinz(z — c) .. sin z( — DE sts Za ne ex ah 

(A=2k+1) 

wo statt D A, geschrieben worden ist. Die Grössen c,,..., c; haben wir 
Le 

nur der Bedingung unterworfen, dass die Differenz irgend zweier der- 

selben keine ganze Zahl sein soll. Ihre Anzahl 2 kann unter der Be- 

schrankung 

22+n>m + 2 : 

beliebig angenommen werden. 

Unter den in den obigen Formen darstellbaren Functionen ist jede 

Function, welche die Eigenschaften L, IL, III. überhaupt besitzen kann, 

zu suchen. Es ist nun zunächst sofort ersichtlich, dass die beiden Aus- 

drücke (24) und (25) nicht nur die unter I. sondern auch die unter II. 

genannte Eigenschaft besitzen, wenn die unter IL. erwähnte Zahl « grösser 

ist als der reelle Theil einer jeden der Constanten z,,...,2,. Wir gehen 

jetzt dazu über, unter den obigen Functionen diejenigen zu ermitteln, 

welche auch die unter III. erwähnte Eigenschaft besitzen. 

8. - Erster Fall: m<n. Da |] in Folge der im vorigen Paragraphen | 
| 
i 

gegebenen Definition der Zahl 9, höchstens gleich Eins ist, so ist die Be- 

: 0 N : 
dingung A+n>m+2 H erfüllt, wenn A= 1 angenommen wird. Aus 

(25) ergiebt sich 

? z ‚I2—2)..: T(z — zu) 
F(z) Ae F(z) — TANG PE © NET 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 2 novembre 1891. 43 
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Wendet man die Gleichung (15) des vorigen Abschnittes an, so folgt 

n—m 
z|t'|—et' 2 

El ON zer 23 
(x — at... + %—24—...— 2) 

Eurer z) | D 

Durchläuft X alle reellen Werthe, so kann tn — 0C, wegen der 

Voraussetzung n m, beliebig grosse positive Werthe erhalten. Der ab- 

solute Betrag von F(z)z* kann daher, wie gross auch k sein mag, in 

jedem zur imaginären Axe parallelen Streifen über jede endliche Grenze 
wachsen. Also haben wir den Satz: 

Ist die Gradzahl des Zählers von r(z) kleiner als die des Nenners, so 

giebt es, von Null abgesehen, überhaupt keine analytische Function, welche, 

ausser den Eigenschaften 1., Il., noch die Eigenschaft III. besässe. 

9. Zweiter Fall: mn. Auch in diesem Falle kann offenbar À = 1 

gesetzt werden. Aus (25) ergiebt sich 

,I(a—2)...I(2 — 2m) 

F(z) m" CIERTO T 

Wendet man die Gleichung (15) an, so folgt 

at 
e (26) | F(z) | im

 pre ®, (x=at...+4,—4,—..-—2,). 

Ist a eine reelle negative oder eine complexe Grösse, und somit 4 von 

Null verschieden, so kann der absolute Betrag von F(2)2”” 

auch %k sei, in einem beliebigen zur imaginären Axe parallelen Streifen 

, Wie gross 

über jede endliche Grenze wachsen. Ist dagegen a reel und positiv, d. h. 

0 — o, so nähert sich F(z)2” in jedem solchen Streifen der Grenze Null, 

wenn %k grösser als der reelle Theil von x angenommen wird. Also haben 

wir den Satz: 

Ist die Gradzahl des Zählers von r(z) gleich der des Nenners und a 

eine negative oder complere Grösse, so giebt es, von Null abgesehen, über- 

haupt keine analytische Function, welche, ausser den Eigenschaften 1., II, 

noch die Eigenschaft III. besässe. Ist dagegen a eine reelle und positive Zahl, 

so ist 
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a LEZ 4): + TG — m) 

Peay Te) 
Bei 

abgesehen von einem constanten Factor, die einzige Function, welche alle drei 

Eigenschaften wirklich besitzt. 

Unter Voraussetzung eines positiven a ergiebt sich aus (26) der Satz: 

In jedem zur imaginären Axe parallelen Streifen (a << a+ 1), für 

den a grösser als die reellen Theile von z,,...,2,„ ist, kann der absolute 

Betrag von F(z), wenn der reelle Theil von x <o ist, nicht über eine ge- 

wisse endliche Grenze wachsen. Ist dagegen der genannte Theil grösser als 

Null, so wird F(z) in jedem zur imaginären Axe parallelen Streifen mit 

wachsendem a unendlich gross. . 

10. Dritter Fall: m>n. Bei dieser Gelegenheit soll dieser Fall 

nicht in seiner grössten Allgemeinheit erörtert werden. Wir wollen näm- 

lich voraussetzen, dass die in r(z) vorkommende Grösse a reel und positiv 

sei. Diese Beschränkung kann dadurch motivirt werden, dass die Re- 

sultate unserer Untersuchungen, wenn « reel und positiv angenommen 

wird, in sehr einfacher Weise in einem Satze zusammengefasst werden 

kónnen. Ausserdem zeigt es sich bei den Anwendungen unserer Func- 

tionen (IV. Abschnitt), dass es in den meisten und wichtigsten Fallen 

sogar hinreichend ist, sich auf solche Functionen, für die a = 1 ist, zu 

beschränken. 

Ferner soll die in $ 7 unter III. (resp. III) erwähnte Bedingung die 

folgende beschränkende Modification erfahren: 

II‘. Die betreffende Function F(z) soll in keinem Parallelstreifen 

(2<€<a-+ 1), welche die unter II. angegebene Lage hat, ihrem abso- 

luten Betrage nach über eine endliche, voñ der Lage des Streifens im 

Allgemeinen abhängende, Grenze wachsen können. 

Diese Bedingung wird in ähnlicher Weise motivirt, wie die Voraus- 

setzung, dass a positiv sein soll. x 

Im Nachstehenden kommt der folgende Hülfsatz zur Anwendung: 

Wenn die beiden Grenzwerthe 

lim [A, + A, cotg z(z — ¢,) +... + A, cotg z(z — c;)] 
cate : 
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und 
lim [A, + A, cotg z(z — €) +...-+ A, eotg z(z — c;)] 

gleich Null sind, so ist bei passender Bestimmung von B,,..., B, ;: 

(27) A, + A, cotgr(z — c,) +... + A, cotg z(z — c;) 

B Bia 
= I | : + CACY o* + re] 

—. Sin z(z — c) | sin z(@ — ¢,) sin z(z — ca_1) 

Mit Benutzung der Gleichungen 

lim cotg z(z — c) = — i, lim cote z(z — €) — i 
C=+a0 t= 

ergiebt sich nämlich 

lim [4, + A, cotg z(z —¢,) + ..: + A, cotg z(z — @)] 

= A, —iA, —...— 64A; = 0, 

lim [4, + A, cotg z(2 — €) +... + A, cotg z(e — c;)] 

= A, + 4A, diu, 

und hieraus: 

À, = 0, A, =; — A, — À, —,..— Aga: 

Setzt man diese Werthe in die linke Seite von (27) ein, so nimmt sie, 

nach einer einfachen Rechnung, die Form der rechten Seite an. 

Jede Function F(z), welche die in Rede stehenden Eigenschaften 

besitzt, kann sowohl in der Form (24) als in der Form (25) dargestellt 

werden, je nachdem die ganze Zahl 2, welche nur der Bedingung 24 4- ” > m 

zu genügen braucht, grade oder ungrade angenommen wird. Die einfachste 

Form erhält aber F(z), wenn A die kleinste ganze Zahl bezeichnet, für welche 

22 + n nicht kleiner ist als m: 

(28) 2A+n>m> 2A—1) +n. 

Es erhält dann A einen eindeutig bestimmten Werth; und zwar aus der 

Gleichung 24+ » — m, wenn m—n grade ist, aus der Gleichung 

2À+n—m +1 dagegen, wenn m—n ungrade ist. Weiterhin soll A 

stets durch (28) definirt sein. 

Ist nun,die durch (28) definirte Zahl À grade, so ergeben sich sämmt- 
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liche Functionen, welche, ausser den in $ 7. unter I. und IL, noch die 

im Vorhergehenden unter III angegebene Eigenschaft besitzen, aus der 

Gleichung 

(29) F(2) = «F(z)snz(z — 6,):.. 

...sinz(z — e)[A, + A, cote z(z—c,) +... + A, cotgr(2 — e). a=w 

Ist dagegen A ungrade, so ergeben sie sich aus der Gleichung 

(30) F(z) =a'F (2)sinz(e—e,)..sinz(e—«) | +. ai amc 
sinz(z—c,) 

=%k41) 

In den nachfolgenden Gleichungen haben wir zur Abkürzung 

1 
x+(m—n){ F—— 

2 y ( >) — // 

gesetzt. : 

A. Ist A= 2k + 1, so ergiebt sich aus (30) mit Benutzung von (16) 

n34-92(4—1)—m , 
|., sinz(s — c) Sr] A ; BRUT en 

Ted 4, ES e, | 1 sin z(z — ¢,) À sin z(z — €) | Gr) |F(2|— «e 

IN. = T DU 

wo 4 die in $ 6. angegebene Bedeutung hat. Wegen (28) ist n 4-2(4— 1)—m 

negativ. Es ist somit lim F(z) =, wenn der reelle- Theil von z auf 
Ci= 00 

ein beliebiges endliches Intervall beschränkt wird. Ist also die durch (28) 

definirte Zahl A ungrade, so besitzt jede in der Form 

: : A Ar 3 
F(z) — a'F (2) sinz(z — €)... sin z(z — 6; dc um ne E 

darstellbare Function, und keine andere, die drei Eigenschaften L, IL, III. 

B. Ist A= 2k, so ergiebt sich aus (29) mit Benutzung von (16): 

E n-F21—m  ,., 

SG Z|| A, + A, cotg z(2 — e,) + ...| 0. | F(z)| = ae 

Da n + 2A—wm keinenfalls negativ sein kann, und der reelle Theil des 

Exponenten von z (im Ausdrucke Z) für hinreichend grosse Werthe von 

C positiv ausfällt, so ist es, wenn F(z) die Eigenschaft HP. besitzen soll, 

jedenfalls nothwendig, dass die beiden Grenzwerthe 

lim [4, + A, eotg z(z— 4) +---] 
C=+0 
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gleich Null sind. Auf Grund des oben bewiesenen Hülfsatzes erhält 

F(z) dann die Form 

(32) F(z) = @ F(z) sin z(z — ¢,) 

| e did By, «+. SIN z (2 TES o) as 7 Sn) +. re 

Hieraus folgt mit Benutzung von (16): 

n+2(A—2)—m _, 5, Kaas z|t 
2 IE Be 

sin z(z—c,) 

sinz(2—c,_1) 

sin z(z— e; 1) 

Weil n + 2(A— 2) — m « — 2 ist, so ist lim F(z) = o, wenn der reelle 
Cato 

Theil von z auf ein beliebiges endliches Intervall beschränkt wird. Ist 

also die durch (28) definirte Zahl A grade, so besitzt jede in der Form 

(32) darstellbare Function, und keine andere, alle drei Eigenschaften I, 

IE, 

Die unter A und B erhaltenen Resultate können folgendermassen zu- 

sammengefasst werden: 

Bezeichnet p die grösste in A enthaltene ungrade Zahl, so besitzt jede 

in der Form 

ER a PRE N : d j Hs Ay { 
F(z) = a'F(z) sin z(z — c,).... sin z(z e) as Ec um E am = =. 

darstellbare Function, und keine andere, die drei Eigenschaften I., IL, HF. 

Die Zahl p kann offenbar auch dadurch charakterisirt werden, dass 

sie die kleinste ungrade Zahl ist, für welche 2(p + 1) + n nicht kleiner 
: : à = Be : 
ist als m, d. h. die kleinste ungrade Zahl, für welche pum endlich 

ist. Bringt man m -— n auf die Form 

= =0,1,2,..., 
TP) =A Sta (ores) 

so ist immer 9 = 29 + 1. 

Die Resultate unserer obigen Untersuchungen können nun folgender- 

massen zusammengefasst werden: 



Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen erster Ordnung. 343 

Es sei a eine positive Zahl und die Gradzahl des Zihlers der ratio- 
nalen Function 

me 1) ++ 28) 
2) meh) 

grösser als die des Nenners (m > n), sowie p die kleinste ungrade Zahl, für 
r(z) diss ; E. welche lim ETE endlich ist. Ferner seien c,,..., c, beliebige Constanten, 

welche dock die Bedingung erfüllen, dass die Differenz irgend zweier der- 
selben keine ganze Zahl ist. Dann hat jede in der Form 

: A 4, (34) F(z) = à F(2)sin z(e—c,)... sin r(2— ES S dem 

wo 

I'(g — 2,) i. Ds — em) 

B(2)'= I'(g—2)-..P(z—2) 

ist, darstellbare Function von z = £ + if die folgenden Eigenschaften: 

I. F(z) befriedigt die Differenzengleichung 

F(z + 1) = r(2)F(2). 

IL F(z) verhält sich — unter die in algebraischem Sinne grösste 

unter den reellen Theilen von 4 ,...,2, zu findende Zahl verstanden — 

im Innern der durch die Bedingung €> 8 definirten Hälfte der z-Ebene 

überall regulär. | 

II. Wird die reelle Zahl a im algebraischen Sinne grösser als f, 

sonst aber beliebig angenommen, und die Veränderliche z auf den Parallel- 

streifen (a <€<a-+ 1) beschränkt, so kann F(z) dem absoluten Betrage 

nach nicht über eine gewisse endliche Grenze wachsen. 

Umgekehrt lässt sich auch jede monogene Function, von der man nur 

weiss, dass sie alle diese Eigenschaften besitzt, bei passender Bestimmung 

von À, ,..., A, auf die Form (34) bringen. 

11. Aus den Gleichungen (31) und (33) des vorhergehenden Para- 

graph ergiebt sich ein Satz, der für die späteren Anwendungen unserer 

Functionen von grosser Wichtigkeit ist. 

Der absolute Betrag der soeben betrachteten Function F(z) lässt sich 

stets auf eine der beiden Formen (31) oder (33) bringen. Beide Aus- 
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m 
k— 

2 
drücke enthalten einen Factor der Form e ? -, wo die positive ganze 

Zahl k wegen (28) jedenfalls nicht kleiner als Eins sein kann. (Das Pro- 

duct der übrigen Factoren nähert sich, wenigstens nach Multiplication mit 

einer passenden Potenz. von z = ¢+ iC, der Grenze Null, wenn |¢’| ohne 

Ende wächst, während C auf ein beliebiges endliches Intervall beschränkt 

wird.) Ist also æ eine beliebige Grösse, deren reeller Theil positiv ist, 
EA 7 T s 

und setzt man x = et+*,—-< & <-, so ist ? 2 2 , 

k= e HT] 
e =e 

. 7T . x . . 
wegen der Ungleichung £ — ho< o eine Veranderliche, welche mit wach- 

sendem |£| sich der Grenze Null nähert, wenn € und c auf ein beliebiges, 

aber endliches Interwall beschränkt werden. Offenbar hat auch das Pro- 

duct dieser Veränderlichen mit einer beliebigen Potenz von z die genannte 

Eigenschaft. Hieraus ergiebt sich nun Folgendes: 
* 

Beschränkt man die Veränderliche 2 = £ + i£ auf einen beliebigen zur 

imaginären Axe parallelen Streifen und die Veränderliche x auf ein end- 

liches Gebiet, dessen sämmtliche Punkte — die an der Grenze mit ein- 

begriffen — positive Abscissen besitzen, so nähert sich die Grösse 

ex Fa) 

wo F(z) den Ausdruck (34) undp eine beliebig gewählte positive Zahl. be- 

zeichnet, mit wachsendem | C| gleichmässig der Grenze Null. Es hat somit 

das Integral 
c ioo 

(35) g(a) = f e F(2)de, 
edu 

erstreckt längs einer zur imaginären Axe parallelen Geraden € = c, nicht 

nur einen bestimmten Sinn, wenn die betreffende Gerade durch keine. Un- 

endlichkeitsstelle von F(2) geht, sondern es ist e(x) auch eine analytische 

Function von x. 

Es wird im letzten Abschnitte bewiesen, dass ¢(«) einer linearen 

Differentialgleichung . Genüge leistet, wenn € im algebraischen Sinne grösser 
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ist als die reellen Theile von z,,..., 2,,; sowie auch, dass. @(x)æT! für 
ein beliebiges z sich der Grenze Null nähert, falls der reelle Theil von 
æ ohne Ende wächst. Es hat somit auch -das Integral 

fv jg ae 

einen bestimmten Sinn, wenn der reelle Theil von z hinreichend gross 

angenommen wird. Dies Integral kann, was sehr interessant ist, auf die 

Form F(z) gebracht werden. 

12. Unter ¢,,...,¢, sind in diesem Paragraphen fortwährend Grössen 

verstanden, welche die Bedingung erfüllen, dass die Differenz irgend zweier 
derselben keine ganze Zahl ist. 

Sind F\(z),..., F,(z) p Functionen der Form (34), etwa: 

F(z) = a F(z) sin z(2 — c,) ... sin z(z — c,) 
AQ AC 

Rei C eq | 
‚sin z(z—,) sin z(z — cp) 

| | ede Ps 2 »(2) = e F (2) sin z(z—e, )... sin r(e—c,)| ————. +. + —7 | 
sin z(z — ¢,) sin z(z — ©) 

so kann, wenn die Determinante 

(1) (1) DUNT | 

(n (p) AQ ... AP 

von Null verschieden ist, zwischen denselben offenbar keine homogene li- 

neare Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen. 

Ist F(z) eine beliebige Function der Form (34), und A von Null 

verschieden, so ist unmittelbar ersichtlich, dass die Constanten C,,..., C, 

immer so bestimmt werden können, dass 

F(z) = CE (4) 4... + C, F,(z) 

wird. 

Acla mathematica, 15. Imprimé le 3 novembre 1891. 44 
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Nehmen wir c,,...,c, von den Nullstellen der Function F(z) ver- 

schieden an, so erhalten A, ,..., 4,, wenn F(c,),..., F(c,) als gegebene 

Grössen betrachtet. werden, aus den Gleichungen 

5) = a^ F(c,) 8n a(e, — 6)... 8inz(6,. — ¢)A,, 

1 e a more. ino LI Fe) =a? F (6,) sin z (e, =<). ;. 8inz(655— 9, 1) A, 

eindeutig bestimmte endliche Werthe. Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Eine Function, welche die Bedingungen des im § 10 entwickelten Satzes 

erfüllt, ist vollständig bestimmt, wenn die Werthe, die sie an p verschiedenen 

Stellen der angegebenen Art annimmt, bekannt sind. 

Besonders bemerkenswerth sind diejenigen Functionen F(z), für welche 

p — 1 ist; was offenbar dann, und nur dann, der Fall ist, wenn m — n 

gleich irgend einer der Zahlen 1,2,3,4 ist. In allen. diesen Fällen ist 

F(z) = Ca’F(z), also F(z) vollständig bestimmt, wenn ein specieller Werth 

der Function bekannt ist. 

13. Der Vollständigkeit halber wollen wir jetzt zwei allgemeine 

Ausdrücke bilden, durch welche sämmtliche, der vorher betrachteten 

Differenzengleichung F(z + 1) — r(z)F(z) genügende Functionen ausge- © 

drückt werden können, für die es überhaupt einen zur imaginären Axe 

parallelen Streifen (a <€<a-+ 1) giebt, wo sie sich regulär verhalten 

und, nach Multiplieation mit einer passenden Potenz von z, dem abso- 

luten Betrage nach nicht über eine gewisse endliche Grenze wachsen 

können. Die Herleitung derselben braucht hier nur kurz angedeutet 

werden, weil die dabei in Frage kommenden Schlüsse mit den in § 7 

benutzten vollständig übereinstimmen. 

Es sei J’(z) eine ebensolche Function. Setzt man 

u ; a? F(z) ^ 

Pe) — Ta 2) Te tq) hep) Era 

so ist d(@+ 1) = (— 1)'d(z). Somit ist ¢(z), weil sie sich im Bereiche 

(a € £X a+ ı) regulär verhält, eine ganze Function. Setzt man ferner 

f(z) 
Ps sin z(z — cj)...sinz(ez — ej) 
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wo €, ,...,c, Constanten bezeichnen, so kann diese Function, welche die 

Eigenschaft W(z + 1) = (— 1)" ** /(z) besitzt, durch trigonometrische Fune- 

tionen ausgedrückt werden. Damit sie keine mehrfache Unendlichkeits- 

stelle besitze, wollen wir der Einfachheit halber voraussetzen, dass unter 

den Grössen c,,..., c, keine zwei sich finden, deren Differenz gleich einer 

ganzen Zahl oder Null wäre. Ihre Anzahl A braucht zunächst nur der 

Bedingung 24- m + n unterworfen werden. Betrachtet man nun für 

den Fall, dass » + A grade ist, den Ausdruck 

G(z) = (2) — [4, eotg z(z — e) +... + A,cotgr(z — ¢,)], 

für den Fall aber, dass » + A ungrade ist, den Ausdruck 

TEN LOS 2 > a]. A, - 

G,(z) = #2) SE a. al 

‚so zeigt sich in ähnlicher Weise wie in $ 7, dass G und G, bei passender 

Bestimmung von 4,,..., 4, sich auf constante Grössen reduciren; ins- 

besondere muss G, = © sein. 

Für die Function F(z) erhalten wir also, je nachdem n + 2 grade 

oder ungrade angenommen wird, die folgenden Ausdrücke: 

sinz(z — c,)...sinz(z — cj) 
F(z) = aF(z) [4, + A, cotg z(z — Ce 

sin'z(z —2,)...sinz(e — 25) 

... + A, cotg z(2 — c;)], m+2=1%0 

4 = sin 7(2— €)... sin z(z — ci) A, Aj en ea lt Dm EN — | 
sin z(z — 2j) ... sin z(z — 2;) z(s — ¢,) sin z(z — ei). 

(n4+A=2k+1) 

wo F(z) durch Gleichung (34) erklart wird und A, = G ist. 

Die obigen Ausdrücke werden am einfachsten, wenn A die kleinste 

ganze Zahl bezeichnet, deren doppelter Werth nicht kleiner ist alsm+n. 

Bei dieser Gelegenheit wollen wir nicht die Bedingungen ermitteln, 

welche erfüllt sein müssen, damit die obigen Ausdrücke die verlangten 

Eigenschaften wirklich besitzen mögen. Offenbar besitzen sie jedenfalls 

die Eigenschaft F(z + 1) = r(2)F(2). 
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Ist insbesondere m = n, so kann man À — m annehmen, und es er- 

hält dann 7(z) die Form: 

(36) F(z) CR. a’ F(z) Em z(z— E ...8in z(z — Cm) X^ + A, cote 7 (2 wen 6) + fé 

sin z(z — 2)... sinz(2 — zm) 

. + À, cotg z(z — 6,)]. 

14. Unter den in der Form (36) darstellbaren Functionen miissen 

einige hervorgehoben werden, da sie für die Theorie gewisser bestimmten 

Integrale von Wichtigkeit sind. Nehmen wir an, es seien die reellen 

Theile der Nullstellen des Zählers von r(z) sämmtlich kleiner als eine 

gewisse reelle Zahl a, die entsprechenden Grössen im Nenner aber grösser 

als a, so ist leicht zu sehen, dass jede Function der Form 

F(a) = F(:) 222 Mies e ep mi (A, + A, cotgz(z—e,) +. 
sin z(z — z,) ...sin z(z — Zu) 

. + À, cotg z(z — c,)]. 

wenn z auf den Parallelstreifen (a — £< a + 1) beschränkt wird, sich’ 

regulär verhält und, nach Multiplication mit 2”*, dem absoluten Betrage 

nach nicht ohne Ende wachsen kann. Verlangt man aber, es soll 7(z) 

die letzte Eigenschaft besitzen, auch ohne dass man sie mit einer Potenz 

von z multiplicirt, so muss der letzte Factor von F(z) für = 4 co 

gleich Null sein. — Wegen unserer Voraussetzung über die Null- und 

Unendlichkeitsstellen von r(z) ist nämlich der reelle Theil von x positiv, 

und somit ($ 9) lim F(z) = co. — Aus 
C-te 

Jim [A, + A, cotgr(z — c,) + ... + A, cotg z(2 — ¢,,)] = 0 
(QE Eo 

folgt aber A, — o, A, = — A, — A, —...— A, ,. Setzt man diese 

Werthe in (37) ein, so bekommt man einen Ausdruck der Form: 

3 sin x Te 6,)- -- sin z(z — e, 3) B pee, 5 
Fa) - E : = ——À—— — 
( ) F(z) sin z(z — z,)...8inz(z— Zp) |sinx (2 — c,) Phe sinz(z — Cm—1) | 

Es ergiebt sich leicht, dass jede Function dieser Form, die oben verlangten 

Eigenschaften besitzt, wenn die bezüglich der Grössen z,, .., 2m 5 215 ++) £5 

gemachte Voraussetzung erfüllt ist. Damit ist nun folgender Satz bewiesen: 
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In der rationalen Function 

r(z) E @ — 2) (Ge £m) 

(@ — 2)... (2 — 2m) 

seien die reellen Theile von 2,,..., 2 kleiner als a, und die reellen Theile 

von 2,,...,2, grösser als a. Ferner seien c,,...,c, , beliebige Con- 

stanten, welche doch die Bedingung erfüllen, dass die Differenz irgend zweier 

derselben keine ganze Zahl ist. Dann hat jede in der Form 

(38) F() MI: F(z) sin z(@— Cc; )\...8in LET : A, pens ue Ay | 

sin z(z—2;)...sinz(z—z,,) | sinz(z—c,) sin z(2—Cm_}) 

wo 

NEA TO) 

F(2) TAG ar 

ist, darstellbare Function von z = €+ if’ die folgenden Eigenschaften: 

I. F(z) befriedigt die Differenzengleichung 

F(z + 1) = r(z)F (2). 

II. F(z) verhält sich an jeder Stelle des Parallelstreifens (ax <£<a +1) 

regulär. Tu 

Ill. Wird die Veränderliche z auf den genannten Parallelstreifen be- 

schränkt, so kann der absolute Betrag von F(z) nicht über eine gewisse end- 

liche Grenze wachsen. 

Umgekehrt lässt sich auch jede monogene Function, von der man nur 

weiss, dass sie alle diese Eigenschaften besitzt, bei passender Bestimmung von 

A ., An auf die Form (38) bringen. 
1 

Eine Function, welche die obigen Eigenschaften besitzt, ist offenbar 

vollständig bestimmt, wenn die Werthe, die sie an m — ı verschiedenen 

Stellen des Bereichs (a < €<a-+ 1) annimmt, bekannt sind. 
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Il. 

Functionen, welche lineare nicht homogene Differenzengleichungen 

erster Ordnung befriedigen. 

15. Jede lineare Differenzengleichung erster Ordnung kann auf die 
Form 

r (2) Fle + 1) = n (2) F()) — (2) 
gebracht werden. Setzt man 

so erhàlt sie die Gestalt 

(39) F(e + 1) = r(z)F(z) — s(2). 

In der vorliegenden Arbeit bezeichnen r,(z), r,(z), S,(z) stets ganze ra- 

tionale Functionen, und somit r(z) und s(z) rationale Functionen mit 

demselben Nenner. Dieselben wollen wir jetzt gewissen Beschränkungen 

unterwerfen, die theils durch die Ergebnisse des vorhergehenden, theils 

erst durch die des letzten Abschnittes gerechtfertigt werden können. 

Erstens nehmen wir an, dass die Gradzahl des Zàhlers von r(z) nicht 

kleiner als die des Nenners sei. Zweitens soll, wenn r(z) auf die Form 

(8 — 2,)... (8 — 25) 

(2 — zi)... (2 — 2) 
re — 0 

gebracht wird, die Grösse a eine reelle positive Zahl sein. Schliesslich 

soll s(z) die Bedingung 
li S(z) À 
im —— = 

T(z) 
Z — oo 

erfüllen; die Gradzahl des Zàhlers von s(z) soll m. a. W., unter m die 

des Zahlers von r(z) verstanden, höchstens gleich m — 1 sein. 

Die im Vorhergehenden behandelte Gleichung F(z + 1) = r(z) F(z) 
kann gewissermassen als ein specieller Fall von (39) aufgefasst werden. 
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Es fragt sich nun, ob es auch Functionen existiren, welche die Gleichung 
(39) befriedigen und im übrigen sich in ähnlicher Weise verhalten, wie 
die der Gleichung 7(z + 1) = r(z) F(z) genügenden und im vorigen Ab- 
schnitte in der Form ! 

(40) a’F(2) sinz(z—.c,)...sin z(z a | - 2 — IE mer | 
sin z(z — e,) sin z(z — c,) 

dargestellten Functionen. In den folgenden Paragraphen wird diese Frage 

für die wichtigsten Fälle (limr(z) > 1) erledigt. Es sei F(z) eine ana- 

lytische Function mit den nachstehenden Eigenschaften: 

I. F(z) befriedigt die Differenzengleichung 

(41) F(z + 1) =r(2)F(2) — s(2), 
wo. r(z) und s(z) gegebene rationale Functionen der oben angegebenen 

Beschaffenheit bezeichnen. 

II. In der Umgebung jeder endlichen Stelle, deren reeller Theil im 

algebraischen Sinne grösser ist als die reellen Theile von 2 ,...,2,, ver- 

halt sich F(z) regulär. 

II. Wird die reelle Zahl « algebraisch grösser als die reellen Theile 

von Z,,...,Z,, sonst aber beliebig angenommen, und die Veränderliche 

2 = €+ i£ auf den Parallelstreifen (a <{<a+ 1) beschränkt,. so kann 

der absolute Betrag von F(z) nicht über eine gewisse endliche Grenze 

wachsen; wobei zu bemerken ist, dass in den Fällen, wo m = n ist, nur 

gefordert wird, dass F(z), wenigstens nach Multiplication mit einer pas- 

senden Potenz von z, die angeführte Eigenschaft besitzen soll. 

Die Aufgabe, alle analytischen Functionen mit diesen Eigenschaften 

zu bestimmen, vereinfacht sich sehr wegen des folgenden Satzes: 

Kennt man eine Function S(z), welche die obigen Eigenschaften besitzt, 

so kann jede andere Function F(z) mit denselben Eigenschaften auf die 

Form f(z) + S(z), wo f(z) den Ausdruck (40) bezeichnet, gebracht werden. 

Dies ergiebt sich unmittelbar, wenn man den in $ ro (resp. $ 9) 

bewiesenen Satz auf die Differenz F(z)— S(z) anwendet. 

! [st m — m, so ist stets p = I zu setzen. F(z) hat dieselbe Bedeutung wie im 

vorigen Abschnitte. , 
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Betrachtet man nun die Reihe 

a E S(z + v) 
(42) S(z) E r(z)r(z + D)...r(e +0)’ 

=0 

so erhellt aus ihrer einfachen Form, dass sie in allen Fallen, wo sie con- 

vergirt, der Differenzengleichung (41) Genüge leistet. Auf Grund des 

obigen Satzes ist es daher von Wichtigkeit zu wissen, unter welchen Be- 

dingungen sie convergirt, und ob sie dann auch die Eigenschaften IT. und 

IIT. besitze. 

16. Setzt man 
agm—n 

AE er ? 

so ist ¢(z) eine Grösse, die sich der Grenze Eins nähert, wenn |z| ohne 

Ende wächst. Durch eine einfache Rechnung folgt für hinreichend grosse 

Werthe von |z|: 

wo die x von z unabhängige Werthe haben; insbesondere hat x den Werth 

Setzt man 

so kann 7'(z) für hinreichend grosse Werthe von | 2| in eine Reihe der Form 

= a a 

Ne: site at à 

wo die a von z unabhängig sind, entwickelt werden. Die Function r(2) 

kann nun folgenderweise geschrieben werden: 

AZPZR (2 — I » 

r(2) = ———(———]- ( ) V'(z) ( 2 ) 

Schreibt man in dieser Gleichung statt z nach einander 2,2+1,... 

2 + y — 1, so ergiebt sich, indem man die so erhaltenen Resultate durch, 

Multiplication mit einander vereinigt, 
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(43) I eR Eu tst 2 i 

r(z)r(a-E1)...T(g-hw— 1) fé d 1)...(u dc 9 — Dim Na b v 

Setzt man ferner, unter » — k (k — 1,2,..., m) die Gradzahl des Zählers 

von S(z) verstehend, 

s@+.  QO(s-» 

(44) ret») CH’ 

so ist @(z) eine Grösse, die sich einer endlichen von Null verschiedenen 

Grenze nähert, wenn z dem absoluten Betrage nach ohne Ende wächst. 

Zur Abkürzung setzen wir schliesslich 

(45) d,(2) = D(e + (2)... We + » — 1). (=0,1,2,..., 8) 

Auf Grund des in § 1 bewiesenen Hülfsatzes und wegen der Definition 

von ®(z) hat @,(z) die folgende Eigenschaft. Wird die Veränderliche 

z — C+ if’, unter « eine beliebige reelle. Zahl verstanden, auf die durch 

die Bedingung £74 definirten Hälfte der z-Ebene beschränkt, so kann 

eine positive ganze Zahl stets so gross angenommen werden, dass der 

absolute Betrag von ®,(2+y) für v=o,1,2,...,:co weder unbe- 

schränkt wachsen noch abnehmen kann. Es giebt m. a. W. zwei von 

Null verschiedene Grössen A und B (A < B), welche die Bedingung 

A<|O(2+p)|<B 

für »—0,1,2,-.., © erfüllen, falls z auf das Gebiet ¢> a beschränkt, 

und y hinreichend gross angenommen wird. 

Mit Hülfe der Gleichungen (43), (44) und (45) kann nun die im 

vorigen Paragraphen aufgestellte Reihe 8(z) auf die folgende Form ge- 

bracht werden: 

E = ®,(z) 2 Wes I 

(46) S (2) => (2 + v} (: + v | DAT) NE DL 
v=0 

Aus der einfachen Form (42) der Reihe $(z) ergiebt sich, wenn p eine 

beliebige positive ganze Zahl bezeichnet: 

S(z) s(z+ 1) S(+ p — Y) | S(z +p) 

G7) Biz) T(z) 3 r(z)r(z- 1) ay H2) EN) a r(z)...Te@+e—t) 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 4 novembre 1891. 45 
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Auf Grund der obigen Entwickelungen ergiebt sich nun Folgendes: 

Erstens: Ist limr(z)> 1, d. h. entweder m>n oder m=n und 
=e 

gleichzeitig a > 1, so ist S(z) in der Umgebung jeder endlichen, von den 

Wurzeln der Gleichungen r(z + v) = 0, v=0,1,2,..., ©, verschiedenen 

Stelle unbedingt und gleichmässig convergent. Nähert sich z, unter a 

eine beliebig gegebene reelle Zahl verstanden, in der durch die Bedingung 

€>a definirten Hälfte der z-Ebene der Stelle co, so nähert sich S(z) 

gleichzeitig der Grenze Null. 
Ist beispielsweise m = n und a> 1, welche Annahme den für unsere 

Behauptungen ungünstigsten Fall bildet, so kann vorausgesetzt werden, es 

sei y so gross angenommen, dass @,(z + p) für €> à endlich bleibt, wie 

gross auch » werden mag. Es sei -gleichzeitig y so gross, dass a + y, 

und somit auch der reelle Theil von 2 + y, grösser als Eins ist. Alsdann 

hat man 

y í y y 

ep eerie UR E ae 

= log(y + 1), 

und daher 
| » X 

z AF ft Ne elfe (1-5 )| er < ! 1x1, 
op AL «(» + 1) 

Auf Grund dieser Ungleichung ergiebt sich aus (46), wenn darin statt z 

"2 + p geschrieben wird: 

oo 

y S(z + p + v) } aS ae DE (v + ı)ll 

e D CA 4 ar (etc) m (z + p + v) a’ \ 

Da die letzte Reihe für das ganze Gebiet €> « unbedingt und gleich- 

mässig convergirt und sich der Grenze Null nähert, wenn |z| gemäss der 

Bedingung ¢>a ohne Ende wächst, so geht aus (47) die Richtigkeit 

unserer Behauptungen unmittelbar hervor. 

Ist also lim r(z) > 1, so stellt die Reihe S(z) immer eine Function 

dar, welche die im vorigen Paragraphen unter L, II. und III. erwähnten 

Eigenschaften besitzt. 
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Zweitens: Ist m =n und a < 1, also lim r(z) < t, so- divergirt die 
Z=c 

Reihe S(z), weil ihr allgemeines Glied eine mit der Ordnungszahl un- 

beschränkt wachsende Grösse ist.! 

Drittens: Ist limr(z)— 1, also m.— m und a= 1, so hängt die 

Convergenz der Reihe $(z) von den Zahlen x und £ in folgender Weise 

ab. Ist x>-—k-+ 1, so ist S(z) in der Umgebung jeder endlichen 

von den Wurzeln der Gleichungen r@ + y) — 0; v=0,1,2,...,, 

verschiedenen Stelle unbedingt und gleichmässig convergent, und wird, 

wenigstens nach Multiplication mit z^*, unendlich klein, wenn die Ver- 

änderliche z — £+ i£, unter a eine beliebige reelle Zahl verstanden, in 
PRE der durch die Bedingung {> 4 definirten Hälfte der z-Ebene sich der 

Stelle oo nähert. Dies erhellt leicht aus 

Ist aber x< — k -- 1, so ist S(z) stets eine divergirende Reihe. Dies 

ergiebt sich auf Grund eines bekannten Satzes,” weil der Quotient des 

y + 1*" Gliedes der Reihe durch das y' für hinreichend grosse Werthe 

von » in eine Reihe der Form 

xd p, (z) er on GUERRE 
y 2 

entwickelt werden kann. 

Ist also limr(z) = 1, so wird durch die Reihe S(z) eine Function 

mit den Eigenschaften 1., IL, II. (§ 15) nur in dem Falle dargestellt, 

dass x > — k + 1 ist. 3 

Es ist in vielen Fallen vortheilhaft, den Zàhler von s(z) als eine 

ganze rationale Function (m — 1)" Grades mit unbestimmten Coefficienten 

betrachten zu können. Soll S(z) im Falle lim r(z) = 1r, auch wenn 
zo 

die genannten Coefficienten als unbestimmte Grössen betrachtet werden, 

die Eigenschaften L, II. und III. besitzen, so ist es offenbar nothwendig, 

und zugleich auch hinreichend, dass der reelle Theil von x > O ist. 

! Offenbar ist dies auch der Fall, wenn m <n ist, also jedenfalls wenn lim r(z) <I. 
2-0 

* ? 0, £, Werersrrass. Functionenlehre. S. 220. 
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Es darf hier nicht unerwähnt bleiben, dass es, bei den Anwendungen 

unserer Sätze in der Theorie der bestimmten Integrale, im Allgemeinen 

nicht nothwendig ist, die Gradzahl des Zählers von s(z) grösser als m — 2 

vorauszusetzen, wenn gleichzeitig lim r(z) = 1 ist. Alsdann besitzt die 

Reihe S(z) die oft erwähnten- Eigenschaften, wenn zugleich der reelle 

Theil von x > —1 ist. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich der folgende Satz: 

Bezeichnen r(z) und 8(2) rationale Functionen der in § 15 angegebenen 

Beschaffenheit, und wird der Zähler von s(z) als eine unbestimmte ganze 

Function beziehungsweise (m — 1)" oder (m — 2)" Grades betrachtet, je 

nachdem lim r(z) grösser als oder gleich Eins ist, so ist die Reihe 
z=n2 

co LUE S(z + v) 
S (2) = r(z)r(2 + 1)...T( 4- v) 

y—0 

im ersten Falle stets, im zweiten Falle aber nur dann convergent, wenn der 

reelle Theil von x > — 1 ist. Im Falle der Convergenz stellt sie immer eine 

Function dar, welche alle drei in § 15 unter L., Il. und I. erwähnten Eigen- 

schaften besitzt. - 

Aus dem in $ 15 enthaltenen Satze ergiebt sich der Folgende: 

Weiss man von einer irgend wie definirten monogenen Function F(z) 

dass sie die fraglichen Eigenschaften besitzt, so kann sie auf die Form 

(48) Plz) = a F(z) sin z(z—«,) .. sin «(e| A ar Are | 
sin z(z — ¢,) sin z(z — cy) 

= 9s(z + ») 

x» r(z)r(z 4- 1)... r(z + v») 

gebracht werden, wenn die für die Convergenz von S(z) erforderlichen Be- 

dingungen erfüllt sind. 

Dieser Ausdruck enthält p +°m, eventuel p + m — 1, unbestimmte 

Constanten. 
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17. lm Zusammenhange mit der Reihe S(z) wollen wir jetzt auch 

die folgende betrachten: 

S,(2) = s(z — 1) + s( — 2)r(z — 1) + s(z — 3)r(z — 1)r(z — 2) + ..., 

welche im Falle der Convergenz offenbar die Differenzengleichung 

Sc + 1) = r(2)8,(2) + 8(2) 

befriedigt und nur an den Stellen 

SS en cm predict ER) 

unendlich werden kann. 

Ist lim r(z) nicht gleich Eins, so convergirt offenbar stets eine von 

den beiden Reihen §(z) und 8,(2), aber nicht beide gleichzeitig. 
Ist dagegen limr(z) = 1, so convergiren oder divergiren sie beide 

£=o 

gleichzeitig. ! 

Um dies zu finden schreibe man in Gleichung (43), wo m = n und 

a — 1 zu setzen ist, statt z z — y. Dann bekommt man die Gleichung 

(OZ e I 
r(z— 1)...r(2 — ») = — : a) Gr) — (257) Te 

Setzt man ferner, unter m — k die Gradzahl des Zählers von s(z) ver- 

stehend: 
D(z — v) 

g—y— 1) =——__, s = 

so ist lim @(z) endlich und von Null verschieden. Das ( + 1) Glied 
=a 

von S,(z) kann nun auf die Form 
. D,(z)* 2 X 

ss» — )r( — 1). 06—9 = rl) 
fo 1) 

gebracht werden, wo zur Abkürzung 

DUM FF Hd A ( 
J(g—313)...V(g—») | 

gesetzt worden ist. Auf Grund des in $ 1 bewiesenen Hülfsatzes und 

wegen der Definition von $(z) hat @,(z). die folgende Eigenschaft. Wird 

a 
nt 
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die Veränderliche z = £+ if’, unter « eine beliebige reelle Zahl ver- 

standen, auf die durch die Bedingung ¢< a definirten Hälfte der z-Ebene 

beschränkt, so kann eine positive ganze Zahl y stets so gross angenommen 

werden, dass der absolute Betrag von 4,(z — y) für » — 0, 1, 2,...,co 

weder unbeschränkt wachsen noch abnehmen kann. Beachtet man ausser- 

dem, dass §,(z) und S,(2—y) beide gleichzeitig entweder convergiren 

oder divergiren, so geht die Richtigkeit unserer Behauptung leicht hervor. 

Es sei limr(z) — 1 und der Zähler von s(z) eine unbestimmte 

ganze Function (m — 2)" Grades. Setzt man f(z) = S(z) + S,(2) so ist 

f(z-F1)- r(z)f(2. Um den in $ 14 bewiesenen Satz anwenden zu 

können, setzen wir ferner voraus, dass die reellen Theile von 2,,..., 2, 

sämmtlich kleiner als a, die reellen Theile von 2;,...,2, aber sämmt- 

lich grösser als « sind, wobei a eine gewisse reelle Zahl bedeutet. Alsdann 

ist der reelle Theil von x > o, und somit S(z) und §,(z) beide conver- 

gent. Ferner verhält sich die Summe /(z) offenbar in dem Parallelstreifen 

[ue Sm 1) überall regulär, und ihr absoluter Betrag kann daselbst 

auch nieht über eine gewisse endliche Grenze wachsen. Wegen des in § 14 

bewiesenen Satzes kann also f(z) auf die Form (38) gebracht werden. 

18. Im Vorhergehenden ist es unentschieden geblieben, ob es, wenn 

lim r(z) <1 oder wenn lim r(z) = 1 und zugleich der reelle Theil von 

x X — 1 ist, überhaupt Functionen giebt, welche die in $ 15 unter IL, 

IL, III. erwähnten Eigenschaften besitzen. Bei dieser Gelegenheit sei be- 

züglich des Falles lim r(z) <1 nur bemerkt, dass die Untersuchung des- 
Z=@ 

selben mit Hülfe der vorher betrachteten Reihe §,(2) bewerkstelligt 

werden kann. Von weit grösserem Interesse ist der Fall, wo lim r(z) = 

und zugleich der reelle Theil von x<o ist. In diesem Falle giebt es m 

von einander linear unabhängige, der Differenzengleichung 

F(z + 1ı)=r(2)F(2) — s(2) 

genügende Partialbruchreihen, mit deren Hülfe man stets eine homogene 

lineare Function bilden kann, welche die fragliche Gleichung befriedigt, 

auch wenn der Zähler von s(z) als eine beliebig gegebene Function 

(m — 2)" Grades betrachtet wird. Der Fall limr(z) 1 braucht zu- 
$0 
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nächst nicht von dem soeben erwähnten getrennt werden. Es wird daher 

vorausgesetzt, es sei limr(z) entweder > 1 oder = 1, im letzten Falle 

aber zugleich x < o. 

Es erweist sich als nothwendig die Ordnungszahlen der von einander 

verschiedenen Nullstellen von r(z) zu beachten. Zu dem Ende setzen wir 

((—5)...(6— 1) (2a)... ap 
(2— 2)... (2 — z;) (2 — A)". (@ — [Bos 

r(2) =a 

wo a,,--.,4,,/,,---,f, lauter von einander verschiedene Grössen be- 

zeichnen. Von nun an werden auch die folgenden Bezeichnungen fest- 

gesetzt (beziehungsweise beibehalten): 

) sue 2) 23) ri T(z — 4)... Ip (z — a) 

RENTREE) F(z — B).. . F%e(z 5) 
b) 

F(z) = a(g—2).-.(2— 24) = a(¢—a4,\"... (2 —a,)*, 

CENT CEE tac gyro rye. 

nt. +2 —..:—82, =», BP, +--- VB — aa fly Oy 

Der Einfachheit halber wollen wir voraussetzen, dass unter den Grössen 

8,595 255 Bis +++) Bc keine zwei sich finden, deren Differenz gleich einer 

ganzen Zahl ist. Was weiterhin unter dieser Voraussetzung nachgewiesen 

wird, das gilt mit unwesentlichen Modificationen auch für den Fall, wo 

zwei oder mehrere der genannten Grössen sich um ganze Zahlen von 

einander unterscheiden. 

Es sei a irgend eine von den Nullstellen von r(z) und y die zu- 

gehörige Ordnungszahl. Versucht man die Differenzengleichung 

F(e + ı)=r(z)F(z) — s(z) 

r (2) FG) — n) Fe + 1) = 8) 
wo 8, (2) zunächst nur irgend eine ganze, rationale oder transcendente, 

oder 

Function bezeichnen mag, durch eine Partialbruchreihe der Form 

u ap AP »| 
y—0 
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wo die g,(z) ganze rationale Functionen bedeuten, zu befriedigen, so 

findet man,' dass dies immer und nur dann möglich ist, wenn die Con- 

stanten A mittelst der Gleichungen 

AU — Ra ya 

AD, = R'(a — ») AU? + HG — y) A’, 

(50). cot t av TOU deque Peer eee 

dne tyr m wg 

as; RS - I 2 gun e = 7 = — Aa Test 
R(a—») A 

(v=1, 2,3, ..., 0) 

bestimmt werden. Die obigen Gleichungen driicken in der That die noth- 

wendige und hinreichende Bedingung dafür aus, dass eine jede der un- 

endlich vielen rationalen Functionen 

HOD) E 

e 2 £ EE re 2))» Yes Ol rer Tas ) u 

welche als Glieder des Ausdruckes r,(2)8(2) — r,(2)S(z + 1) anzusehen 

sind, eine ganze Function sein soll, und dies ist wiederum, wegen un- 

serer Voraussetzung über die Null- und Unendlichkeitsstellen von r(z), 

dann und nur dann der Fall, wenn eine jede der Functionen 

A AD 4 VT P UN 

(z — a + "RS M Dr RG + nt Se u) 

[e 29271000) 

bezüglich nach positiven ganzen potenzen von z—a-+y, v=1,2,...,00, 

entwickelt werden kann. Entwickelt man nun diesen Ausdruck nach 

ganzen Potenzen von z — « + » und setzt die Coefficienten der negativen 

Potenzen gleich Null, so bekommt inan in der That die e (50). 

Vermóge der Gleichungen (50) bestimmen sich A®,..., AP (v — r, 

2,..., 00) als homogene lineare Functionen von AR. , A, denen 

man aber beliebige Werthe ertheilen kann. Dem I teda schen 

* €. f. Zur Theorie der Gammafunction. Bd. 8 dieses Journals S. 48. 
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Satze gemäss können nachher die 9,(z) immer so angenommen werden 

dass $(2;a) eine gleichmässig convergirende Reihe wird. 

Die in den Gliedern von $(z;«a) vorkommenden ganzen Functionen 

9,(2) können alle identisch gleich Null gesetzt werden, falls die so ent- 
stehende Reihe gleichmässig convergirt. Dies ist stets der Fall, wenn 

limr(z) > 1 ist, was in meiner Arbeit Zur Theorie der Gammafunction 
=» 

nachgewiesen ist. Der Beweis soll jetzt so geführt werden, dass die Con- 

vergenz der Reihe 

oo / 4) o» 
À Pa y Ay \ 

(51) 8 (252) ET en Es reg: N 

auch in dem Falle ersichtlich wird, wo lim r(z) — 1 und gleichzeitig 

der reelle Theil von x — o ist. Es soll weiterhin unter S(z;a) immer 

eine Reihe der Form (51) verstanden werden, deren Constanten A die Be- 

dingungen (50) erfüllen. 

Wird R(z) in der bekannten Form einer Summe von Partialbrüchen 

und einer ganzen Function dargestellt, so muss die ganze Function, weil 

lim r(z)- 1 ist, sich auf eine Constante reduciren. Werden sodann durch 
z=mn 

Differentiation ähnliche Ausdrücke für die Ableitungen von R(z) ent- 

wickelt, so leuchtet unmittelbar ein, dass die entsprechenden ganzen Func- 

tionen identisch gleich Null sind, sowie auch, dass die Ungleichungen 

C C 
Be Gb) pe auct eed 

(GIE 
|R'(a — »)| < 

alt 

bei passender Bestimmung von C stattfinden. Aus den Gleichungen (50) 

folgt nun 

Fl NEN? 

^ e 

Als ip + aaa he pa 

x 1! .40—D ' y—1) 

|an| « < e Ay en > +... + |Bla — »v) AP”. 
= Pen la—y 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 24 octobre 1891. 46° 
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Es ist also 

(p — 1)€ 

l«— v|* | At? | ES qo Sr Ie: << (Ra >= ») | -- (AA E Sw au LAG): 

Hieraus erhellt nun schon, dass $(2;a), wenn lim r(z) > 1 ist, unbedingt 

und gleichmässig convergirt. Ist aber lim r(z) = 1, so schreiben wir die 
z=00 

obige Ungleichung in folgender Gestalt 

<i |R(a—»)|(1 a Agen E eL | 46-5. 

ja—v|* , 
JADE [Ae 

Hd 

Daraus ergiebt sich 

| AM 
fe ++ | Ae [ap 

A=v ; Mii. 

«(4| +..+ AD] Re — a (1 +). 
A=1 

Benutzt man die in $ 17 enthaltene Gleichung (49), wo statt z à zu 

schreiben ist, so folgt 

eee? | 

ls -— 2 |’ 
| AO 

ft 
+... $|AP|)< K 

wenn K eine Zahl bezeichnet, welche die Bedingung 

A=y | 
; : (p — 1)€|r(a — À) E 

( 49] +... + [APD IT FAN: + T ex 

für» — 1,2,...,00 erfüllt. Es ist somit, wenigstens für hinreichend 

grosse Werthe von v: 

Age AP 
Soci Toy + y (2 — a + vy 

K = ( a Js 

z—a-d-vNa—v i 

Ist also der reelle Theil von x — o, so ist S(z;a) auch im Falle 

limr(z2)=ı in der Nähe jeder von =a,a—1,a—2,... ver- 

schiedenen Stelle unbedingt und gleichmässig convergent. Es soll bei 

dieser Gelegenheit nicht näher erörtert werden, ob es auch immer eine 

für die Convergenz von S(z;a) nothwendige Bedingung sei, dass der reelle 

Theil von x — o ist. Dass dies aber jedenfalls zur Convergenz sämmtlicher 

zur Stelle z — a gehóriger Reihen $(2;«) nothwendig ist, geht indessen 
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^ 1 4000 . durch die Annahme 4° = 1, 4% =0,...,A® =o leicht hervor. 

Durch diese Annahme entsteht nämlich eine divergirende Reihe, wenn 

der reelle Theil von x — o ist. Im Nachstehenden sei also dieser Theil 

« o, wenn lim r(z) = 1 ist. 
2-09 

Es soll jetzt die durch die Gleichung 

8,(2;a) = r,(z)S(z;4) — r,(2 rn ae, AES tu (= ~ a S 

(2 — a)" 2 — 4 

v AY ae Ave AN 
ee tee = £ 

betrachtet werden. In Folge der Gleichungen (50) ist jedes Glied der 

rechten Seite eine ganze rationale Function, deren Gradzahl offenbar 

höchstens gleich m — 1 sein kann, wenn m wie früher die Gradzahl von 

r,(z) bezeichnet. Da die Reihe S(z;a) gleichmässig convergirt, so ist dies 

auch mit der Reihe s,(z;a) der Fall, und sie lässt sich somit nach Po- 

tenzen von z entwickeln. Dadurch bekommt man aber eine ganze ratio- 

nale Function von höchstens (m — 1)" Grade. 

Ist also lim r(z) entweder > 1 oder — 1 und im letzten Falle der 

reelle Theil von x — o, so befriedigt die Reihe 8(2;a), deren Constanten A 

durch die Gleichungen (50) bestimmt sind, eine Gleichung 

(52) S(z + 134) = r(2)8(;a) — s(2), 

wo der Zähler von s(z) eine ganze rationale Function von höchstens (m — 1) 

Grade ist. Zu diesem Satze gehört der folgende Zusatz: Ist lim r(2) — 1, 
z-— 5 

so ist die Gradzahl des Zählers von S(z) niemals grösser als m — 2. 

(m) (m) 
zi . : : To (4 —v ir A, 

Ist nämlich limr(z) = 1, so ıst LO ers 2 p Sn €: Der 
ım [Mr z=n 

Coefficient von z"-' im (v + 1) Gliede der Reihe s,(z;«) wird daher 

gleich 4 — AY”, während er im ersten Gliede den Werth A hat. 
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Ordnet man also die ganze Reihe nach Potenzen von 2, so erhält der 

Coefficient von z* den Werth 

A? + (49 — AP) + (AP — AP) +... = o. 

19. Nach dem Vorhergehenden gehören offenbar zu jeder p-fachen 

Nullstelle z — « der rationalen Function r(z) p» von einander linear un- 

abhängige Partialbruchreihen S(z; a), welche die Gleichung (52) befriedigen 

‘und durch welche jede andere zu derselben Stelle gehörige Reihe als 

homogene lineare Function ausgedrückt werden kann. Setzt man nach 

einander a — a, ,..., a,, so bekommt man p Gruppen von Reihen. Nimmt 

man aus jeder solehen Gruppe (a) y linear unabhängige Reihen heraus, 

so bekommt man im Ganzen p, + 5 d- ... + jj, =m linear unabhängige 

Partialbruchreihen, welche im Folgenden mit 8, (2), -.. , S, (2) bezeichnet 

werden sollen. Setzt man, unter C,,..., C, constante Grössen verstehend: 
, . 

:8(2) = ,8,(2) + El) +... + 0,8, (s), 
so ist offenbar r,(z)S(z + 1) = r,(2)8(2) —8,(2), wo 8,(2) eine ganze 
rationale Function von höchstens (m — 1)" oder (m — 2)"" Grade be- 

zeichnet, je nachdem limr(z) > 1 oder = 1 ist. Es muss aber bewiesen 

werden, dass die Constanten C immer derart bestimmt werden können, 

dass s,(z) gleich jeder beliebigen ganzen Function wird, deren Gradzahl 

im ersten Falle gleich oder kleiner als m — ı und im zweiten Falle gleich 

oder kleiner als m — 2 angenommen werden kann. Zu dem Ende be- 

merken wir zunächst, dass die Reihen 8,(2),..:, S,(z) in beiden Fällen 

offenbar alle drei in $ 15 unter IL, IL, III. erwähnten Eigenschaften be- 

sitzen; zugleich ist aueh unmittelbar ersichtlich, dass lim S(2 + ») =o ist. 
2-00 

Es sei 
r,(2)8,(e Jj- 1) = r,(2)8,(2) I 8, (2) (421,2, ..., m) 

die zur Reihe §,(z) gehörige Differenzengleichung und A die Determi- 

nante der ganzen Functionen $,(2),..., $,(2). Im Falle lim r(z) = 1 
z= 

ist offenbar A = o. 
Ist aber limr(z) > 1, so kann A niemals gleich Null sein, wenn die 

z=0 

S,(z) von einander linear unabhängig sind. Denn wäre A = 0, so bestände 
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eine Identität C,s,(z) +...+ C,s,(z) = o, wo die C nicht alle gleich 

Null waren. Dann würde aber S(z + 1) = r(z)S(z) sein, und somit 

ys S(z + v) 
LE) CSS I)... Dev De 

S (2 

wie gross auch » sein mag. Da der Nenner der rechten Seite wegen der 

Voraussetzung lim r(2) > 1 mit wachsendem » ohne Ende wächst, während 

der Zähler sich gleichzeitig der Null nähert, so müsste $(z) identisch 

gleich Null sein, und somit auch. eine lineare Gleichung zwischen den 

Reihen S,(z) bestehen, was wider unsere Voraussetzung ist. Es muss also 

in dem fraglichen Falle wirklich A von Null verschieden sein. Ist aber 

A von Null verschieden, so können die Constanten C immer und nur 

in einer Weise so bestimmt werden, dass C,s,(z) +... + C,s,(z) = 8,(2) 

wird, wenn s,(z) eine beliebig gegebene ganze Function von höchstens 

(m — 1)*" Grade bezeichnet. 

Nunmehr sei lim r(z) = 1 und somit A =o. Alsdann können die 

C so bestimmt werden, dass C,s,(z) +-..+ C,8,(2) identisch verschwindet, 

ohne dass alle C gleich Null sind. Der Ausdruck $8(z) besitzt aber dann 

alle drei in $ 7 unter L, IL, III. erwähnten Eigenschaften und muss daher 

nach $ 9 auf die Form 

(53) OF (z) = ©,8,(2) + --. + CB, (o) 
gebracht werden können. Die Constante C kann nicht gleich Null sein, 

weil die §,(z) nach unserer Voraussetzung linear unabhängig sind. (Ein 

ganz specieller Fall dieser Gleichung ist die bekannte Partialbruchent- 

wickelung des Evrer’schen Integrals erster Gattung.) Da die in Gleichung 

(53) vorkommenden Constanten C; nicht alle gleich Null sind, so sei C, 

von Null verschieden. Bezeichnet nun A’ die Determinante der ganzen 

Functionen 8,(2),..., 8, (2), so kann A’ nicht gleich Null sein. Denn 

wire A’ — o, so bestände eine Identität Cis,(z) +... + C,_18, 1(2)—0, 

wo die C’ nicht alle gleich Null waren. Dann hätte man nach $ 9 

(54) O'F(z) — C:8,(z) + eae + C m-a(£) 

und es kónnte C' nicht gleich ‘Null sein, weil die S, (2) linear unabhängig 

sind. Aus (53) und (54) würde nun zwischen S,(2), ..., S,(z) eine ho- 
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mogene lineare Gleichung folgen, wo wenigstens der Coefficient von S, (2) 

einen von Null verschiedenen Werth besásse. Es muss also wirklich A’ 

von Null verschieden sein. Ist aber dies der Fall, so kónnen die C immer 

und nur in einer Weise so bestimmt werden, dass 

C,8,(2) + Pie is Sr Css) ux S, (2) 

wird, wenn 8,(z) eine beliebig gegebene ganze Function von höchstens 

(m — 2)" Grade bezeichnet. a 

Auf Grund des oben Dargelegten kann nun der am Ende des vorigen 

Paragraphen bewiesene Satz durch den folgenden ergänzt werden: 

Ist limr(z) entweder > 1 oder — 1 und im letzten Falle der reelle 

Theil von x < o, bezeichnet ferner 8,(z) eine ganze rationale Function, deren 

Coefficienten als unbestimmte Grössen betrachtet werden und deren Gradzahl 

im ersten Falle gleich m — ı, im zweiten aber gleich m — 2 angenommen 

wird, so wird die Gleichung 

r,(z)86 + 1) = x (286) —8,(2) 
bei passender Bestimmung von C,,..., C, von dem Ausdrucke 

m 

S(z) = €,S,(z) + ¢,8,(2) +...+ 6,8. (e), 

wo S,(z) ,..., S, (z) die oben angegebene Bedeutung haben, befriedigt. Der 

Fall lim r(z) = ı ist dadurch bemerkenswerth, dass 8,(2) bei passender Be- 

stimmung von C,,..., C,, identisch verschwinden kann, was dagegen im Falle 

lim r(z) > 1 niemals möglich ist. In jenem Falle besteht daher stets, in 

diesem aber niemals eine homogene lineare Gleichung zwischen dem Ausdrucke 

F(z) und den m Reihen S,(2) , ..., S, (2). 

20. Die in diesem Abschnitte erhaltenen Resultate wollen wir jetzt 

zusammenfassen. Dabei wird der Zähler s,(z) von s(z) als eine beliebige 

(unbestimmte) ganze Function von höchstens (m — 1)" oder (m — 2)" Grade 

betrachtet, je nachdem lim r(z) entweder > 1 oder = 1 ist. Im übrigen 

werden selbstverständlich in Bezug auf r(z) und s(z) die früheren Vor- 

aussetzungen ($ 15) festgehalten. Wenn im Folgenden von Partialbruch- 
na 
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reihen die Rede ist, so kommt noch die Voraussetzung hinzu, dass unter 
den Null- und Unendlichkeitsstellen von r(z) keine zwei sich finden, deren 
Differenz gleich einer ganzen Zahl ist. Es ist indessen nicht schwer zu 

finden (§ 18), dass die folgenden Resultate im wesentlichen noch bestehen 

bleiben, wenn diese Voraussetzung nicht gemacht wird. Die im Folgenden 

angewandten Bezeichnungen sind früher erklärt; insbesondere hat die Zahl 

p die in $ 10 festgesetzte Bedeutung. Es sind zwei Hauptfälle zu be- 

achten: je nachdem limr(z) > 1 oder = 1 ist. 
z=n 

I. Ist lim r(z) > 1, so sind die beiden Ausdrücke 

F(z) = a’ F(z) sin z(z— c,).. . sin x(z e)| = +... + ——7 
sin z(z — c,) 

S S(z + v) 

tic + 1)...0(2 + y) 

- y A, 
= WF (z) sinz(z¢—c,)...sinz(z¢— SEE. +... + -——— | 

sin 7(z — ¢,) 

=F CS, (2) AE C,8,(2) x: ARE hs C, S, (2) 

stets convergent und besitzen die in $ rs unter L, IL, III. erwáhnten 

Eigenschaften; umgekehrt làsst sich auch jede Function mit den fraglichen 

Eigenschaften in diesen beiden Formen darstellen. (Ist m = n, so ist 

p — x zu setzen.) 

IL. Ist limr(z) — ı und hat gleichzeitig der reelle Theil von x 

einen zwischen o und — 1 liegenden Werth, so gilt von den beiden Aus- 

drücken 

> ur) _ OB a MON tS (a SIS CF (2) vod mE SE CF (2) ns 18,(2) + 29,(2) ats 

..- + C,8,,(2) 

alles, was unter I. bezüglich F(z) gesagt worden ist. 

IL. Ist limr(z) = 1 und der reelle Theil von x > o, so gilt von 
Z— © 

dem Ausdrucke 

CF(z) NG 
S(z + v) 

alles, was unter I. bezüglich F(z) gesagt worden ist. 
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IT. Ist lim r(z) = 1 und der reelle Theil von x < — 1; so gilt von 
z=o ^ 

dem Ausdrucke 

CF(z) + CS (2) + 6,8,69-- ... +.€,8,,(2) 

alles, was unter I. bezüglich F(z) gesagt worden ist. 

Die Anzahl der unbestimmten Constanten, welche in dem unter I, 

(und IT) auftretenden Ausdrucke vorkommen, ist nur dem Scheine nach 

gleich m + 1, in der That aber gleich m. Dies ergiebt sich daraus, dass 

die m + 1 Functionen F(z), 8,(2),..., S,(z) nicht von einander linear 

unabhängig sind. 

TV 

Uber die Beziehung zwischen den Gammafunctionen und den 

Integralen der Differentialgleichung 

„day ü E ld 
da 

(a, — 5,2)y + (a — 56,2) À +... + (a4 — 5,0)" D 

21. In einer früheren Arbeit! habe ich den innigen Zusammenhang: 

dargestellt, welche zwischen den Gammafunctionen und den Integralen der 

obigen Differentialgleichung stattfindet. Ein ganz specieller Fall dieser 

Differentialgleichung ist die der hypergeometrischen Reihe. In der grund- 

legenden Gavss’schen Abhandlung über die genannte Reihe wird die Func- 

tion II(z) = /(z + 1) aufgestellt und ihre’ wichtigsten Eigenschaften er- 

mittelt. Der Werth der Reihe F(a,,;7,2c) für x — 1 wird sodann mit 

Leichtigkeit auf diese Function zurückgeführt. In ganz ähnlicher Weise 

kann nun die II-Function auch in der Theorie der obigen allgemeineren 

Differentialgleichung benutzt werden. Die Anwendbarkeit der Function 

in dieser Hinsicht soll jedoch nicht in der vorliegenden Arbeit verfolgt 

werden. Anstatt dessen wollen wir vervollstándigen, was in einer frü- 

heren Arbeit’ über den Zusammenhang zwischen der Gammafunction und 

! Über einen Zusammenhang xwischen gewissen linearen. Differential- und Differenxen- 

gleichungen. Bd. 9 dieses Journals. 
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der obigen Differentialgleichung dargestellt worden ist. Dieser Zusammen- 
hang kann folgenderweise angegeben werden. Bezeichnet y eine in passender 
Weise gewählte Lösung unserer Differentialgleichung, und wird das Integral 

i! ‘ye dx 

zwischen zwei singulären Stellen der Differentialgleichung genommen, so 
kann dieses Integral, wenn es überhaupt einen bestimmten Sinn hat, durch 
die Gammafunetion ausgedrückt werden. Ist insbesondere 6, = 0 (und a, 
reel), in welchem Falle nur zwei singuläre Stellen x = o und x = © sich 
finden, so hat das Integral 

if yu die 
0 

bei passender Wahl von y stets einen bestimmten Sinn, wenn zugleich der 

reelle Theil von z hinreichend gross ist, und kann durch die Gammafunction 

in folgender Weise ausgedrückt werden 

oo 

fi yu dz 
0 

= a F(z) sin z(z — c,)...sinz(z c) 2 +...+ == | 
siu z(z — ¢,) sin z(z — Ch) 

wo F(z) und p ihre früher festgesetzten Bedeutungen haben. Dies ist a. a. O. 

nicht bewiesen. Es giebt im Allgemeinen p von einander linear unab- 

hängige Integrale y, für welche eine solche ‘Gleichung besteht, und für 

welche somit lim xy — o ist, wie gross auch % sein mag. 

Da die Differentialgleichung der Exponentialfunction e * ein specieller 

und zugleich der überhaupt einfachste Fall unserer Differentialgleichung ist, 

so behaupten wir also mit andern Worten, dass die im Frage stehenden 

bestimmten Integrale durch das einfachste unter ihnen 

ausgedrückt werden können. 

In diesem Paragraphen sollen zunächst einige Formeln entwickelt und 

Bezeichnungen festgesetzt werden. 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 21 novembre 1891. y 47 
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Im Folgenden wird stets vorausgesetzt, dass a, einen von Null ver- 

schiedenen Werth hat. Dagegen kann 5, auch gleich Null sein. Unter 

b, soll weiterhin die erste von den Grössen 5,, 5, ,,..., 0) verstanden 

werden, welche von Null verschieden ist. Ist n= m, so hat unsere Diffe- 

rentialgleichung drei singuläre Stellen: 2 — 0,z = = — a under CS 
m 

Ist n < m, so hat sie deren nur zwei: zr = 0 und z — co. 

Weil a, von Null verschieden ist, so besitzen die Integrale unserer 

' Differentialgleichung bekanntlich die Eigenschaft, nach Multiplication mit 

einer passenden Potenz von x, in der Umgebung von x = o endlich zu 

bleiben, und können in dieser Umgebung durch eine Summe von Reihen 

der Form | 

(55) uu a^ Z [C + CY log x +... + CP, (log a)* 7] a” 

dargestellt werden, wo o eine Wurzel der zum singulären Punkte z = o 

gehörigen Fundamentalgleichung der Differentialgleichung bedeutet. Ist 

| Gm | 
ja | 

n<m, so ist R= co, d. h. die y, sind beständig convergirende Reihen. 

Durch die Substitution x — t' geht die Differentialgleichung 

n= m, so ist der Convergenzradius À der Reihen y, gleich Ist 

l jn (56) (a, — dry + (a, — bar +... + (am — bur)a s = o 

in eine Differentialgleichung derselben Form über: 

1 am 

(57) (A, — B,)y + (A — BOE +... + (An — Bat)" o. 

Die Constanten A und B lassen sich mit Hilfe der folgenden in Bezug 

auf o identischen Gleichungen berechnen: 

(58) rn p) — a, + a,p + a,p(p — 1) + ..+ ap(p — 1)-..(p — m + 1) 

= B,y— Bo Bip (0 + 1)- EE act eae 
(o + m — 1), 

(59) r,(—po— 1) — 5, +bp +b,p(p — 1) +--+b„p(p— 1)...(p — m 4- 1) 

= A, — A,p +,4,0 (0 — 1) HE (— 1)" Agp(e + 1)--- 
(o + m — 1). 
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Es sind somit b, und 4, beide gleichzeitig Null oder von Null ver- 

schieden. Ist also b, von Null verschieden, so sind x — o und z = co 

singuläre Stellen derselben Beschaffenheit. Die Integrale der Differential- 

gleichung (56) lassen sich dann in der Umgebung der Stelle à = co 

durch eine Summe von Reihen der folgenden Form ausdrücken 

co 

E Wy) Xv I Y N Ai i (5) N E + CY log = +...+ C, (log =) 
y=0 

wo o eine Wurzel der zum singulären Punkte x = oo gehörigen Funda- 

mentalgleichung bedeutet. Diese Reihen convergiren, wenn |x| > K ist. 

Es ist offenbar r,(— o) — o die zum: singularen Punkte x =o und 

r,(p — 1) — o die zum Punkte x = co gehörige Fundamentalgleichung. 

Ist aber 5, und somit auch A, = o, so ist die Beschaffenheit der 

Stelle x = co eine ganz andere als vorher. In $ 24 soll sie in einer 

gewissen Beziehung charakterisirt werden. Dabei wird die Gammafunction 

eine eigenthümliche Anwendung finden. 

Durch die Substitution z — at werden die Constanten a der Diffe- 

rentialgleichung (56) nicht verändert; die 6 gehen aber in b,a, ba, .., b, 

Am 

über. Deshalb können wir weiterhin voraussetzen, .dass uum (— 1)" "a 
n 

ist, wo a eine reelle positive Zahl bedeutet. Ferner nehmen wir an, dass 

die bestimmten Integrale, von denen die Rede sein wird, längs einer die 

Grenzen verbindenden Geraden erstreckt sind. Bei den ferneren Integra- 

tionen ist demnach x eine reelle Veränderliche. 

Stellt man die durch partielle Integration erhaltene Gleichung 

fay? dx er un) er (z + V) uc 

0 

(av 1)(6 + vat EL E (ye + 2) + 3) (ar) y 

+ (— (e 4- 1)@+ 2). (6 fr yda 
0 

mit der Gleichung \ 

z= 

fa boy + bay +... + b,x"y")dr = f (ay + acy +. + a" y") de 
0 . 

0 
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zusammen, so ergiebt sich 

(60) r, (2) fur dx = r,(z) fur dz eh ADORA EM 
0 0 

wo ¥,(2),¥,(2),8,(z, x) die folgenden Ausdrücke bezeichnen 

(601) — m(z) — a — ae + ace + 1) +... 

cb C '1)"a,2@ + 1). 2e rm — 1). 

(62) x(z) = b — 4, +1) + (e+ (ed 2) +... 

+ (ie + x) (e + 2)--- (e +n), 

(63) &(z, 2) — e, + ge +... +o, ei. 

Die Grössen ge sind in Bezug auf y, #',:.., y" " homogene lineare Func- 
tionen, deren Coefficienten aber ganze rationale Functionen von z sind. 
Insbesondere hat c, , die Form 

(64) Om 2 (— 1j" (a EX b,, x) ry. 

Unter den Grössen ¢,,--., ¢,_, ist c, die einzige, welche die (m — 1)* 

Ableitung von y enthält, und zwar ist der Coefficient von j/"-" gleich 

(65) | — &" (a, — b, a). 

Es ist, wie schon gesagt wurde, 

r,(— 2) = & + a,2 + a4g(e — 1) 4+...4 a2z(a— 1): (e m 4 1} —0o 

die zum singulären Punkte x = o und, wenn n = m ist, 

r,(z — 1) = b, — bz + bale + 1) ++ (— 1)" bz(e + 1)... (e + n— Dn 

die zum singulären Punkte z = co gehórige F undamentalgleichung. Setzt 

man 

r,(z) = (— 1)"a.(e — ae — 2)... (e — 2,), 

r(z) = (— 1y5,(e — aj(e— 2)...(e— 2) 

so sind die Wurzeln der erst genannten Fundamentalgleichung: — 2,, 
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= joe En, und die der letzteren zi+1,2+1,...,2+1. Auch 
weiterhin sollen die folgenden Bezeichnungen beibehalten werden: 

r2) / 2 
r(z) = —— = (a ff mon Im 

dum (o) are 
b a 7 Y — a , , n—1 m-1 n(m —1) . n(n + 1) 

x — À wae IY —— M —— JUN CM AACE GBA NP EL 1 in n 1 m b, Am 2 2 

Ist n = m, so ist offenbar 

(66) p(p —1)...(p — m 2(o-FEx-1)—o 

die zum singulären Punkte » — a gehörige Fundamentalgleichung. 

Aus der allgemeinen Form (55) der Integrale unserer Differential- 

gleichung in der Umgebung der Stelle x = o geht hervor, dass der reelle 

Theil von z — ¢€-+ iC im Allgemeinen grösser als die entsprechenden 

Theile von 2,,..., 2,. vorausgesetzt werden muss, wenn die in Gleichung 

(60) vorkommenden Integrale einen bestimmten Sinn haben sollen. Es 

soll weiterhin mit ¢ die im algebraischen Sinne grösste unter den reellen 

Theilen von z,,..., 2, und mit ¢ die kleinste unter den reellen Theilen 

von 21,...,2, zu findende Zahl bezeichnet werden. 

Es giebt überhaupt nur zwei Fälle, wo der in Gleichung (60) vor- 

kommende Ausdruck a” "'s, (2,2) in Bezug auf die Grösse z rational 

werden kann. Entweder muss # — ı gesetzt werden, oder es muss x 

einen solchen Werthe erhalten, dass 8,(2, x) identisch verschwindet. 

22. In diesem Paragraphen setzen wir voraus, es sei n—m. Die 

zum singulären Punkte «=a der Differentialgleichung (56) gehörige 

Fundamentalgleichung (66) hat die Wurzeln 0, 1,2,....m —2,—x-—1. 

Das zur Wurzel p = — x — 1 gehörige Integral, welches mit 7 bezeichnet 

werden soll, ist nun besonders bemerkenswerth. Soll das Integral 

a 

Je 2 2—1 - 

(67) f(z) =f nde, 
0 

wo €> © ist, einen bestimmten Sinn haben, so ist es offenbar nothwendig 

und zugleich auch hinreichend, dass der reelle Theil von x <0 ist. 

Uberdies wollen wir aber in diesem Paragraphen noch voraussetzen, dass 
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— x — 1 von den übrigen Wurzeln der Gleichung (66) verschieden ist, 

d. h. dass x gleich keiner der Zahlen — 1,—2,...,— m 4- 1 ist. Dann ist 

„= (a — x) *"P(a— x), 

wo ® eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von a— x fortschreitende 

Reihe bezeichnet, deren constantes Glied von Null verschieden ist. 

Aus Gleichung (60), wo y — » zu setzen ist, geht hervor, dass 

lim s,(¢, x) endlich sein muss. Es soll bewiesen werden, dass diese Grenze 
Ta 

identisch gleich Null ist. Zu dem Ende beachte man, was schon im 

vorigen Paragraphen hervorgehoben wurde, dass ¢,,..., c, ; in Bezug auf 

‘,...,7°"-» als homogene lineare Functionen betrachtet werden können 7 7 14 D , 

deren Coefficienten ganze rationale Functionen von x sind, sowie auch e ? , 

dass die (m — 1)* Ableitung z/? nur in ce, enthalten wird. Weil 

ferner z'? = (a — x)-*^-!3,(a — x) gesetzt werden kann, wo eine ge- 7] A D , À D 

wöhnliche Potenzreihe bezeichnet, so kann s,(z, x) auf die folgende Form 

gebracht werden 

(68) — &(, a) (n—2) (0 + Arb seb One”, 
wo @,,.--, 0, , nach positiven ganzzahligen Potenzen von a — x ent- 

wickelbare Functionen bezeichnen. Ist nun der reelle Theil von x < — m, 

so geht die Richtigkeit unserer Behauptung aus (68) unmittelbar hervor. 

Ist der reelle Theil von x — — m, so werden 7,7',...,7” >, nicht 

aber 7°”, gleich Null für «=a. Dasselbe ist daher auch mit den 

Functionen $,,..., £n.ı der Fall, da sie mur $,5..,2 79, nicht aber 

7" enthalten. Es muss indessen auch e, für æ — a verschwinden, 

was sich daraus ergiebt, dass z/" ? mit dem Coefficienten (65) multipli- 

cirt ist, und dieser Coefficient ist Null für # — a, während 7°”? nicht 

unendlich ist. Aus Gleichung (63) geht nun die Richtigkeit unserer Be- 

hauptung auch in dem fraglichen Falle hervor. 

Nunmehr sei x eine Grósse, deren reeller Theil einen zwischen o und 

— in liegenden Werth hat, und es sei der imaginäre Theil von x jedes- 

mal von Null verschieden, wenn der reelle Theil gleich irgend einer der 

Zahlen —1,—2,...,— m -F 1 ist. Nähert sich nun z.der Stelle ‘a; 

so nähert sich s,(z, x) wegen (60) gleichzeitig einer bestimmten endlichen 

Grenze, während jedoch (a — x) ̂-" ohne Ende wächst. Es muss somit 
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der in (68) vorkommende Klammerausdruck für vr — a gleich Null sein. 
Weil dies für unbestimmte Werthe von z stattfindet, so müssen ® OA 

0, , den gemeinschaftlichen Factor « — x enthalten, und es kann dem- 

nach 8,(2, 2) auf die folgende Form gebracht werden 

(69) See (@—— 2) D Se ge 2) 

wo die ® nach positiven ganzzahligen Potenzen von a— x entwickelbare 

Functionen bezeichnen. Ist nun der reelle Theil von x < — m + 1, 80 

ist offenbar s,(z, a) identisch gleich Null. Hat der reelle Theil von x den 

Werth —m- 1, so ist der absolute Betrag des Ausdruckes (a — x) "1 

zwar gleich Eins, der Ausdruck selbst aber nähert sich, weil der imagi- 

näre Theil von x nicht gleich Null ist, keiner bestimmten Grenze, wenn 

x sich der Stelle a nähert. Es muss also wiederum der in (69) vor- 

kommende Klammerausdruck für x — a und für unbestimmte Werthe 

von z gleich Null sein, ete. Durch wiederholte Anwendung dieser Schluss- 

folgerungen ergiebt sich offenbar, das s,(z, 4) in allen den Fällen identisch 

verschwindet, wo der reelle Theil von x < o ist, während x selbst einen 

von den ganzen Zahlen —1,—2,...,—m-+1 verschiedenen Werth hat. 

Ist x gleich irgend einer der genannten Zahlen, so ist p=—x—1 

eine zweifache Wurzel der Gleichung (66), und dann hat es keinen Sinn, 

von einem einzigen zu dieser Wurzel gehórigen Integrale zu sprechen. 

Bei dieser Gelegenheit wollen wir diesen Fall keiner näheren Erörterung 

unterziehen. 

Es ‘sei also fortwährend der reelle Theil von x<o und x selbst 

von den ganzen Zahlen —ı,— 2,...,—m-+ 1 verschieden. Die 

durch (67) definirte Function f(z) hat alsdann für £> & einen bestimmten 

Sinn, und es ist ' 

f(z + 1) = r(2)f(2). 

Da die Veränderliche x reel ist, so kann der absolute Betrag von f(z), 

wofern die Veränderliche z — ¢+ i¢’ auf einen, der Bedingung a 4 

genügenden, zur imaginären Axe parallelen Streifen (a < £< a + 1) be 

schrankt wird, nicht über eine gewisse endliche Grenze wachsen. Weil 

f(z) nach einem bekannten Satze aus der Theorie der bestimmten Inte- 

grale in dem genannten Gebiete zugleich eine monogene Function von z 
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ist, so kann sie auf Grund des in $ 9 bewiesenen Satzes auf die folgende 
Form gebracht werden: 

a 

co) Freies coe em qr) 
0 I'(g—2)...I*s-— 2) 

= CaF (z). 

Durch diese Gleichung wird eine grosse Menge bestimmter Integrale 

auf die Gammafunction zurückgeführt. Ein ganz specieller Fall der- 

"selben ist die bekannte Gleichung 

I'(z)T' (a) 

l'( + a). 
fa — cg dg — (a>0) 
D 

Ist « von Eins verschieden, so kann /(z) folgenderweise als Summe 

zweier Integrale dargestellt werden i 

Dei [qe ax = fyx ds + [pa de = P(z) + Q(z). 

Setzt man in Gleichung (60) y — x und z = 1, so ergiebt sich, dass 

P(z) die Differenzengleichung r, (2) P(z + ı)=r,(2)P(2) —8,(z) befriedigt, 

wo 8,(2)=8,(2,1) wegen (63) eine ganze rationale Function von höchstens 

(m — 1)*' Grade bezeichnet. Hieraus folgt, dass Q(z)— f(z) — P(z) der 

Gleichung r,(z) Q(z + 1) = r,(z)Q(z) + 8,(z) genügen muss. Das Inte- 

gral Q(z) hat aber für jeden Werth von z einen bestimmten endlichen 

Werth und kann daher nach einem bekannten Satze in eine beständig 

convergirende Potenzreihe entwickelt werden. Der obigen Darstellung von 

f(z) als Summe zweier Integrale entspricht die MrrrAG-LerrLer'sche 

Darstellung derselben Function als Summe einer Partialbruchentwickelung 

‘und einer beständig convergirenden Potenzreihe. 

23. In diesem und im folgenden Paragraphen nehmen wir an, dass 

n < m ist. Unsere Differentialgleichung (56) hat dann nur zwei singuläre 

Stellen x — o und x — co, von denen die letztere als eine wesentlich 

singulàre zu betrachten ist, weil die Integrale der Differentialgleichung 

die Eigenschaft nicht mehr besitzen, nach Multiplication mit einer pas- 

senden Potenz von # in der Umgebung dieser Stelle endlich zu bleiben. 
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Es kann demnach in Frage gestellt werden, ob es überhaupt ein Integral 

y gebe, für welches das Integral 

of yar da >) 
0 

einen bestimmten Sinn hat. Die Existenz solcher Integrale lässt sich in- 

dessen leicht nachweisen, wenn wir einen von Herrn PINCHERLE in seiner 

interessanten Arbeit Sulle funzioni ipergeometriche generalizzate ' bewiesenen 

Satz zum Ausgangspunkte wählen und den demselben zu Grunde liegenden 

Gedankengang verfolgen. 

Mit Benutzung unserer im Vorhergehenden festgesetzten Bezeichnungen 

kann der in Frage stehende Satz folgenderweise ausgesprochen werden: 

Setzt man 
ME Te —2;)..: Le — 3m) 

Dey F(c:—2)...P(e— 2) 

ist ferner m — m und a eine beliebige reelle Zahl, welche grösser. ist als die 

reellen Theile von 2,,...,2,, so hat das Integral 

atin 

(71) o(z) = T z "d(z)dz, 

wenn der reelle Theil von x positiv ist und wenn der Integrationsweg aus 

der zur imaginären Axe parallelen Geraden €= a besteht, stets einen be- 

stimmten endlichen, von a unabhängigen Werth, und es ist zugleich ç(x) 

ein Integral der Differentialgleichung (56). 

Dieser Satz gilt aber auch für den Fall, wo (2) gleich dem in $ 10 

charakterisirten allgemeineren Ausdruck (34): 

A A s 
2) — a'F(z)sinz(z— inz(z — e,)| 4—;2— ++ AA (72) d(z) — a^ F(z)sinz(z — c,)...sinz( giat eel 

gesetzt wird, was jetzt nachgewiesen werden soll. Der Beweis stimmt, 

abgesehen von einigen unwesentlichen Modificationen, mit dem des Herrn 

PiscHerte vollständig überein. 

1 Rendiconti della R. Accad. dei Lincei. Vol. 4. S. 694 u. ff. 

Acta mathematica. 15. Imprimé le 26 novembre 1891, 48 

H 
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Nach einem in $ 11 bewiesenen Satze hat das Integral (71), wo 

$(z) nunmehr den Ausdruck (72) bezeichnet, stets einen bestimmten 

Sinn, wenn a>¢, d. h. grösser als die reellen Theile von z,, ...,2,, 

und der reelle Theil von «> o ist. Es soll zunächst bewiesen werden, dass 

der Werth des Integrals von « unabhängig ist. 

Zu dem Ende denke man sich in der durch die Bedingung €> 4 

definirten Hälfte der z-Ebene ein Rechteck mit den Ecken a — ic, a+io, 

f de, — i». Wird das Integral - 

fo O(2)de 

langs der Begrenzung dieses Rechteckes erstreckt, so ist der Werth des- 

selben nach einem bekannten Satze gleich Null. Somit ist 

t 

atiw Bt+io 

y x *$(z)de + À v *®(z)de 
a—iw aio 

B—io a—iw 

+ f x *O(2)d2+ f © O(z)dz = o. 
Bio ] B—io 

Auf Grund des in § 11 bewiesenen Satzes wissen wir aber, dass der Aus- 

druck z'a*@(z), wie gross auch £ sein mag, mit wachsendem | C | sich 

gleichmässig der Grenze Null nähert, wenn der reelle Theil von z= €+ ic 

auf ein endliches Intervall, und die Veränderliche x auf ein Gebiet, dessen 

sämmtliche Punkte positive Abscissen haben, beschränkt wird. Lässt man 

also w ohne Ende wachsen, so nähern sich das zweite und vierte in der 

obigen Gleichung vorkommende Integral der Grenze Null. Für © = co 

geht diese Gleichung somit in die folgende über 

atic Bio 

f 0% )de = ke v O(z)dz. 
a—in 

Jetzt gehen wir zum Beweise des zweiten Theiles des fraglichen 

Satzes tiber. Auf Grund der letzten Gleichung ist offenbar 

aq io a Fio 

(73) = frotte f oO + 1)de. 
a—in a—in 
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Hieraus folgt 
CE atin 

A a y C*?d(z)ede = — f x “PB + 1)le-+ 1)dz, 

a+in 

e? (x) = (— 1) f g €*»d(z)e(a + 1)...(a +» — 1)dz 

2 ati 

sun ny ih mse INE: EIE 1)(2 + 1)... (e TE »)dz. 

Es ist also allgemein 
[rs 

(74) Cage" (x) = f s*d(z)e(Qr4- 1)... +»— 1)d2 

und : 
a+in 

(zs) (Ca yw ter) if 202 + 1)(2 + 1)(24 2)... (24 v)dz. 
4, — ioo 

Setzt man 

rm(2)-— a, — az -Fa,z(z + 1) +... + (— 1)"a,z(z + 1)...(¢ + m — 1) 

ci ord ca ee 

+ (— 1)", (2 + 1) + 2)... (e + 2) 

so kann die Gleichung r,(z)@(z + ı)=r,(z)®(z) nach Multiplication mit 

x”, in folgender Weise geschrieben werden: 

bad + 1) — br Oe + 1)(2 + 1) +... 

+ (— 1)" 0,2 O(2 + 1) + 1)...(2+n) = ax" d(z)—a a d(z)a + … 

+ (— 1)"a,, 27° O(z)2z(2 + 1)... (2 + m — 1). 

Integrirt man nun die beiden Seiten dieser Gleichung zwischen den Grenzen 

a — ico und « + ico, so ergiebt sich mit Benutzung von (74) und (75) 

b,ze(x) + br'e'(x) +... + bare” (a) 

2 a,g(z) + axe (x) +... + a, 2" e? (x) 

Es ist also g(x) ein Integral der Differentialgleichung (56). 
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24. Es ist nun sehr leicht zu zeigen, dass das Integral ç(x), für 

unbestimmte Werthe der Constanten 4,,..., 4,, mit der Exponential- 

function e”” die Eigenschaft gemein hat, dass z'g(x), wie gross auch k 

sein mag, für positive ohne Ende wachsende Werthe des reellen Theils 

von x sich der Grenze Null nähert. Damit ist zugleich bewiesen, dass 

das Integral 

für > & stets einen bestimmten Sinn hat. Aus der Gleichung (73) folgt 

in der That 
atin 

pte) = f emo + na 
oder 

atin 

ate(a) = f z P(2 + k)dz, 

woraus sich die Richtigkeit unserer Behauptung sehr leicht ergiebt. 

Es bleibt noch übrig, zu beweisen, dass das Integral e(x) nicht 

identisch verschwinden kann, was nicht unmittelbar einleuchtend ist. 

Nach dem in $ 11 bewiesenen Satze hat das Integral e(x) immer einen 

bestimmten Sinn, wenn der Integrationsweg durch keine Unendlichkeits- 

stelle von (2) hindurchgeht. Da die Unendlichkeitsstellen dieser Func- 

tion in eine gewisse Anzahl aritmetischer Reihen zerfallen, so kann offen- 

bar die Zahl 4 so angenommen werden, dass «—A, für jeden ganzzahligen 

Werth von A, von den reellen Theilen der genannten Stellen verschieden 

ist. Das Integral 

(a) = | B v * O(z)dz DAE 

hat dann für jeden ganzzahligen Werth von A einen bestimmten Sinn. 

Durch Vermittelung eines Rechteckes und mit Benutzung der im vorigen 

Paragraphen angewandten Betrachtungen findet man, dass das Integral 

g(x) gleich ist dem Integrale d;(x), vermehrt um die mit 2zí multipli- 

cirte Summe der Residuen der zwischen den Parallelen £ = a — À und 
- “= a liegenden Unendlichkeitsstellen von xz *4(z). Es sei o gleich einer 

der Zahlen —2,, —2,,...,—2 Dann hat man m* 
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nm ry gt am + y) 2 zu" per ee eg) + el) 

(76) D(: 021 om À 
7 Pee ERUPT cies aber ru ne da) 

wo ® eine gewöhnliche Potenzreihe bezeichnet. Das Residuum der Stelle 

2= — p — y ist somit 

[6 Glose+...+ yo, ee 

Es ist also 

3 og 

g(a) = dix) + 22 min Y [e?—emogz e 1 MERERI 2 "ld 
2.4 

wo die Summation sich auf solehe Werthe 5,» bezieht, für welche 

— £g — » gleich einer zwischen den Parallelen $— « —À und (=a 

liegende Unendlichkeitsstelle von @(z) ist. Für wachsende Werthe von 

À nähert sich offenbar 
atin 

sr > y a D(z )dz 

dax) = fa r(s—— 1)r(@ — 2)... 06 = À) 

da n<m ist, der Grenze Null. Es ist also 

oo j 
(] ow pn—1 

oe | CP log x +... + (— 1 y 4 va 1 DET fr”. (77) e(x)= 2m). 
PME 

Dann ist die Richtigkeit unserer Behauptung bewiesen, denn CF, C) ,..., 

C^; können nicht alle gleich Null sein. Wir haben aber zugleich die 

Function ¢(a) in eine beständig convergirende Reihe der bekannten Form 

(55) entwickelt. Die Constanten C werden aus der Gleichung (76) er- 

halten. j 

Aus (74) geht hervor, dass auch alle Ableitungen von ç(x) sich der 

Grenze Null nähern, wenn der reelle Theil von x-durch positive Werthe 

ohne Ende wächst. Setzt man also in (60) y = ¢(a#) und x = co, so 

ergiebt sich mit Benutzung der Bezeichnung 

(78) = fro ada 
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die Gleichung 
ne) : 

F(e+ 1) = F(z).— r(z)F(e) 
rz) 

Weil x bei der Integration als eie reelle Veränderliche betrachtet wird, 

so findet man, dass das Integral (78) nicht nur die in § 10 unter I. und 

II. sondern auch die unter III. erwähnte Eigenschaft besitzt, Bei passen- 

der Bestimmung von 4,,..., À, lässt sich somit F(z) auf die folgende 

Form bringen 
oo 

(79) f £x) 7 dy 
0 

=a F(z) sin z(z — c,)... sinz(z — asi +...+ De i! 
sin z(z — c,) sin z(z — cj) 

Es bleibt noch übrig, den folgenden Satz zu beweisen: 

Es giebt p und nicht mehr als p von einander linear unabhängige Inte- 

grale y, ,%,,...,%, der Differentialgleichung (56), welche die Eigenschaft 

lim æ'e(x) = o besitzen, wie gross auch k sein mag. 
z=+o X 

Der erste Theil ist auf Grund des soeben bewiesenen Satzes un- 

mittelbar einleuchtend. ~Es-sei, um den zweiten Theil zu beweisen, y ein 

Integral, welches die genannte Eigenschaft ebenfalls besitzt. Von UN PEU 

y, nehmen wir zugleich an, dass sie solche Integrale sind, die sich auf 

die Form (71) bringen lassen. Es ergiebt sich nun zunächst, dass die 

Ableitungen von y ebenfalls die Eigenschaft besitzen, dass sie nach Multi- 

plication mit einer beliebigen Potenz von x sich der Grenze Null nähern, 

wenn der reelle Theil von z durch positive Werthe ohne Ende wächst. 

Bezeichnet nämlich M(é,7) die obere Grenze von y in dem Falle, dass x 

eine um den Punkt z = £ mit dem Radius > gezeichnete Kreislinie durch- 

làuft, so ist bekanntlich 

Lässt man nun 7 Constant bleiben und den reellen Theil von € durch 

positive Werthe ohne Ende wachsen, so nähert sich M, mit einer be- 

liebigen Potenz von & multiplicirt, offenbar der Grenze Null. Dies ist 

somit auch mit den Ableitungen von y der Fall. 
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Aus der Gleichung (63) ergiebt sich nun, weil ¢,,..., €, , homo- 
4 

gene lineare Functionen von y,3',...,3"-P sind, dass lim a? Ss (grs ib) 
di t=+0 

für alle Werthe von 2 gleich Null ist. Aus (60) folgt somit 

oo 

Jur dz == r(z) {ya d. S 
0 0 

Beschrankt man die Veränderliche 2 auf einen beliebigen, der Bedingung 

a > à genügenden, zur imaginären Axe parallelen Streifen (a <£< « 4- 1), 

so kann der absolute Betrag dieses Integrals, weil x reel und positiv ist, 

nicht über eine gewisse endliche Grenze wachsen. Auf Grund des in $ 10 

bewiesenen Satzes muss sich also das Integral auf die folgende Form 

bringen lassen 

(year = D(z), 
0 

wo @(z) den Ausdruck (72) bezeichnet. Dies ist auch mit jedem der 

Integrale 
oo 

[ns dx, x (11,3, ep) 
0 

der Fall. Durch p von einander linear unabhängige Functionen mit den 

in $ ro unter L, IL, III. erwähnten Eigenschaften kann aber, auf Grund 

des $ 12, Jede andere Function mit denselben Eigenschaften als homogene 

lineare Function ausgedrückt werden. Bei passender Bestimmung der 

Constanten B, ,..., D, ist demnach 

E : : E SEC = 
(80) Sue de = [yu dz + Jus dz == B,.| yx dz +... + B, [ v, wlan. 

0 UV 1 0 0 

1 1 o6 

= B, | ya ^ da +... + B, y, "dx + B, fyc Ida +... 
0 0 1 

. exc B, f y, dz. 
1 

Aus der allgemeinen Form (77) der Integrale der Differentialgleichung 

(56) in der Umgebung der Stelle =o ergiebt sich für jedes der 



384 Hj. Mellin. 

zwischen den Grenzen 0 und ı genommenen Integrale ein Ausdruck der 

Form 

Ce 
fur 1dx —* P;(z -ExX (A T4 $ ar y + eae d- ETT: =I (0,140) 

p 

Die zwischen den Grenzen 1 und co genommenen Integrale sind offenbar 

ganze Functionen. Aus Gleichung (80) folgt also, dass der Ausdruck 

P(z) — B,P,(z) —...— B,P,(z) auch eine ganze Function sein muss, 

was offenbar nur dadurch möglich ist, dass dieser Ausdruck identisch 

verschwindet. Nun sieht man aber unmittelbar ein, dass die Partialbruch- 

reiben P, P,,..., P, dann und nur dann von einander linear unabhàngig 

sind, wenn die Integrale y,%,,...,%, von einander linear unabhängig 

sind. Auf Grund der Gleichung P— BP, —...— B,P, = o ist also 

y=cy, +...+ cuu. Hiermit ist aber der obige Satz bewiesen. 

Helsingfors, April 1890. 
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